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编者 的 话 


数学 名 题 是 在 数学 发 展 历史 长 河中 形成 ,并 对 数学 发 展 、 数 学 
应 用 和 数学 教学 等 方面 起 过 或 仍 起 着 重要 作用 的 数学 问题 . 这 类 
问题 在 数学 史 或 数学 教育 史上 有 重要 的 地 位 和 特殊 的 作用 ,如 促 
进 数 学 新 概念 或 新 分 支 的 诞生 、 推 动 新 数学 思想 方法 的 形成 .揭示 
数学 应 用 的 新 方向 ,以 及 对 数学 教育 产生 积极 作用 和 重大 影响 (这 
样 ,名 题 也 包括 某 些 趣 题 ), 等 等 . 因此 对 数学 名 题 的 介绍 ,无 颖 有 
利于 人 们 了 解数 学 的 发 展 和 理解 数学 思想 方法 的 形成 ,有 益 于 开 
阅 数 学 研究 的 视野 ,而 且 还 有 助 于 数学 的 教 和 学 . 基于 以 上 的 认 
识 , 我 们 编写 了 本 词典 , 供 中 小 学 数学 教师 教学 与 研究 的 参考 ,并 
作为 高 师 院 校 数学 系 科学 生 和 爱好 数学 的 中 学 生 课外 学 习 和 探索 
的 读物 . 所 以 ,本 词典 名 题 入 选 的 范围 以 初等 数学 为 主 ,并 适当 扩 
充 和 提高 . 

本 词典 的 编写 是 在 正确 把 握 名 题 的 涵义 和 广泛 搜集 文献 资料 
的 基础 上 开展 的 . 先 按 学 科 的 知识 体系 分 工 提出 初 入 选 名 题 的 题 
条 ,然后 进行 归纳 整理 形成 本 词典 题 条 的 讨论 稿 . 为 了 严格 审定 入 
选 名 题 是 否 恰当 和 有 和 否 重大 遗 泪 , 接 着 邀请 了 国内 这 方面 的 专家 
教授 对 讨论 稿 进 行 深入 细致 地 逐条 审议 和 商定 ,并 通过 对 题 条 的 
增删 ,提炼 修正 和 变动 题 条 的 某 些 安 排 顺 序 等 ,确定 了 本 词典 入 选 
名 题 的 目录 . 又 为 了 提高 编写 的 质量 , 参 编 人 员 各 先 编写 出 名 题 的 
样 条 ， 相 互 交流 、 讨 论 ,以 商定 编写 的 具体 格式 和 体例 . 最 后 ,在 各 
人 编写 修改 好 后 ,统一 由 单 遵 审核 定稿 . 

本 词典 是 在 江苏 教育 出 版 社 的 倡议 和 亲切 关怀 下 开展 的 ,并 
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得 到 南京 师范 大 学 数学 与 计算 机 科学 学 院 领导 的 大 力 支持 和 鼓 
局 ,有 关 专家 教授 给 予 了 热情 帮助 和 指导 ,还 有 一 些 同 志 提供 了 资 
料 和 意见 ,在 此 一 并 表示 诸 心 感谢 . 

对 本 词典 的 编写 ,好 经 多 次 审阅 修改 以 力求 完善 ,但 因 主 客观 
条 件 所 限 ，, 失 误 与 不 当 之 处 在 所 难免 ,我 们 尽 请 专家 学 者 和 广大 读 
者 批评 指正 。 


编者 


2001 年 10 月 
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Fejes Tóth-Hajós 不 等 式 
Steinig RPR … 
Makowski 不 等 式 
Erdos-Oppenheim 不 等 式 
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Janous-Gmeiner 不 等 式 
中 线 的 立方 和 
三 角形 中 线 和 旁 切 加 半径 的 不 等 式 … 
Marshall-Olkin 不 等 式 
角 平 分 线 的 平方 和 - 
Panaitopal 不 等 式 … 
Garfunkel-Gardner 不 等 式 
Leuenberger 不 等 式 
角 平分 线 的 倒数 和 - 
Erd6s-Leuenberger 不 等 式 
Garfunkel 不 等 式 
Ciamberlini 不 等 式 
Walker KER 
锐角 三 角形 角 的 不 等 式 
Erdis 不 等 式 ……… 
Guggenheimer 不 等 式 … 
Gmeiner-Janous 不 等 式 
њи 
Ва - 
Е Та ЕЯ 
三 角形 内 一 点 到 它 各 边 的 距离 的 不 等 式 
Erdis-Mordell 不 等 式 
Erdés 极 值 问题 …… 
Stroeker-Mascioni 不 等 式 
Erd6s-Bager 不 等 式 … 
Debrunner-Dresel 不 等 式 
Neuberg-Pedoe 不 等 式 
Oppenheim 不 等 式 … 
Sondat 基本 不 等 式 … 
Erdos-Klamkin 不 等 式 
ЖИЖИ 


= 561 
562 
563 
565 


Gal-Bankoff 不 等 式 
клх … 
一 个 Erdas 不 等 式 … 
参考 文献 
= 立体 几何 …… 
(一 ) 直线 和 平面 … 
直线 和 平面 垂直 的 判定 定理 
савж 
Tinseau 定理 
三 面 角 的 梅内 劳 斯 定理 
空间 Desargues 定理 
KAREM- 
共 面 点 的 费 尔 巴 哈 定理 
(二 ) 多 面体 …… 
多 面体 的 庞 斯 莱 定 理 
葛 尔 刚 定理 … 
笛 卡 尔 - 加 定理 
四 面体 的 重心 …* 
Commandino 定理 
нл 
Mannheim 定理 - 
Durrunde 定理 
Bang 定理 … 
Roberts 定理 
Ferriot 定理 
Temperley 定理 - 
十 二 点 球 e 
阳 马 求 积 
аэ 
刍 童 求 积 
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(四 ) 轨迹 和 作 图 


”641 
' 642 
= 645 
= 649 
= 650 
* 651 
* 653 
* 654 
* 655 
656 
660 
661 
662 
669 
672 
674 
674 
677 
677 
677 
678 
678 
679 
680 
680 
682 
682 
683 
687 


羡 除 求 积 … 
四 面体 体积 的 欧 拉 定 理 1 
四 面体 体积 的 欧 拉 定理 2 
四 面体 体积 的 Servois 定理 
Levy 定理 … 
Mention 定理 
Crelle 定理 
勒 让 德 定理 
Blondat 定理 … 

多 面体 的 欧 拉 定 理 - 
正 多 面体 的 种 类 …… 
多 面体 面 的 欧 拉 定 理 
凸 多 而 体 的 柯 西 定理 
Pohlke-Schwarz 定理 


阿 基 米 德 定理 
帕 波斯 - 古 尔 丁 定理 
古 尔 丁 定理 … 
四 球 的 相似 面 


等 每 面 或 根 面 
阿波 罗 尼 奥 斯 轨 迹 问题 
阿波 罗 尼 奥 斯 球 …… 
求 作 正 四 面体 ,正六 面体 ,正八 面体 , 正 十 二 面体 


和 正二 十 面体 ~ 

费 马 问题 

拉 格 朗 日 - 施 泰 纳 定理 
Ch) B 
Regiomontanus 问题 


(A) 球面 三 角形 与 球面 四 边 形 - 
球面 三 角形 的 梅内 劳 斯 公式 
球面 三 角形 的 正弦 定理 … 
球面 三 角形 边 的 余弦 定理 
球面 三 角形 角 的 余 强 定理 
球面 三 角形 的 面积 公式 … 
球面 三 角形 的 Delambre 公式 … 
纳 皮尔 相似 公式 …… 
球面 三 角形 的 Cagnoli 公式 
球面 三 角形 的 欧 拉 公式 … 
球面 三 角形 的 L"Huillier 公式 … 
球面 三 角形 的 古 德 曼 公式 
球面 四 边 形 的 Lexel 定理 

参考 文献 

= 解析 几何 Q... 
平面 部 分 

(一 ) 有 向 线段 
Chasies 定理 
欧 拉 定理 
帕 波斯 定理 

(二 ) 椭圆 和 双 曲 线 
Chasles 定理 
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Мас Cullagh 定理 
Joachmsthal 定理 … 
阿 基 米 德 定理 
Schmall 定理 
布 利安 香 - 庞 斯 莱 定 理 
Greenstreet 定理 
Ivory 定理 … 
共 思 直径 的 阿波 罗 尼 奥 斯 定理 
切线 与 辅助 圆 定理 ooo 
焦点 切线 的 阿波 罗 尼 奥 斯 定 理 
Bobillier 定理 …………… 
(三 ) 抛物 线 
Anthemius 定理 
Anning 定理 
Zerr 定理 … 
擅 物 线 的 麦 比 乌 斯 定理 
Gains 定理 … 
兰 伯 特 定理 … 
阿波 罗 尼 奥 斯 定 理 
阿 基 米 德 三 角形 的 性 质 “ 
(四 ) 区 锥 曲线 
圆锥 曲线 的 Мас Cullagl 定理 


Dandelin 定理 
(五 ) 轨迹 与 作 图 
van Schooten 轨迹 问题 
La Hire 轨 壕 定理 
a 
施 泰 纳 轨迹 定理 


ЗЕЕ ЖЕ PB. 
Klamkin-Miller 轨迹 定理 
国 锥 曲线 的 直径 … 
阁 必 达 轨 迹 定理 - 
帕 波斯 问题 … 
теним 
过 给 定 五 点 (切线 ) 作 圆锥 曲线 
过 给 定 四 点 作 抛物 线 
(六 ) 极 值 
最 大 内 接 四 边 形 - 


797 
797 


FARMER 
伯 努 利 双 纽 线 


808 
809 


卡 丹 贺 内 旋 轮 线 “ 
AER …… 
миша 
мша … 
三 尖 内 摆 线 
жуа - 
阿 基 米 德 曲线 - 
空间 部 分 

Serret 定理 ……… 
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e 833 


数学 名 题词 典 


жизн 
拉 格 朗 日 定理 
蒙 日 定理 
Dupin 定理 
准 平面 和 准 球面 
欧 拉 轨 迹 问题 
Dupin 轨迹 问题 
Moorman 轨迹 定理 
Monsky 轨迹 定理 сз 
参考 文献 
д кї. 
不 可 公 度 线段 
海伦 三 角形 
Hipparchus 球 极 投影 ~ 
欧 拉 的 多 边 形 前 分 问题 
消失 的 区 域 
施 泰 纳 的 用 平面 划分 空间 问题 
Barbier 定理 …… 
点 共 线 问 题 


Sylvester 
Helly 定理 
Pick 定理 - 
浆 科 夫 斯 基 定理 
WEAN … 
直 尺 刻度 问题 
潜 人 侦察 问题 
干酪 问题 … 
паи 

参考 文献 


* 875 
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四 


极限 和 连续 … 


Ba (40) а sas 


… 883 


… 883 


a 
FRAR … 
微分 和 积分 
怎样 求 抛物 线 弓 形 的 面积 
怎样 作曲 线 的 切线 
кийиш …… 
Jordan 定理 
хуле 
дуж 
В п: 的 推广 问 
怎样 估算 mL … 
伯 努 利 - 莱 布 尼 获 诡 论 
无 穷 级 数 ………… 
欧 拉 常数 
зей … 
伯 努 利 问题 
1—1+1—1- 
黎 曼 定理 

无 穷 多 个 连续 阴 数 之 和 是 否 也 是 连续 隔 数 
魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 
集合 论 
WARE 
有 理 数 多 还 是 自然 数 多 
是 否 存 在 不 可 列 集 …………*…… 


893 


+1- 


914 
917 


923 
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八 


康 托 尔 完备 集 
ют 
高 等 代数 
代数 基本 定理 … 
代数 方程 根 式 解 问题 
复数 域 能 不 能 再 扩充 
高 等 几何 ……… 
欧 几 里 得 公理 系统 是 否 严谨 
ҥш. ili 
平行 公设 问题 … 
非 欧 几何 的 合理 性 问题 
М уы 
七 桥 问题 
Jordan 曲线 定理 
麦 比 乌 斯 带 … 
闭 曲 面 的 分 类 定理 
克 莱 因 新 … 
布 劳 威 尔 不 动 点 定理 
微分 方程 … 
最 速 降 线 问题 
悬 链 线形 状 问题 
жы … 
眼 踪 问 题 … 
正 交 轨 线 问题 
开 普 勒 方程 求解 问题 - 
怎样 描述 脉冲 现象 
希 尔 伯 特 数学 问题 
希 尔 伯 特 数学 问题 … 
希 尔 伯 特 第 一 问题 … 
希 尔 伯 特 第 二 问题 … 


希 尔 伯 特 第 三 问题 
希 尔 伯 特 第 五 问题 
希 尔 伯 特 第 七 问题 
希 尔 伯 特 第 八 问题 
希 尔 伯 特 第 九 问题 
希 尔 伯 特 第 十 问题 
希 尔 伯 特 第 十 三 问题 
希 尔 伯 特 第 十 五 问题 
希 尔 伯 畦 第 十 六 问题 
希 尔 伯 特 第 十 八 问题 
希 尔 伯 特 第 十 九 问题 
希 尔 伯 特 第 二 十 二 问题 …… 
参考 文献 


… 981 


ЗЗР О C, u u E T 080 
词 目 索引 
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PRA SARRE ЕЕЕ тъ, РЕЛЕ. IEE 
免 各 几何 ? 
本 题 是 (孙子 算 经 ) 卷 下 第 31 题 .《 孙 子 算 经 ) 是 一 部 注重 实际 
应 用 、 通 俗 有 趣 的 普及 性 数学 著作 ,成 书 于 4 一 5 世纪 , 现 传 本 三 卷 . 
其 解答 (“ 术 ”) 是 :“ 上 置 头 ,下 置 足 . 半 其 足 , 以 头 除 ( 减 ) 足 ， 
以 是 除 ( 减 ) 头 , 即 得 " 解 题 过 程 是 : 


头 35| ee | 头 35 
вм| “| 足 47 

“ 半 其 足 ,以 头 除 足 ”, 即 设想 将 稚 免 的 足 都 前 去 一 半 , 这 时 稚 
的 足 数 与 头 数 相等 ,而 免 的 足 数 却 是 头 数 的 两 倍 . 所 以 , 锥 免 的 “ 半 


足 数 " 减 去 头 数 剩 下 的 应 是 免 的 头 数 . 求 出 免 的 头 数 ,就 容易 求 出 
жит, 


иж | 头 35 | Шаш | s zet 
E 12 足 12 | 一 免 数 


半 足 数 == 锥 头 数 十 2X 免 头 数 


一 总 头 数 十 免 头 数 - 
故 免 头 数 一 半 足 数 一 总 头 数 ， 
锥 头 数 三 总 头 数 一 免 头 数 . 

本 题 中 ， 免 Ж=э94+—2—35=12(Я), 


ME = 35 — 12 = 2304). 
本 题 的 “ 术 ”( 解 法 ) 是 典型 的 中 国 古 代 筹 式 运算 过 程 ,由 于 解 
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题 方法 设计 得 简单 巧妙 ,从 而 使 运算 十 分 简捷 ， 
人 们 把 这 类 饶 有 趣味 的 问题 专门 称 为 “ 鸡 兔 同 笼 "问题 . 这 类 
间 题 广泛 流传 ,而 且 还 心 到 了 海外 ,如 日 本 的 “ 色 扒 算 " 就 是 我 国 的 
“ 鸡 兔 同族 "问题 
参考 文献 [l,.p.320],[6,p.185]. 
63) 
MEHEA  —Н®%—НМ. 
大 僧 三 个 更 无 争 ， 
小 们 三 人 分 一 个 ， 
к^ Л.т? 
这 是 我 国明 代数 学 家 程 大 位 (1533~1603) 所 著 的 (算法 统 宗 》 
第 14 卷 中 的 一 题 .( 算 法 统 宗 ) 共 17 卷 ,是 一 本 比较 完备 的 应 用 算 
Ж. 其 中 收 有 一 些 以 诗歌 形式 编 述 的 算 题 , 该 书 于 1592 年 出 版 
后 不 久 在 国内 外 广泛 流传 ,影响 很 大 . 
本 题 意思 是 100 个 和 尚 分 吃 100 个 饮 头 ,规定 大 和 尚 1 A, 
3 个 ,而 小 和 尚 3 人 合 吃 1 个 . 问 大 和 尚 几 人 ,小 和 尚 几 人 7 
如 果 把 1 个 大 和 尚 与 3 个 小 和 尚 作为 一 组 ,那么 根据 题 意 4 个 和 
尚 合 吃 4 个 惕 头 ,平均 1 人 吃 工 个 ,正巧 100 个 和 尚 吃 100 MEK. 
由 于 4 个 愧 头 中 有 3- 个 馏 头 是 大 和 尚 吃 的 ,小 和 尚 只 吃 了 1 
个 ,所 以 在 100 个 馒头 中 ， 
ЖЯ 100+ 4X 3 二 75( 个 )， 
小 和 尚 吃 100 + 4 = 2504). 
由 于 在 4 个 和 尚 中 ,大 和 尚 只 有 1 个 ,小 和 尚 有 3 个 ,所 以 在 
100 个 和 尚 中 ,有 
大 和 尚 100 + 4 = 25(X), 
小 和 尚 100 二 4X3 三 75( 人 ). 
参考 文献 [3,p.861], 
(Kt) 


A..." 3 


“巴赫 沙 利 手稿 "中 的 问题 The problem from Bakhshali 
Manuscript) 在 四 位 捐献 者 中 , 乙 捐 献 的 数目 是 甲 的 2 {ЕРИН 
献 的 数目 是 乙 的 3 倍 , 丁 捐献 的 数目 是 两 的 4 倍 , 捐 献 总 数 为 
132 RF ARKAE. 

AE B EADAE”. 这 些 手稿 是 1881 年 在 印度 西北 部 
ЕЕ И НЭ. 大概 是 八 万 世纪 时 转 抄 三 四 世纪 时 算术 
书 的 残 页 . 下 面 的 解答 出 自 该 手稿 

BERARI 份 , 则 乙 捐 献 2 份 ,两 捐献 6 份 ,本 捐献 24 份 ， 
那么 总 共 捐献 了 33 份 .所 以 , 甲 捐献 的 数目 是 132 + 33 = 4. 

参考 文献 [15,p. 15;p. 118). 

(5 *› 

分 100 的 问题 (The problem of dividing number 100) 两 次 将 
100 分 成 大 小 两 部 分 ,第 一 次 分 得 的 大 部 分 等 于 第 二 次 分 得 的 小 
部 分 的 两 倍 ;第 二 次 分 得 的 大 部 分 等 于 第 一 次 分 得 的 小 部 分 的 三 
悟 . 求 两 次 分 法 中 的 大 小 部 分 各 是 多 少 ? 

本 题 选 自 丢 番 图 的 著作 (算术 ).《 算 术 ) 是 最 早 的 一 本 代数 论 
Ж.Ж 13 卷 , 现 存 仅 6 ж. 

根据 题 意 ,第 一 次 的 大 部 分 是 第 二 次 的 小 部 分 的 2 倍 ,所 以 ， 
第 一 次 的 小 部 分 加 上 第 二 次 的 小 部 分 正好 等 于 第 二 次 的 大 部 分 
又 已 知 第 二 次 的 大 部 分 是 第 一 次 的 小 部 分 的 3 偿 1 所 以 ,第 二 次 的 
小 部 分 是 第 一 次 的 小 部 分 的 2( 一 3 一 1) ##. 因此 ;第 一 次 的 小 部 
分 的 5( 二 2 十 3) 倍 是 100, 第 一 次 的 小 部 分 是 20( 一 100< 5), К 
部 分 是 вос 100 一 20), 第 二 次 的 天 部 分 是 60(— 20 x 3), 小 部 
分 是 40(= 20 x 2). 

参考 文献 [15,p. 8;p. 87]. 

(& F) 

КЕ ЕШ (The packing goods” problem) 怠 和 又 驮 着 货物 并 排 
走 在 路 上 ,台子 不 住地 埋怨 驮 的 货物 太 重 , 压 得 受 不 了 . 又 子 对 它 
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АР ER # КЕКИ Ж. 倘若 你 驮 的 货物 给 我 一 口 
伐 , 我 驮 的 货物 就 比 你 驮 的 重 一 倍 f 而 我 若 给 你 一 口袋, 响 俩 才刚 
好 一 样 重 ," 问 驴 和 骤 各 驮 几 口 袋 货物 ? 
本 题 源 自 (希腊 诗 文集 》, 后 又 被 收入 各 种 数学 教科 书 中 ,如 殉 
拉 的 数学 教科 书 .( 希 腊 诗 文集 )(The Greek Anthology) KARE 
于 4 世纪 初 ,是 由 希腊 学 者 Metrodorus 编写 的 . 这 是 一 本 用 诗歌 
形式 写成 的 问题 集 . 
由 题 意 , 又 驮 的 货物 比 驴 驮 的 货物 的 2 信 少 1 X 2 十 1= 3 
和 袋 ; 又 骤 驮 的 货物 比 驴 驮 的 货物 多 1 十 1 = 2 斤 . 所 以 , 驴 驮 的 货 
物 的 2 悦 少 3 八 等 于 驴 台 的 货物 多 24. 由 此 推 得 , 驴 了 驮 的 货物 
5 (3 + 2) + (2—1) = 5 89, ЖИЙИ 9 5+2=7. 
参考 文献 [10,p.149],[15,p. 59,p. 93]. 
(& #) 
上 下 移动 (Move up and down) 孩子 把 一 支 六 角形 蓝 铅笔 紧 
贴 在 一 支 六 角形 黄 铅 笔 上 . 蓝 铅笔 下 端 贴 着 的 地 方 涂 着 一 层 涉 ,长 
1 厘米 .孩子 把 黄 铅笔 拿 住 不 使 它 动 ,把 蓝 铅笔 紧 贴 着 黄 铝 笔 往 下 
移 1 厘米 ;接着 又 称 上 来 , 回 到 原先 位 置 ; 然 后 ,再 把 蓝 铝 笔下 移 1 
厘米 ,再 回 到 原先 位 置 ,如 此 下 去 , 他 把 蓝 铅笔 往 下 移 了 10 次 , 往 
上 回复 了 10 次 ( 共 20 次 动作 ). 如 果 他 在 移动 铅笔 的 这 段 时 间 里 ， 
铅笔 上 的 漆 没 有 干 也 没有 用 完 ,那么 ,在 第 20 次 动作 后 , 黄 铅笔 上 
沾 的 漆 应 该 有 多 少 厘米 长 ? 
这 题目 是 数学 家 列 奥 尼 特 ， 米 哈 依 洛 维 奇 ， 雷 巴 科 夫 一 天 在 
打 野 网 回 家 的 路 上 想 出 来 的 . 他 是 怎么 想 出 来 的 呢 ? 走 在 路 上 ,他 
星 着 自己 的 长 统 靳 ,看 见 在 行走 时 两 只 靳 子 互相 擦 着 的 地 方 ,从 下 
到 上 沾 满 了 泥 . 
“这 是 什么 道理 ," 列 奥 尼 特 。 米 险 依 治 维 奇 想 , “我 没有 走 过 
泥 淳 篇 深 的 地 方 , 泥 却 一 直 沾 到 了 肤 盖 . " 
想 了 一 会 儿 ， 他 明白 了 其 中 的 道理 ,并 出 了 这 道 题 . 
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两 支 铅笔 最 初 贴 起 来 时 , 黄 铅笔 上 就 有 1 HDR K 0038. 当 蓝 铅 
笔下 移 1 厘米 ,那么 , 蓝 铅 笔 上 又 有 1 厘米 长 的 地 方 沾 着 了 漆 ( 黄 
铅笔 上 的 ) ,接着 蓝 铅笔 上 移 到 原来 位 置 , 紧 贴 着 的 黄 锅 笔 上 又 有 
1 厘米 长 的 地 方 沾 荐 了 漆 - 

由 此 可 见 , 蓝 铅笔 上 下 移动 ] 次 (2 次 动作 ), 黄 铅笔 上 沾 的 漂 
就 增长 1 厘米 . 上 下 移动 10 次 (20 次 动作 ), 黄 铅笔 上 沾 的 漆 就 增 
Кож, И, ЯФ РЕЖ 10-1 = 11 EK. 

参考 文献 [17,p. 6,pp. 184—185]. 
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二 最 大 公约 数 ,最 小 公 


封 山 周 栈 ” 今 有 封 山 周 栈 三 百 二 十 五 里 . 甲乙、 两 三 人 同 绕 周 
栈 行 . 甲 日 行 一 百 五 十 里 , 乙 日 行 一 百 二 十 里 , 丙 日 行 九 十 里 . 问 周 
行 几何 日 会 ? 

本 题 是 ( 张 印 建 算 经 》 上 卷 第 10 题 .( 张 印 建 算 经 ) 大 约 成 书 于 
466 年 至 185 年 间 ; 共 三 卷 ,涉及 一 些 实际 应 用 问题 

在 绕 山 一 周 的 栈道 上 ,甲乙 .再 同 向 绕 行 ,速度 不 同 , 问 何 时 
相 会 . 这 是 个 求 三 人 速度 的 最 大 公约 数 的 问题 . 

WA 150,120,90 的 最 大 公约 数 是 30, 


ЖШ 325 + 30 = 10 508), 


即 甲 \ 乙 \ 两 三 人 10 4 日 相 会 . 
最 大 公约 数 在 我 国 古代 称 作 “等 数 ”, 很 多 数学 著作 星 都 介绍 求 
“等 数 "的 方法 一 “更 相 减 损 * 法 . 它 与 现在 的 驾 转 相 除法 是 一 致 的 . 
参考 文献 [p.337] 
(нж) 
EXA? 今 有 三 女 , 长 女 五 日 一 归 , 中 女 四 日 一 归 ，, 少 女 三 日 
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一 归 , 问 三 女 何 日 相 会 ? 
本 题 是 (孙子 算 经 ) 下 卷 第 35 Bi. 
题 意 是 一 家 有 三 个 女儿 平时 分 别 回 娘家 ,大 女儿 5 天 回 一 次 ， 
二 女儿 4 天 回 一 次 ,水 女儿 3 天 回 一 次 . 问 这 三 个 女儿 何 时 在 娘家 
相 会 ? 
这 是 一 则 求 最 小 公 倍 数 问 题 . 5,4,3 的 最 小 公 倍 数 是 60, 故 等 
案 是 三 女 60 天 相 会 一 次 - 
参考 文献 [l..322]. 
RE) 
三 营 值 夜 今 有 内 营 周 七 百 二 十 步 ,中 营 周 九 百 六 十 步 ,外 营 周 
一 千 二 百 步 , P LAZAR PAARE, LAPE WAE, 
俱 发 南 门 . 甲 行 九 , 乙 行 七 , 丙 行 五 . 问 各 几何 周 , 俱 到 南 门 ? 
本 题 是 ( 张 印 建 算 经 ) 上 卷 第 11 题 . 
是 意 是 已 知 内 ,中 ,外 三 座 兵营 的 周 长 , 以 及 士兵 甲 ` 乙 ` 丙 的 
近 营 速度 比 是 9 : 7 : 5, 现 在 他 们 同时 从 各 营 的 南 门 出 发 , 问 各 行 
儿 周 后 同 到 各 营 南 门 ? 
因为 内 ,中 ,外 三 营 周 长 之 比 为 


720: 960+ 1200=3:4:5. 
而 速度 之 比 为 9: 715, 所 以 甲乙 .再 同 到 南 门 的 周 数 之 比 为 


St ph, 


即 甲 \ 己 、 丙 分 别 行 12 8.7 周 ,4 周 后 同 到 各 营 南 门 . 
参考 文献 [l,p.337]. 
(аж) 
ЖЖ (5 (Eggs' problem) 一 个 基督 教徒 提 一 篮 鸡 蛋 来 到 市 
场 ,商人 问 他 “你 有 多 少 个 鸡蛋 7” 基 督 教 徙 回答 道 :“ 先 生 , 我 不 记 
得 有 多 少 个 鸡蛋 ,只 记得 我 在 装 鸡 蛋 时 ,如 果 每 次 往 篮 里 放 2 个 ， 
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那么 就 余 1 个 ;每 次 放 3 个 ,也 余 I 个 ;每 次 放 4 个 ,还 余 1 个 ;每 
次 放 6 个 ,还 余 1 个 ;每 次 放 7 个 ,刚好 一 个 不 剩 . 究竟 有 多 少 个 鸡 
蛋 , 您 自己 去 算 吧 1” 

本 题 出 自 17 世纪 法 国 数学 家 C. С. Bachet de Meziriac(1581 一 
1638)1612 年 出 版 的 (趣味 算 题 集 》. 

假如 把 复 中 鸡蛋 拿 走 1 个 ,那么 篮 中 鸡蛋 数 是 2.3、4、6 的 倍 
数 . 由 最 小 公 倍 数 的 定义 可 知 ,现在 篮 中 鸡蛋 一 定 是 12n. 所 以 , 原 
来 篮 中 鸡蛋 个 数 一 定 是 12n + 1. 又 原来 篮 中 鸡蛋 个 数 是 7 的 倍 
数 , 即 12n 十 1 是 7 的 售 数 , 设 n 二 7k 十 s,s = 0,1,2,3,4,5,6,Я 
Жз 4,129 十 1 是 7 的 售 数 . 所 以 ,原来 篮 中 鸡蛋 个 数 应 为 
12 X(7 + 4) +1 = 84k 4-49, = 0,1,2,… Ж ЖЕЕ РД 
49 个 ,还 可 能 是 133 个 .217 个 .301 个 .385 个 ,469 个 .553 个 .637 
个 ,721 个 

注 ; 《趣味 算 题 集 ) 中 的 管 案 为 721 个 鸡蛋 , 

参考 文献 [15,p. 22,p. 143],[17,p. 1755p. 315]. 


妇 人 荡 杯 ， 今 有 妇 人 河上 葛 杯 , 津 吏 问 日:“ 杯 何以 多 ?” 妇 人 日 : 
“家 有 客 . " 津 吏 日 :“ 客 几何 名 妇 人 日 :一 人 共 饭 ,三 人 共 间 ,四 人 
共 肉 , 凡 用 杯 六 十 五 ,不 知客 几何 ?” 

本 题 是 (孙子 算 经 ) 卷 下 第 17 Bi. 

题目 是 通过 管 淡 口 的 人 看 到 一 个 妇女 在 河 边 洗 很 多 碗 , 便 一 
问 一 答 地 给 出 了 一 道 算 题 , 妇女 说 她 家 来 了 很 多 客人 ,只 知道 两 人 
共 吃 一 硫 饭 ,三 人 共 喝 一 构 汤 ,四 人 共 吃 一 硫 肉 ,总 共用 了 六 十 五 
只 碗 ,她 叫 津 吏 算 算 共 来 了 多 少 客 人 . 
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本 是 的 解法 是 : 每 个 客人 使 用 的 确 数 为 二 十 立 十 二 一 D 
BARBRA ТУШ Ж. 
|g ++ 2] = 69 = B= 60А). 
参考 文献 [lsp, 315]. 
сажа) 
RARE ГРАДЕ Е АН ЈЕ, ЕДЕМ, AHERN. 
ИЕ, P] P H ЖЖ? 
本 题 是 ( 九 章 算术 ) 卷 六 “ 均 输 " 的 第 20 题 ,《 九 章 算术 ) 大 约 成 
书 于 东汉 初期 ,是 中 国 流传 至 今 最 古老 的 数学 专门 著作 之 一 , 共 分 
九 章 , 涉 及 与 生产 实践 有 联系 的 实际 应 用 问题 . 它 采用 问题 集 的 形 
式 , 每 道 题 有 问 有 答 有 术 , 有 的 是 一 题 一 术 , 有 的 是 多 题 一 术 , 或 一 
题 多 术 , 共 有 246 个 问题 202 R. 
题 意 是 层 网 从 南海 飞 7 天 到 达 北 海 ;而 大 雁 从 北海 飞 到 南海 
需 9 Ж. 现在 设 野 鸭 和 大 雁 同 时 相向 而 飞 , 速 度 不 同 , 问 何 时 相通 . 
这 是 个 典型 的 行程 问题 . 在 我 国 古代 算 书 中 很 常见 ， 
ж. 1+ [2+ 2) = 318). 
参考 文献 [1,p. 198], 
Gk) 
AAR SHW ERE. 其 一 举 开 之 , 少 半 日 一 满 ; 次 ,一 
日 一 满 ;次 ,二 日 半 一 满 ;次 ,三 日 一 满 :次 ;五 日 一 满 . 今 篆 决 之 , 问 
几何 日 满 油 ? 
本 题 是 ( 九 章 算术 ) 卷 六 “ 均 输 "的 第 26 Ш. 


愿 中 * 少 半日 "是 指 坟 日 我国 古代 分 别 用 少 半 、 半 、 太 半 表 示 


и рия 
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Жж. 99-ДАН, y HKA TARA 
BMK AEL HEM fE TE RINA A ELDAN eE 
满 水 池 ? 

这 是 一 则 工程 问题 ,是 世界 各 国 算术 书 中 党 见 的 算是 


其 解法 是 :二 | 十 十 1 十 一 十 二 十 二 | = Beg). 
3 2 
参考 文献 [1,р.201]. 
(шж) 
®ХтШ 5936590. KH A RE AHE E.J А. 
数 、 物 价 各 几何 ? 


本 题 是 ( 九 章 算术 ) 卷 七 “至 不 足 " 的 第 1 题 . 

恤 不 足 问题 又 称 盈亏 (月 ) 问 题 ,是 我 国 古代 数学 中 的 一 类 重 
要 问题 ,各 种 算 书 都 列 有 这 类 问题 . 它 的 解法 称 为 “ 芍 不 足 术 ”. 设 
每 人 出 钱 数 为 n Н.В А ЛНВ а, 时 ,不 足 钱 
BH b $p и, ЛИ o, W| 


ЖЕР, ab + а,Ь, 
а, — аз 
A PB. (a >a). 
„ = * 
а: а; 
bi + аё; 
于 是 ,每 人 应 出 钱 数 z= = = с-з 
本 题 的 答案 是 : 人 数 7 人 ,物价 53. 
双 不 足 术 是 中 国 数学 史上 的 一 项 杰出 成 就 . 它 是 把 假设 试验 
与 推理 论证 结 台 起 来 的 数学 方法 , 常 被 用 来 解决 一 些 比较 复杂 的 
问题 . 它 是 通过 两 次 假设 试 算 ,将 一 般 的 应 用 问题 化 归 为 特定 的 盈 
亏 类 数学 模式 ,然后 用 固定 的 演算 程序 求解 - 根据 试 算 结果 或 盈 或 
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亏 或 适 足 ,分 别 给 予 解 管 . 

我 国 的 盈 不 足 术 经 丝绸 之 路 传 到 中 亚细亚 国家 ,受到 特别 重 
视 .在 11 一 13 世纪 阿拉 伯 数 学 家 的 著作 中 就 盈 不 足 术 ,他 们 称 
之 为 “契丹 算法 ", 因 为 当时 阿拉 伯 人 称 中 国 为 " 契 凡 ”接着 又 从 阿 
拉 伯 传 到 欧洲 , 在 中 世纪 的 歼 洲 由 于 代数 学 还 没有 发 展 到 充分 利 
用 符号 的 阶段 ,这 种 通过 两 次 假设 解 题 的 “契丹 算法 ” 便 成 为 万 能 
的 算法 而 受到 推崇“ 契 凡 算法 "还 有 许多 名 称 , 如 双 设法 、 双 假 位 
法 、 选 借 术 , 增 损 术 , 盆 月 术 等 等 . 

参考 文献 [1yp.205],[6,p. 91],[8,p. 8037. 

GR AKA) 

契丹 算法 ” 见 盈 不 足 问题 . 

азои 见 盈 不 足 问题 - 

双 设法 ， 见 盈 不 足 问题 , 

AAEM SARZHAW СФЕ. SARE 
3k. k y Ж їй, E A RR CFR 388. 问 出 漆 、 得 油 . 和 漆 各 
几何 ? 

本 题 是 ( 九 章 算术 ) 荐 七 “ 盈 不 足 ” 的 第 15 题 . 

BER: 淡 需 用 油 来 调和 ,已 知 3 升 漆 可 以 换 得 4 升 油 , 而 4 
升 油 可 以 调和 5 升 漆 . 现 在 只 有 3 斗 污 , 问 怎 样 安排 换 油 才 能 把 潜 
全 部 调和 . 

书 中 是 用 盈 不 足 不 来 解 的 :“ 假 令 出 妾 九 升 ,不 足 六 升 . 令 之 出 
漆 一 斗 二 升 ,有 余 二 升 . "意思 是 :车 用 9 升 当 换 得 12 升 油 , 则 可 以 
调和 15 升 漆 , 这 样 才 用 掉 漆 9 十 15 二 24( 升 )， 原 有 30 升 , 故 " 不 
足 ”6 升 -车 用 12 升 漆 换 得 16 开 油 ,可 以 调和 20 ЭЁ. 这 样 就 将 
И 12 + 20 = 32( 升 ), i 30 升 又 多 出 2 升 ,是 典型 的 一 不 足 问 


B. MARERE н IR, RA 15 升 油 ,调和 18 了 3 
深 , 正 好 将 3 3382981881. 
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参考 文献 [1›р.213]. 


(ERE) 
MASK SAMEA KERE, KR. MEH A 
FREH At ИЛИНТЕ? 
жааи RF NAS 11 B. 
BER: НАЗИ Xk 3 RAIRA 
第 二 天 起 , 薄 每 天 的 生长 数 是 前 一 天 的 十 ,而 每 天 的 生长 数 是 前 


一 天 的 1 f. 书 中 是 用 盈 不 足 术 来 解 的 ( 见 盈 不 足 问题 )- 
设 第 二 天 为 a = 2， 


HK = 30 十 15 = 45( 寸 )， 

ЖК = 10 + 20 = 30( 寸 ). 
ТАЖАЙ b = 45— 30=15GP); 
设 第 三 天 为 a; 二 3， 


精 长 二 80 + 15474 = s2 LO, 

ЗЕК = 10 + 20 + 40 = 700). 
ТЕЕ = 70—521 17 тс. 
RARRERAR 

3x15+2 x 4171 


2) 2 
k. 


r = 2 508). 
l+ 177 


有 即 2 „НК. 


我 国 古 代数 学 家 是 把 东莞 在 一 日 内 的 生长 速度 当做 均匀 的 ， 
因而 可 用 盈 不 是 术 来 解 ,所 以 答案 只 是 近似 的 . 
本 题 按 照 题 意 应 该 解 方程 
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= 


заз (з [3] езе, 
=1+а+ = +27. 
利用 几何 级 数 求 和 公式 化 简 、 整 理 ,得 


Ем = Uy 
2 一 7.2 十 6 一 0. 


解 之 得 z= logô™ 2. 59H). 
参考 文献 [1›р.211],[6,р.96]. 
( 峙 秋生 ) 
ЖЖЖ HEART ARZE KWEK 其 布 ,六 人 八 
рН, АЛ H XXT HAA- Ë ++ 
ж-л^+тЕНИ,ЬА—И++1й,Ж®—ЛИ+ИЩНИ›;ЖЖ.Ш 
人 一 十 三 斤 少 关 千 作 百 四 斤 ,五 人 一 十 四 斤 适 足 , 欲 知 军士 及 布 、 
HRAL? 
本 题 是 我 国 南宋 著名 数学 家 秦 九 韶 (1202 一 1261) 所 著 的 ( 数 
书 九 章 } 第 十 六 卷 中 的 一 题 .《 数 书 九 章 ) 是 一 部 划时代 的 名 著 , 它 
不 仅 代表 当时 中 国 数学 发 展 的 水 平 , 而 且 也 标志 中 世纪 世界 数学 
的 最 高 水 平 . 全 书 共 18 卷 , 计 81 个 问题 ,每 题 都 包括 答案 , 术 
яй. 
本 题 实际 上 包括 三 个 至 亏 问 题 : 求 布 ,一 盘 一 不 足 ! 求 编 , 两 
ARR REEE. 
分 别 利用 盈 不 足 术 公式 解答 : RE 15120 Л, 20 000 匹 ， 
9 300 000 两 ;加 42 336 JT. 
参考 文献 [2,р.406]. 
(ҥн +) 
分 银子 问题 CThe problem of dividing silver) 10 个 兄弟 分 100 
两 银子 ,后 一 个 人 比 前 一 个 人 少 , 只 知道 每 一 级 相差 的 数量 都 一 
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#.Н5:ЖШ2%>ЖЯП#. 现在 第 八 个 兄弟 分 到 6 两 银子 , 问 一 
级 相差 多 少 ? 

本 题 出 自 于 巴比伦 的 泥 板 “ 书 ” 古巴 比 伦 人 采用 " 模 形 "文字 
刻 在 一 种 泥 板 上 ,这 种 泥 板 晒 干 后 很 坚硬 ,就 成 了 一 种 奇特 的 
“ 书 ” 这 种 泥 板 的 制作 大 抵 在 两 个 时 期 ; 公元 前 2000 年 左右 和 公 
元 前 600 年 到 公元 300 年 

因为 10 个 兄弟 所 分 得 的 银子 的 平均 数 是 10 两 ,所 以 ,第 三 个 
和 第 八 个 兄弟 所 分 银子 共 20 两 .已 知 第 八 个 兄弟 分 得 6 两 ,所 以 ， 
第 三 个 兄弟 应 是 14 两 ,他 们 相差 8 两 . 由 于 第 三 个 兄弟 比 第 八 个 


兄弟 高 5 级 ,因此 ,每 一 级 相差 Š 一 1 3 W. 


这 是 古巴 比 伦 人 的 解法 . 
参考 文献 [10,pp.55 一 57]. 
Ф *) 


埃及 的 问题 (Bgypt's problem) 茶 人 从 宝库 中 取 宝 吉 , 另 一 人 


又 从 剩余 的 宝 中 取 走 击 ,宝库 中 还 剩 宝 160. 宝库 中 原 有 宝 
多 少 ? 

本 题 出 自 兰 德 纸 草书 .二 次 及 人 把 用 到 的 数学 知识 写 在 一 种 
水 章 的 叶子 上 , 称 为 纸 草 .这样 的 纸 草书 现存 两 本 ,一 本 是 伦敦 本 ， 
一 本 是 莫斯科 本 , 伦敦 本 因由 苏格兰 人 兰 德 (A. Henry Rhind) F 
1858 年 购 得 而 通常 叫做 兰 德 纸 草书 . 原稿 出 于 公元 前 2000 年 到 
公元 前 1700 年 ,记载 了 84 道 题 ,大 部 分 是 算术 方面 的 , 且 用 到 了 
分 数 


ЛЕТ Нк 一 L = 2 的 宝 , 另 一 人 取 走 剩 下 的 
зто E x | 1 一 证 | 的 宝 ,所 以 ,宝库 中 原 有 宝 是 
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10+ 11-2) (2-5) ]= 2%. 


参考 文献 [5,p.2sp, 46]. 
($ ж) 
Thymaridas 的 问题 (Thymaridas* problem) 2.81.8997 


做 了 一 个 重 60 米 纳 克 (古代 人 金币) 的 王冠 ,其 中 金 和 铜 占 2, 金 和 


ант, еб Re H.S ЮЕШ. 


公元 前 4 世纪 和 希腊 数学 家 Thymaridas 给 出 了 这 个 问题 ,后 收 
人 《希腊 诗 文集 》, 该 问题 是 文集 中 的 典型 问题 
由 题 意 知 ;王冠 中 人 金 的 重量 的 3 倍 与 王冠 中 铜 、 锡 、 铁 的 重量 


之 和 是 王冠 重 的 | 4+4 + | 们 .又 王冠 重 60 米 纳 克 , 所 以 ， 
хятан влен |с +1 +1 —1| 信 , 从 
而 推 得 王冠 中 金 的 重量 为 

60 х [3 + 3 +$ 1|+ 2 зо зоя). 


于 是 王冠 中 铀 的 重量 为 二 X 60 一 30.5 = 9.5( 米 纳 克 ) 


锡 的 重量 为 “了 X 60 一 30.5 一 14.5( 米 纳 克 ); 


铁 的 重量 为 “二 хво 一 30.5 = 5. SORMI). 


参考 文献 [20,pp. 193~195,pp. 173—174], 
(& ж) 


Sridhara 问题 (Sridhara's problem) 有 一 群 刘 蜂 , 其 中 工 落 在 


杜鹃 花 上 ,二 送 在 杠 子 花 上 ,这 两 者 的 差 的 3 倍 飞 向 月 季 花 ,最 后 
ИЧ ЕНЕВ Ез Н ЖА. 问 共有 


921.96 15 


JLRS? 
本 题 选 自 印 度数 学 家 Sridhara(850 一 900) 的 《计算 的 本 质 ). 


由 题 意 可 知 , 一 群 守 峰 的 二 落 在 杜 鹏 兹 上 ,了 洲 在 模子 花 上 ， 
3x | 言 一 二 | = 二 落 在 月 季 花 上 ,那么 ,这 一 群 宣 峰 的 


С: їй йл] 
ed 5 = 38 


在 茉莉 花 和 玉兰 花 之 间 飞 来 飞 去 . 所 以 ,这 一 群 蜜蜂 共有 
нр 
115 = 15( 只 ). 


参考 文献 [15,p,15,p,Jie 一 
‹(& *) 
ЖЕШ F Ж (Diophantus' age) 
= ЕЮ EIN 
жей ЕЕН. 
多 么 令 人 人 惊讶， ` 
它 忠 实地 记录 了 所 经 历 的 道路 . 
上 帝 给 予 的 童年 占 六 分 之 一 ， 
又 过 十 二 分 之 一 ,两 类 长 出 了 胡 于 。， 
再 过 七 分 之 一 ,点 燃 起 结婚 的 螨 灿 . 
五 年 之 后 天 赐 一 子 ， 
可 怜 迟 到 的 宁 吉 儿 ， 
享年 仅 及 其 父 之 半 , 便 进入 冰冷 的 坟墓 
悲伤 只 有 用 数论 的 研究 去 弥补 . 
又 过 四 年 ,他 也 走 完了 人 生 的 旅途 . 


丢 番 图 是 古 希 腊 亚历山大 里 亚 时 期 的 著名 数学 家 ,在 世界 数 
党 史上 具有 突出 的 地 位 ,被 准 为 “代数 学 的 鼻祖 ” 有关 他 的 生平 ， 


16 数学 名 着 词典 


我 们 知道 很 少 ,只 知道 他 的 年 龄 ,是 用 术语 的 形式 写 在 “墓志 铭 ” 
上 . 这 个 墓志 馆 载 于 (希腊 诗 文集 ), 其 中 有 46 首 和 代数 问题 有 关 
的 短 诗 (Epigram) ,这 里 引 的 是 第 126 Ш. 

根据 墓志 铭 , 丢 番 图 婚 后 五 年 和 寂寞 的 四 年 是 他 的 一 生 的 


所 以 , 丢 番 图 一 生活 了 
x 
(5 +4 + zg = В). 


参考 文献 [7-p.231],[10,pp: 114~1151,[12,p. 74J,[19, 
р. 68]. 
(& 军 ) 
爱 神 的 烦恼 (Alics” bother) 338 Alics 正在 发 多, 女神 问 其 
根 由 : 
“你 为 什么 烦忧 ， 
我 亲爱 的 朋友 ?” 
“我 在 黑 里 康 山 采 回 仙 果 ， 
路 遇 Muses 诸 神 嬉戏 抢夺 . 
Euterpe 盾 十 二 分 之 一 ， 
Clio 拿 走 五 分 之 一 ; 
Tualia 取 了 八 分 之 一 ， 
二 十 分 之 一 属于 了 Melpomene， 
四 分 之 一 被 Terpsichore $Æ, 
七 分 之 一 分 到 了 Erato 之 手 ， 
Polyymnia 也 环 有 三 十 个 亿 果 进口 ， 
Uraniaia 占 了 一 百 二 十 个 ， 
Calliope 更 有 三 百 个 之 多 ， 
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我 回 家 时 几乎 双手 空空 ， 

唯 有 Muses 留 给 我 的 五 十 个 仙 果 . ” 

Alics 当初 采摘 ， 

共有 仙 果 几 颗 ? 

本 是 选 自 (希腊 诗 文集 》. 

前 六 位 女神 取 走 仙 果 后 ,余下 的 仙 果 是 原 有 仙 果 的 


ey, TR ТЗ 
Ена те: 
而 余下 的 仙 果 被 另外 三 位 女神 取 走 
30 -++ 120 + 300 = 450( A), 


Alics 得 到 50 Д. 故 共 余 下 仙 果 450 十 50 = 500( 只 ), 所 以 , 原 有 
ШЕ 


EE 
500 + 168° 3 360( 只 ). 


注 : 这 首 问题 诗 中 提 到 的 人 , 皆 是 古代 希腊 神话 中 的 神 . Alics 
是 爱 神 . Muses 是 希腊 神话 中 司 文艺 美术 九 女 神 之 总 称 ,其 中 Clio 
司 历史 ,Eurerpe 司 音乐 , Tualia 司 喜剧 , Melpomene F) A% El, 
Terpsichore 司 舞蹈 ,Erato 司 爱 情诗 ,Polyymnia 司 颂歌 ,Uraniaia 
司 天 文 ,Calliope Я] EH. 
参考 文献 [l0,pp.113—114J,[15,pp. 9—10], 
‹Җ *) 
“E Д.”д®Ж (The giantman pouring out water) 这 是 一 座 独 眼 
ЕЛ. 
шж, 
铜 像 中 巧 设 机 关 : 
巨人 的 手 ,\ 口 和 独眼 ， 
都 连接 着 大 ,小 水 管 ， 
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通过 手 的 水 管 
三 天 流 满 水 池 ; 

通过 独眼 的 水 管 一 备 要 一 天 . 

从 口中 吐出 的 水 更 快 ， 

tameg. 

三 处 同时 放水 ， 

AJM? 

ЖЕШ ARDER). 

设 水 池 的 容积 为 1, 根据 题 意 ,通过 手 的 水 管 每 天 流入 量 为 


二; 通过 独眼 的 水 管 每 天 流量 为 1; 通 过 口 的 水 管 每 天 流 人 量 为 
去 = ус 所 以 ,三 管 同 开 流 清水 池 所 需 时 间 为 
5 


‚|1 5З\— т.423 6 
а баазаа 1657 


参考 文献 Г1З,р. 487,[15,р:10]. 
СЕ Э) 
A ttit (The giant snake ро into а cave) 一 条 长 80 安 古 拉 


ORKER WKE D S Xe 7 二 安 十 拉 的 速度 息 进 一 个 


P MERS RK EHN ARR MERR REKEM 
时 丛 好 全 部 进 洞 了 

这 道 有 趣 的 算术 题 载 于 古 印度 Mahavira( 约 850 年 ) 所 著 的 
《计算 精华 一 书 中 

大 蛇 不 断 往 洞 里 想 , 蛇 尾 也 不 停 地 向 后 长 ,要 求 出 大 蛇 身 体 全 
部 息 进 洞 的 时 间 , 可 先 分 别 求 出 大 蛇 向 洞 里 息 行 的 速度 和 蛇 尾 生 
长 的 速度 . 
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халтит + р а), 


жик 1 пса, 
两 者 的 速度 差 为 每 天 21 一 11 = 10( 安 古 拉 ). 
那么 ,恰好 全 部 进 洞 时 间 = 80 + 10 = ВСК). 
参考 文献 [ур]. 
($ F) 


花 拉 于 米 问题 (al-Khowirizmi's problem) ЖЕЕ 2, 


再 减 去 它 的 十 , 余 SREM. 

本 题 选 自 9 世纪 上 半 叶 杰出 的 阿拉 伯 数 学 家 花 拉 子 米 的 著作 
UREO CIm al-jabr wa'l mugabalah, 约 820 年 ), 这 书 译 成 拉丁 文 
后 , 曾 被 欧洲 作为 代数 学 标准 教科 书 使 用 了 几 个 世纪 ,而 拉丁 文 代 
数 一 词 algebra, 一般 认为 是 由 al-jabr 演变 而 来 . 

根据 题 意 ,得 

1 


8 [1—4—{1|=1+1. 
зв т. 
参考 文献 [5,pp, 89——91],[9,рр. 11—12], [15,p. 20,рр. 
1341351. 
(& Ж) 
Вһаѕкага 问题 (Bhiskara's problem) 将 某 数 乘 5, 从 所 得 乘积 
中 减 去 乘积 的 卫 , 差 再 除 以 10; 拓 后 依次 加 上 原 数 的 二 ,二 ,了 ,最 
后 得 68. ЖЖЖ. 
本 题 选 自 12 世纪 杰出 的 印度 数学 家 Bhaskara (1114 一 约 
1185) 的 (天 文学 之 王冠 上 此 书 引 论 部 分 包括 算术 一 一 《 利 拉 瓦 吉 》 
《 译 为 “美好 的 ”) 和 代数 一 一 ( 求 根 》。 
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Bhaskara 用 假设 法 解 出 了 该 问题 . 


设 所 求 之 数 为 3, 则 3 х5 = 15, 它 的 于是 5, 15 一 5 = 


10, 则 除 以 10 之 后 得 1. 再 加 上 3 的 二. 十、 十 ,得 


TU „10 
нае 
因此 ,所 求 之 数 为 3 x С +1) = as. 
参考 文献 [15,р.16,р.124]. 
‹& *) 
Beha-Eddin 问题 (Beha-Eddin's problem) 
(1) 将 10 分 为 两 部 分 ,使 其 差 等 于 5. 
(2) 有 两 笔 钱 ,一 多 一 少 , 其 和 等 于 20, 积 等 于 96, 多 的 一 笔 
钱 被 许诺 赏 给 赛 义 德 , 问 赛 义 德 得 到 多 少 钱 ? 
(3) 某 数 自 乘 一 次 ,加 2, 乘 2, 再 加 3, 除 以 5, 再 乘 10, 最 后 得 
зо. Ж. 
本 题 选 自 14 世纪 阿拉 伯 数 学 家 Beha-Eddin 所 编 的 4《 计 算 艺 
术 的 实质 》 一 书 . 


GD 本 题 是 “和 差 " 同 题 , 大 部 分 等 于 (10 十 5) 二 2 二 7 去 ,小 


1 B 
BAFI —5=72. 


(2) 由 于 96 = 32 X 3 = 16 X 6 = 8 X 12 = 4 X 24 = 2 X 
48, 而 一 大 、 一 小 两 数 和 为 20, 所 以 ,只 有 大 数 等 于 12, 小 数 等 于 
8. 故 赛 义 德 可 得 钱 12. 

(3) 本 题 是 “还 原 " 问 题 , 用 “ 倒 推 法 "可 解 ， 

50 + 10 = 5;5 X 5 = 25,25 — 3 = 22; 

22+2=1111 —2 = 99 = 3 X 3, 
故 所 求 数 是 3. 
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参考 文献 [15,p. 21,pp. 138—139]. 
($ Ж) 
牛顿 问题 (Newton problem) 有 三 片 牧场 ,青草 是 一 样 厚 的 ， 


而 且 长 得 一 样 快 ,它们 的 面积 分 别 是 3 1.41.10 хая 24 公 
亩 .第 一 片 轨 场 饲养 12 头 牛 可 以 维持 4 个 星期 ,第 二 片 牧 场 饲 养 
21 头 牛 可 以 维持 9 个 星期 . 问 在 第 三 片 牧 场 上 饲养 多 少 头 牛 恰好 
可 以 维持 18 个 星期 ? 

本 题 原 载 于 英国 数学 家 Wallis(1616 一 1703) 的 书 中 ,后 来 , 牛 
顿 将 该 问题 一 般 化 ,并 载 于 1707 年 由 剑桥 大 学 出 版 的 (普遍 算 
术 ) 中 . 

设 每 头 牛 一 个 星期 的 吃 草 量 是 1 那么 ,4 个 星期 时 ,第 一 片 牧 
场 上 牛 的 吃 草 量 是 4 x 12 一 48. 

由 于 第 二 片 牧 场 的 面积 是 第 一 片 牧场 面积 的 3 售 , 所 以 ,第 
二 片 收 场 原 有 草 量 是 第 一 片 牧 场 原 有 草 量 的 3 们 ,每 一 个 星期 
长 出 的 草 量 也 是 第 一 片 牧场 每 一 个 星期 长 出 的 草 量 的 3 倍 , 从 
而 ,4 个 星期 时 ,第 二 片 牧 场 草 量 是 12 x 4 x 3= 144 ,9 个 星期 
时 ,牧场 总 草 量 ( 牛 吃 草 总 量 ) 应 是 21 X 9. 因此 ,第 二 片 牧 场 草 
量 45( 一 21 X 9— 144) 是 5(= 9 一 4) 个 星期 里 长 出 的 草 量 , 即 
一 个 星期 里 1 公 亩 牧 田 长 出 的 草 量 是 45 一 5 二 10 一 0.9, 故 每 
公 亩 原 有 草 量 是 

(21 X 9 — 8 X 0.9 X 10) + 10 = 10.8. 


这 样 ,第 三 片 牧 场 18 个 星 翔 内 的 草 量 为 10.8 х 24 + 24 X 
0.9 X 18, 那么 ,在 第 三 片 牧场 上 饲养 的 牛 的 头 数 是 


(10.8 X 24 + 24 X 0.9 X 18) + 18 = 36(Җ). 


此 是 还 可 以 用 代数 方法 ( 列 方程 ) 求 解 . 
参考 文献 [15ip. 38sp. 193],[l4,pp. 10~11],[ll,p. 30], 
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[12›р. 111],[16урр. 560—5651,Г18,р. 411. 
5 ж 
算 学 生 数 (Calculating ће number of students) 某 人 问 老 师 : 
“请 告诉 我 ,你 班 上 有 多 少 学 生 , 因 为 我 想 送 我 的 儿子 到 你 班 学 
习 . "老师 回答 道 ;* 如 果 我 班 学 生 增加 1 们 ,再 增加 志 , 再 增加 二 ， 
再 加 上 你 的 儿子 ,将 有 100 名 学 生 ." 问 班 上 更 有 多 少 学 生 ? 

本 题 选 自 俄罗斯 杰出 数学 教育 家 马 格 尼 效 基 (CMaranuknfy 
Леонтий Филипович, 1669 一 1739) 所 著 的 (算术 , 即 数 的 科学 》 
(1703 年 初版 ). 该 书 作为 教科 书 ,在 学 校 中 一 直 用 到 18 世纪 
Pt. 


由 题 意 得 99(— 100—1) 个 学 生 是 班 上 学 生 的 1 十 1 二 去 十 
于 们 ,所 以 , 班 上 学 生 有 


69 之 |1 二 1 十 到 十 于 = зд). 


参考 文献 [15,p. 22,pp,143 一 144];[9,p, 511]. 
(4 *) 
欧 拉 的 卖 鸡蛋 问题 (The problem of Euler's selling eggs) 两 个 
农妇 一 共 带 了 100 个 鸡蛋 到 市 场 上 卖 ,两 人 鸡蛋 不 一 样 多 ,但 卖 得 
的 钱 却 一 样 多 , 第 一 个 农妇 说 ;“ 假 若 我 有 你 那么 多 的 蛋 , 我 可 以 卖 
15 个 克 罗 索 (德国 货币 单位 ). "第 二 个 农妇 说 :“ 假 着 我 有 你 的 这 些 
ERRER 6 子 个 克 罗 案 ." 间 她 们 两 人 各 有 多 少 个 鸡蛋 ? 
本 题 选 自 瑞士 数学 家 欧 拉 的 名 著 ( 代 数 基础 小 
假设 第 二 个 农妇 的 鸡蛋 数目 是 第 一 个 农妇 的 丰 倍 . 因为 她 们 
所 得 的 钱 数 相等 ,所 以 ,第 一 个 农妇 鸡蛋 的 价格 是 第 二 个 农妇 鸡蛋 
fr ft z f. 如果 在 卖 蛋 前 把 她 们 两 人 的 鸡蛋 交换 了 ,那么 第 一 个 
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ПИЛГЕ Н А. С 15-62 = АШ 


k= 3. 
2 
于 是 ,只 要 把 100 个 鸡蛋 按 2 : 3 分 给 两 个 农妇 就 行 了 . 因而 ， 
第 一 个 农妇 有 40 个 鸡蛋 ,第 二 个 农妇 有 60 个 鸡蛋 , 
参考 文献 [li,p: 35],[10,p.145],[18,pp. 119—121]. 
E p 
托 尔 斯 泰 问 题 (Ley Tolstoy problem) —#H W| Л 3 38 8 Jr 
жакш. 一 片 大 草地 比 小 的 大 一 倍 . 全 体 组 员 先 用 半天 时 
间 制 大 草地 , 到 下 午 他 们 平均 分 为 两 组 , 一 组 仍 留 在 大 草地 上 ,到 
傍晚 时 正好 把 这 片 大 草地 的 草 割 完 ; 另 一 组 就 到 小 草地 上 去 割 ,到 
傍晚 还 剩 于 一 小 块 ,这 小 块 由 一 人 去 割 正 好 一 天 可 以 制 完 , 问 共有 
多 少 人 参加 割 草 ? 
俄国 大 文豪 列 夫 * 托 尔 斯 泰 曾 研究 过 此 问题 ,并 给 出 算术 巧 
解 .人 们 常 称 此 问题 为 托 尔 斯 泰 问题 ” 
在 大 草地 上 的 割 草 队 全 体制 了 半天 ,接着 全 队 的 一 半 又 割 了 


半天 才 割 完 . 显然 ,这 一 半 人 在 半天 内 审 了 大 草地 的 二 . 

由 于 小 草地 是 大 草地 的 去 , 设 大 草地 为 1, 则 在 小 草地 上 , 半 
队 人 割 了 半天 后 剩 下 的 章 地 为 计 — 34 = ү, 而 这 相当 于 一 人 一 
天 市 车 大 草地 的 草 ,所以 ,一 个 人 的 效率 为 一 天 割 大 草地 的 于， 

大 ,小 章 地 合 在 -- 超 是 1 十 I=, Жат 8н 


тў-у=рх Мазы, 
参考 文献 Е 30,pp.155—156],[11,pp. 27297,18, 
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рр. 35—38], 
5 *) 
木 桶 注水 问题 (The problem of barrelled water) 木 桶 上 方 有 
两 个 水 管 ,单独 打开 其 中 一 个 ,24 分 钟 可 注 满 木 桶 ; 若 单独 打开 另 
一 个 , 则 15 分 钟 可 注 满 木 桶 . 木 桶 底 还 有 一 个 小 孔 , 水 可 以 从 孔 中 
往外 流 ,一 桶 水 2 小 时 后 流 完 .车 同时 打开 两 个 水 管 , 且 水 从 桶 底 
的 小 孔 中 也 同时 流出 ,经 过 多 少时 间 水 桶 才能 装 满 ? 
本 题 出 处 不 详 ,但 大 文豪 托 尔 斯 泰 喜 欢 它 , 且 给 出 如 下 
解答 . 
考虑 当 两 个 水 管 同 时 打开 ,1 分 钟 后 木 桶 应 有 多 少 水 ， 
从 一 个 水 管 (15 分 钟 注 满 木 桶 的 一 个 )1 分 钟 流出 的 水 占 木 桶 


ot дри 
水 点 木林 容积 的 二 АЫ ы Ea 
Ий Б + 34 т = 10: 也 就 是 说 ,分钟 本 本 中 积 有 的 水 为 木 


桶 容积 的 证. 那么 ,10 ЕН ЖА. 


参考 文献 [l5,pp.31—32,p.161],[13,pp. 58—60], 
($ ж) 


四 比例 


RAEk 738—2. Ж. 问 得 几何 ? 

FEREARE RK HR 1 题 ， 

题 意 是 问 一 斗 桶 (谷子 ) 可 以 变 { 加 工 或 交换 ) 为 多 少 磊 米 ( 炉 
米 )? 在 “ 桶 米 ” 的 一 开始 先 列举 各 种 粮食 间 的 比率 关系 ,“ 票 米 之 
ж. 粟 率 五 十 , 戎 米 三 十 , 粮 米 二 十 七 ,…" 意 思 是 

RAP) 粳 ( 糙 ) 米 工 粮 ( 九 折 ) 米 二 一 50: 30: 27 e 
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根据 这 些 比 率 关 系 可 以 进行 这 些 相关 粮食 之 间 的 交换 或 折算 
这 类 问题 是 由 


MAE: 所 求 率 王 所 有 数 ， 所 求 数 
的 比例 关系 而 解 得 


mpy- FERA MRE 


本 题 得 
ж 01-0, GH. 


在 我 国 古 代数 学 中 ,比例 问题 是 题材 相当 广泛 的 一 类 问题 . 例 
如 ,在 (万 章 算术 ) 的 " 栗 米 "“ 训 分 "“ 均 输 "“ 勾 股 "等 章 中 都 有 各 
种 类 型 的 比例 问题 ,可 以 根据 各 种 已 知 的 比例 关系 来 求 出 所 需 的 
答案 . 由 于 这 类 应 用 问题 总 是 以 “ 今 有 "二 字 开头 给 出 数据 ,然后 再 
问 所 求 的 数 ,因此 ,教学 家 刘 徽 把 比例 问题 的 解法 专门 称 为 “ 今 
жж”. 
在 古代 印度 数学 中 有 一 种 称 为 “三 率 法 "的 算法 (也 称 为 “三 数 
法 则 ”), 实 际 上 就 是 我 国 的 “ 今 有 术 ”, 其 三 率 就 是 指 所 有 率 , 所 有 
KAMRE. 三 率 法 经 阿拉 伯 人 传 到 西欧 各 国 , 风 行 一 时 ,受到 十 
分 重视 ,并 称 之 为 “ 爹 法 "一 “黄金 法 则 ” 
参考 文献 Пэрр.113]. 
RE) 
EMIA 今 有 大 夫 , 不 更 , 敌 豪 ,上 造 , 公 士 , 凡 五 人 , 共 猫 得 五 
E KURKA ERL? 
本 题 是 ( 九 章 算术 ) 卷 三 * 衰 分 "的 第 1 古 . 
BER: 大夫, 不 更 、 敌 讼 ( 读 作 鸟 )、 上 造 , 公 士 ,这 五 个 不 同 
职位 的 官吏 一 齐 打 猫 , 共 猫 得 5 只 鹿 , 但 是 不 能 均 分 ,要 依 官阶 商 
低 按 比例 来 分 / 问 各 分 得 多 少 ? 
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这 是 按 比例 分 配 的 问题 , 按 题 意 从 大 夫 到 公 士 共 五 个 等 级 ,应 
按 5r4:3+24:1 的 比例 来 分 配 , 即 


w. S, — Š 
Жай = х сарез рат 13005 


TEER ЕН ДАВЕТ Ял 只、 也 只 ,寺内 . 

参考 文献 [1,p. 131]. 

5639) 

REAR “ 今 有 牛马 . 羊 食 人 苗 , 菌 主 责 之 聚 五 半 . PEA “R 
PRA PYER RIRE "SAREZ AJL? 

本 题 是 ( 九 章 算 术 ) 卷 三 “ 衰 分 "的 第 2 Ш. 

题 意 是 : 牛 , 马 , 羊 吃 了 人 家 的 蒜苗 需要 赔偿 ,由 于 性 襄 食 量 
大 小 不 一 ,应 该 按照 题 设 比例 来 赔偿 (* 误 偿 之 ”)， 

按 题 设 羊 , 马 . 牛 食量 的 比例 应 是 1: 2 : 4， ma 


羊 主 应 赔偿 50 二 (1 十 2 十 4) 一 7 10р, 


主 应 赔偿 тхо м0. 


FERE 。 7 X = 28 子 ( 升 )- 


参考 文献 [1,p,132， 
(tk) 

互 易 推 本 ПИЕ. ZARZ. 每 三 道 ? 易 盐 一 十 三 盘 ! 盐 二 
禾 , 易 布 八 十 四 匹 布 一 十 五 匹 , 易 绢 三 匹 半 ; 绢 六 匹 , 易 银 七 两 
ZR. 今 趁 到 银 九 千 一 百 七 十 二 两 八 钱 . #k 31 3 X: JE RE 
几何 ? 

本 题 是 ( 数 书 九 章 ) 第 17 卷 的 第 3 Bi. 

题 意 是 有 人 拿 出 若干 度 脸 ( 一 种 金融 凭证 ) , 派 遗 人 做 生意 .已 
知 每 3 道 度 采 可 换 13 49 3F 2 $S +k B| 84 匹 ;15 匹 布 可 换 组 
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3.5 匹 ;6 匹 崩 可 换 银 7,2 两 . 现 已 换 到 银 9 172, 8 两 , 想 知 道 原来 
Жила? 
这 是 个 比例 问题 ,可 用 “ 今 有 术 ”( 见 票 为 粳米 ) 来 解 : 


_ gl72.8X6X15X2X3 
ЕЙ = угур 64x13 18008 


参考 文献 [2.0.4138]. 


(ERE) 
《算盘 书 ) 中 的 问题 (The problem from Liber abaci) 某国 王 派 
30 个 人 到 他 的 果树 园 去 植树 . 如 果 他 们 9 天 能 植 1 000 株 树 , 试 
问 36 个 人 多 少 天 能 植 4 400 株 树 ? 
本 题 是 斐 波 那 契 的 《算盘 书 )(Liber abaci) 中 的 问题 ,他 是 为 
了 举例 说 明 三 项 法 (或 “三 率 法 ”, 参 看 栗 为 类 米 ) 而 设计 的 . 
由 题 意 可 得 ,每 人 每 天 植树 [1 000 (9x 30)] 株 ,那么 36 个 
人 植 4 400 株 树 需 
4400 + ([1000 + (9 х 30)] X 36) = 33(Ж). 
按 复 比例 ,在 植树 株数 一 定时 ,植树 的 人 数 和 天 数 成 反比 例 # 
当 植树 的 人 数 一 定 时 ,所 植 的 株数 和 天 数 成 正比 例 . 设 36 人 工 天 
能 植 4 400 株 树 , 则 


36 s 30 
= 30X 4400X 9 _ 33(R); 


=g тү = 30511 


1 000 : 4 400 36 х 1000 


参考 文献 [20,pp. 2256~227,p: 274]. 
(š *) 


Lucas 问题 (Lucas problem) 假定 每 天 中 午 有 一 般 轮 船 从 哈佛 
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开 往 纽约 ,并 在 每 天 同一 时 间 同 一 公司 也 有 一 般 轮 船 从 纽约 开 往 
哈佛 . 轮船 在 途中 所 花 的 时 间 相 同 ,都 是 七 县 夜 . 问 今天 中 午 从 哈 
佛 开 出 的 轮船 ,将 会 遇 到 儿 稻 同一 公司 的 轮船 从 对 面 开 来 ? 

在 19 世纪 一 次 国际 科学 会 议 期 间 ,Lucas 提出 了 这 个 被 认为 
困难 的 题目 . 

由 图 容易 看 出 ,从 哈佛 开 出 去 的 轮船 ,在 途中 通 到 13 ЕЙ. 
此 外 还 过 到 两 稻 , 一 艘 是 在 它 起 错时 届 到 的 ( 它 从 纽约 开 来 ,正好 
那天 中 午 到 达 ), 另 一 般 是 到 达 纽 约 时 通 上 的 ( 它 正 要 从 纽约 开 
出 ) 所 以 ,一 共 过 到 15 @% Ж. 


险 佛 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 


2& 
0612345 E A a 9 то 1213 14 15 16 17 18 19 Z0 
mey 


图 1~1 


È: 上 面 的 图 1 ~1( 已 简化 了 的 ) 称 为 时 间 一 路 程 图 ,又 叫 运 
行 图 .在 人 工 智能 的 研究 中 ,常用 电子 计算 机 编制 复杂 的 火车 , 轮 
船 、 飞 机 等 的 运行 图 . 

参考 文献 [1l,pp. 52—53], [10, pp. 182 ~ 1841, [17, 

рр. 143~144,p. 285]. 
Gg Ж) 
标签 古 题 (Sticking wrong on some labels) 桌 上 放 有 三 个 盖 着 羡 
的 盒子 ,其 中 一 个 盒 内 放 有 2 校 5 分 的 硬币 ,一 个 放 有 2 枚 2 分 的 
硬币 ,还 有 一 个 放 有 5 分 和 2 分 的 硬币 各 1 枚 . 三 个 盒 上 分 别 贴 有 
10 分 .4 分 和 7 分 的 标签 .不 过 ,每 个 标签 都 贴 错 了 . 如 果 只 允许 从 
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“Енки те, ККЕ ЙН SA ЖИ 
是 什么 硬币 吗 ? 

设 1 号 盒子 内 的 硬币 是 2X5=10 分 ,2 号 盒子 内 2X2 一 4 
分 ,3 号 盒子 内 5 十 2=7 分 . 因为 每 个 标签 均 贴 错 了 ,所 以 只 有 两 
种 贴 错 的 可 能 : 一 是 1 号 贴 7 分 标签 ,2 号 贴 10 分 标签 ,3 号 贴 
4 分 标签 ;二 是 1 号 贴 4 分 标签 ,2 号 贴 ? 分 标签 ,3 号 贴 10 分 
标签. 

著 从 贴 有 10 分 标签 的 盒 内 取出 1 杭 醒 币 , 则 取出 的 是 2 分 
的 或 者 是 5 分 的 硬币 ; 当 取 的 是 2 分 硬币 , 则 此 盒 可 能 是 2 号 合 
或 3 号 盒 ; 当 取 的 是 5 分 硬币 , 则 此 盒 可 能 是 1 号 盒 或 3 5 &. k 
无 法 断定 

同 再 可 知 1 车 从 贴 有 4 分 标签 的 盒 内 取 1 枚 硬币 ,也 无 法 断定 
三 盒 各 装 有 的 硬币 ， 

由 于 贴 有 7 分 标签 的 盒 内 装 有 2 个 5 分 硬币 或 者 2 个 2 分 硬 
币 , 当 从 贴 有 此 标签 的 盒 内 取出 的 是 1 枚 5 分 硬币 ,说 明 此 盒 内 装 
有 2 个 5 分 硬币 , 即 1 号 盒 , 则 贴 有 10 分 标签 的 是 2 号 盒 , 贴 有 革 
分 标签 的 是 3 fk. 同样 道理 ,可 断定 贴 有 7 分 标签 的 是 2 号 盒 ， 
贴 有 4 分 标签 的 是 1 号 盒 , 贴 有 10 分 标签 的 是 3 5 &. 

所 以 ,我 们 从 贴 有 7 分 标签 的 盒 内 取出 1 枚 硬币 ,就 能 正确 断 
定 三 盒 各 装 有 的 硬币 . 

参考 文献 [11,p. 64]. 

($ ж) 

de Méziriac 问题 (de Méziriac's problem) 一 位 商人 有 一 个 

40 磅 的 夸 码 ,由 于 跌落 在 地 而 碎 成 4 块 . 后 来 , 称 得 每 块 碎片 的 重 

量 都 是 整 磅 数 ,而 且 可 以 用 这 4 ВОКА 1 至 40 磅 之 间 的 任意 整 
数 磅 的 重 物 . 问 这 4 块 夸 码 碎片 各 重 多 少 ? 

本 题 来 源 于 法 国 数学 家 C. G. Bachet de Meéziriac 在 1624 年 
出 版 的 名 著 Problèmes plaisants et dèlectables qui se font par les 
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nombres {. 

ШЕЖЕ АГЫ КЕЖЕ Е.Ф |, Bi xw. 

由 于 要 用 4 ИКЕ Н 1—40 磅 之 间 的 整数 磅 重 物 ,那么 ， 
利用 " 倒 推 落 "可 知 , 必 有 一 个 夸 码 是 1 磅 , 另 一 个 硅 码 是 3 Й. 这 
两 个 硅 码 能 称 出 1 磅 ,2 磅 ,3 磅 ,4 磅 的 重 物 . 

为 使 称 出 的 重量 为 最 多 ,第 三 块 夺 码 必须 是 (2X4 十 1 一 )9 
磅 ,那么 ,这 三 块 硅 码 能 称 出 1 至 (9 十 4 一 )13 磅 的 所 有 整数 磅 的 
重 物 . 

最 后 ,如 果 选 第 四 块 夸 码 ,使 它 的 重量 为 (2X13 十 1 一 )27 
С) ,那么 ,这 4 块 硅 码 便 能 称 出 从 1 至 (27 十 13 一 )40 磅 之 间 的 
任意 整数 磅 的 重 物 . 

所 以 ,这 个 硅 码 的 4 块 碎 片 的 重量 分 别 为 1 磅 ,3 磅 ,9 BS. 
27 磅 

È: (1) 与 此 题 相 关 的 一 般 性 结论 是 ; 

设 有 一 系列 夺 码 4,B8,C,… 把 它们 适当 地 分 放 在 两 个 盘 上 ， 
就 能 称 出 从 1 到 的 所 有 整数 磅 的 重 物 . 如 果 有 一 块 新 硅 码 P E 
的 重量 户 超 过 原 有 硅 码 的 重量 总 和 ”, 超 过 量 为 原 有 夺 码 重量 的 
BAMM p n=nti, RE р = 2n +1, WAE P Jl 
ЛЕЯ 4,B,C,…' 之 后 就 能 称 出 从 TI 至 (p +w =)3n 十 1 的 所 
有 整数 磅 的 重 物 . 

(2) 英国 数学 家 MacMahon 概括 了 de Meziriac 的 奢 码 问题 
( 见 Quarterly Journal of Mathematics, 1886 年 ,第 21 卷 ), 他 确定 
了 可 用 来 称 出 从 1 到 关 磅 重量 的 所 有 可 能 的 整数 磅 破 码 . 

参考 文献 [14,pp. 8 一 10],[11,pp, 166—167]. 

са ж 

泊 松 问题 (Poisson problem) ЖАЯ 12 品 脱 ( 英 容量 单位 ,1 
品 脱 一 0. 568 升 ) 酒 一 瓶 , 想 从 中 倒 出 6 品 陪 ,但 他 没有 6 品 脱 的 
容器 , 仅 有 一 个 8 品 脱 和 一 个 5 品 脱 的 容器 . 怎样 的 倒 法 才能 使 8 
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品 脱 容器 中 恰好 装 了 6 品 脱 酒 ? 
这 是 法 国 数学 家 泊 松 年 轻 时 研究 过 的 一 道 题 . 按照 泊 松 自己 
的 说 法 ,这 道 题 决 定 了 他 一 生 的 道路 :他 决心 要 成 为 一 个 数学 家 . 
后 来 , 泊 松 成 为 世界 著名 数学 家 ,被 选 为 欧洲 许多 国家 科学 院 的 院 
士 ,其 中 包括 彼得 堡 科学 院 名 誉 院士 ,为 纪念 泊 松 ,人 们 习惯 把 此 
问题 称 为 泊 松 问题 . 
此 题 可 有 两 种 不 同 解 法 ,为 叙述 方便 ,我 们 用 列表 法 解 , 整个 
倒 酒 过 程 ,一 目 了 然 ， 
第 二 种 解法 
8 


s 


= 


了 
о 
0 
8 
8 
3 
3 


aoa 


参考 文献 [15,p.40,p.213],[10;p. 174]. 
‹(& Ж) 
七 个 7 的 问题 (The problem for seven of 7) 在 下 面 的 除 式 
中 ,被 除数 可 以 被 除数 整除 . 试 求 出 除 式 中 所 有 星 号 ” * "所 表示 
的 数字 . 
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这 个 题 来 源 于 英国 数学 家 E. H. Berwick 的 The School 
World. 

为 了 讨论 问题 方便 , 设 除数 为 abc d7e, 商 为 fg 7hm, 我 们 只 
要 求 出 这 两 个 数 ,此 题 也 就 解决 了 . 

《1) 由 于 abc dT7e X7= w*7* ж * ж, а VH a = 1. 
又 第 七 行 的 余数 是 六 位 数 , 故 推 知 5 只 能 等 于 0 或 1 或 2. 

因 10c d7e X * 不 可 能 为 七 位 数 ,这 与 第 四 行 不 合 , 故 56 二 1 
或 2. 

当 — 1 BP, WB 7 与 数 1lc 27е 的 积 的 第 二 位 数字 是 7, 故 
c =0 R 1. X 110 d7eX * 不 可 能 为 七 位 数 , 从 而 推 知 < 关 0, 即 < 一 
І. 再 依据 111 d7e X * 可 以 是 七 位 数 , 且 有 一 个 积 是 七 位 数 
x * # #7# #， 为 使 得 此 七 位 数 的 倒数 第 三 位 数 是 7, 则 广 一 9， 
H d = 9. 这 样 , 111 47е = 111 97e. 注意 到 111 97eX7 一 
787* w w ,而 不 是 *7# ж є, ВТ, 97е 也 不 合 题 意 , 即 
Ьё1,й Б =. 

(2) 对 于 除数 12c d7e, 第 三 行 ` 第 七 行 的 余数 是 七 位 数 , 故 这 
两 个 七 位 数 的 第 一 位 数字 是 1; 从 而 推 知 第 四 行 ,第 八 行 的 七 位 数 
的 第 一 位 数字 也 是 1. 
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又 由 12cd7eX7=87* * ж ж 可 推 知 ,第 五 行 六 位 数 的 第 一 
位 数字 是 9, 从 而 推 得 第 七 行 .第 八 行 七 位 数 的 第 二 位 是 0, 故 有 


f g 7 hm 
l2cd7e) w w 7 w w w w жж ж 
www... 
TELLA + 
jerre 
日 7 了 关头 关 关 
生字 Kb £ 
TELLE] 
1l0**7** 
КЕККЕ: 
wx www 
算式 1 
878m 
125472) w w 7 w wow ow a w ж 
w... .. 
l ++. #7 = 
10037+» 
97+ 
87B### 
1 Ож ж #6 ж 
1003 7ж% 
какже 
x w w 8 x w 
算式 2 


(3) HH 12ed7e X 7 = 87* w ж ж 可 知 c = 4 R 5. 
当 c = 4,124 dTe X 8 < 124 97e X B < 1 000 000, M 


124d7eX9=1l***** #10x w + k я, 


由 此 可 知 < 一 4 不 符合 题 意 , 故 < = 5. 
显然 , 125d7e X 9 二 10# * ж ж #i 而 


125 d7e X 7 < 125 97e X 7 < 1000000, 
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所 以 ,只 有 125d7e X 8 = 100* + + + 满足 题 意 ,那么 ,由 第 三 
行 ,第 七 行 均 为 七 位 数 , 故 g = h = 8, 从 而 商 数 为 78 78m. 

(4) 又 125d7e X 8=100*7* +, W| d x 8 的 个 位 数字 或 是 
1 或 是 2. 而 d >x 8 的 个 位 数字 不 可 能 是 1, 那么 , d x 8 的 个 位 数 
字 是 2, 从 而 推 知 d = 4. Же а. 

所 以 , 125 47e X 8 = 10037» * ,125 47е X 7 = 878* w *, 
这 样 就 得 算式 2. 

O 根据 算式 2 中 第 五 行 第 三 位 数 与 下 面 儿 行 对 应 数字 关 
系 ,得 这 第 三 位 数字 必 是 9, 从 而 ,第 七 行 第 三 位 数字 是 1, 第 九 行 
第 一 位 数字 是 1, 这 样 推 得 m = 1, 

(6) 根据 算式 2 可 知 第 三 行 必 是 1101 * 7* , 则 第 二 行 的 第 三 
位 数字 是 6 或 7, 即 有 125 47e X Г = w баж 或 
# #7+ # #4 ,那么 ,f 必须 是 3 或 5. 而 ==3 时 ,125 47e ХЗ = 
3764* *， 由 此 推 知 不 论 第 一 行 第 四 位 数字 是 多 少 ,总 不 可 能 有 
10 十 * 一 4 或 10+ * 一 1 一 4 都 等 于 1. 故 了 一 5 

(7) 由 101# x ж ж —10037 х # 一 12547 得 数 101x x< x ж 
的 第 三 位 数字 必 是 6, 第 四 位 数字 不 小 于 2. 当 = 一 0 或 1 时 ， 
125 47eX7 一 87829 * , 则 由 

979» ж ж —87829 х =1016 + * + 
得 , 数 979* * w 的 第 四 位 数字 为 9, 又 
1101 #7 ж —1003 7 * * =9799 x +, 

则 有 数 10037 * * 的 第 六 位 数字 是 7 或 8, 而 125 47zX8 的 积 的 第 
六 位 数字 不 可 能 是 7 或 8, 所 以 e 关 0,e 去 1. 同样 道理 可 推 得 < 夫 
2,24, e = 3. 

因此 ,所 求 除数 是 125 473, 商 是 58 781, 则 被 除数 是 


125 473X 58 781=7 375 428 413; 
列 出 算式 3。 
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算式 3 


参考 文献 [14,pp.12 一 16]. 
Gg *) 
四 个 4 的 游戏 (Four of 4) EWAH Х.С ›% 
符号 连 起 来 ,用 以 表示 0 和 自然 数 的 游戏 . 
1913 р Ф ~ 鲍 尔 在 数学 杂志 上 发 表 文 章 说 ;“ 用 四 
个 4, 可 以 作成 从 1 到 1 000 的 数 .但 是 其 中 的 113、157、878、881、 
893.917.943.946.947 还 没有 作出 来 . ” 
例如 : 0 一 4 十 4 一 4 一 4, 或 0=44—44; 
1 一 4:4 十 4 一 4 或 1 一 44 二 444 
2 一 4 二 4 十 4 十 4, 或 2 一 4 一 (4 十 4) 二 4 
з= (+404; 
d= 04—40) х4 
5= (44440) 
6 二 (4 十 4) 二 4 十 43 
7=44+4—4; 
8=4+4+4—4; 
9=4+4+4-4; 
10=(44—4)=4; 
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比 这 四 个 游戏 更 早 的 “四 个 9 的 游戏 ”, 是 1859 年 由 英国 数学 
家 霍 艾 威 尔 博士 提出 来 的 . 
参考 文献 [13,pp. 140~141]. 
(® ж) 
无 字 天 书 (No letters problem) ”下面 算 式 中 每 一 个 星 号 “*# ” 
表示 一 个 数字 (0 一 9 中 的 一 个 ), 试 求 出 所 有 “* "所 表示 的 数字 . 


x w k won кя 


PE 


esx 
*.. 
*.. 
*.. 
ШЕ 
*.. 
яаж 
ҮЕ" 
ккк ж 


日 本 数学 家 高 木 茂 男 ,把 这 类 问题 叫做 “ 虫 食 算 ”. 他 指出 解 本 
题 的 入 手 之 处 是 : 从 被 除数 下 移 位 数 的 多 少 ,来 判断 商 数 中 哪些 
数字 会 是 0. 

由 算式 最 后 一 步 可 知 除数 (三 位 数 ) 是 125 的 倍数 或 200 的 倍 
数 , 否 则 它 与 一 位 数 的 积 不 会 为 000 的 倍数 但 从 倒数 第 二 步 可 
以 看 出 除数 的 末 两 位 不 全 为 0, 因 而 除数 是 125 的 倍数 . 由 倒数 第 
二 步 可 知 最 后 一 步 的 四 位 数 是 5 000(5==10—5). 5 000=125X40 
三 125X5X8, 从 而 除数 是 625( 一 125X5), 商 的 最 后 一 位 数字 是 
8. 然后 ,由 下 而 上 不 难得 出 算式 为 
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参考 文献 [13,pp. 143—145]. 
($ ж) 
福尔摩斯 的 算 题 (Holmes”problem) ”一 天 ,大 侦探 福尔摩斯 
来 到 他 的 朋友 华 生 医生 家 做 客 . W X bf , Ur P| SZ e E Ë + ír] 0 8 
笑 声 . 
福尔摩斯 问 :“ 请 告诉 我 ,您 有 几 个 孩子 ?” 
华 生 答 道 : “那些 孩 子 不 完全 是 我 的 , 那 是 四 户 人 家 的 孩子 ,我 
的 孩子 最 多 ,弟弟 的 其 次 ,妹妹 的 再 次 ,上 坡 示 的 臣子 最 少 , 他 们 吵 羡 
得 乱 七 八 精 , 因 为 他 们 不 够 按 每 队 九 人 次 成 两 队 , 可 也 真 巧 ,如 果 
把 我 们 这 些 孩 子 的 数目 相 乘 , 其 积 正好 是 我 们 房子 的 门牌 号 数 ,这 
个 号 数 是 知道 的 . ” 
福尔摩斯 说 ,“ 我 在 学 校 也 学 过 数学 呀 1 让 我 来 试 试 把 每 一 家 
孩子 的 数目 算出 来 .” 
于 是 他 作 了 一 些 计算 后 说 ;对 于 解 这 道 题 /已 知 的 数据 还 嫌 
不 够 . 请 告诉 我 , 权 直 的 孩子 是 一 个 呢 , 还 是 不 止 一 个 ?” 
华 生 回答 了 这 个 问题 ,但 回答 些 什么 我 们 不 知道 . 
福尔摩斯 说 六 现在 我 能 准确 地 回答 孩子 的 数目 了 4!7” 
他 真 的 回答 得 一 点 也 不 错 . 
那么 ,你 可 知道 门牌 号 是 多 少 ? 四 家 中 每 一 家 有 几 个 孩子 ? 
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这 是 国外 流传 的 一 道 趣 题 . 
设 门 牌号 数 是 N, 四 家 的 孩子 数 依次 为 a.5.c.d. 根据 题 意 ， 


得 
N = abed, Ф 
a>b>c>d, @ 
a+b+c+d<18. @ 


O) 叔 坡 的 孩子 数 忆 只 能 取 1 或 2, 否 则 , 若 4 三 3, 则 < 三 4， 
b2>5,a > 6, 由 此 推出 十 5 十 c 十 了 三 18 与 @@ 矛 盾 . 
(2) 根据 题 意 及 (1) 的 讨论 ,得 


N = abc X L= ас X 2,а + b+ c< 17, 


а Ho + < 16,22 Б> са >b >с. B 
根据 @ 式 可 推 得 < 一 3 或 4,c' 一 3， 
34 c= =з, @ 式 转化 为 
ab = aW X ?,а-+ b < 14, @ 
а +U < 13, >b > 3, > > 3. 
由 回 式 可 推 得 a= 8, = 5a = 4,0 = 5. 
с 4, = 3 肘 , 四 式 转化 为 
a X4=a хь X342b2>4, 
@ 


a >H >3,a + b <13,2 + b < 13. 
НОЖИ a = 6,b = 5,a! = 4, = 5. 
BU N= 120,8 N=1X3X5X8=1X4X5X6= 
2X 关 3X4X5. 故 根据 福尔摩斯 的 回答 , 推 得 门牌 号 为 120, 四 家 
小 孩 的 数目 分 别 为 2,3,4,5. 
参考 文献 [11,pp. 42~44]. 
(& ж) 
ÆFA (Distributing peanuts) 将 1 600 颗 花 生 , 分 给 100 
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RRT. 不 管 怎样 分 ,至 少 有 四 只 猴子 可 以 分 得 同样 多 的 花生 . 如 
果 要 求 不 允许 有 五 只 猴子 分 得 相同 数目 的 花生 ,应 该 怎样 分 呢 ? 
假设 每 四 只 猴子 分 得 花生 数目 不 全 相同 , 则 不 妨 令 100 ДЖ 
子 分 得 的 花生 数 为 aiyasy…amy 且 入 S a, < ++ < as < 
а» а» Sa. 于 是 
а, Hart а, + +* + aso + as + as + а 
= (а, + а, + а) + '* + (an + aw + an) + ао 
Z3(a, + a, + a: 十 … + an) + аш. 


НЕЯ а, > lra, 2 2,4, 2 3r san 2 33,а,в S 1, 则 上 式 有 


arta, + a + + as + as + as + aw 
23X l+ 2+34+ +33) + а 
>а x 138 у зз = 1688 > 1600, 
与 题 设 矛盾 . Кели Raya Sis sspanawa 
分 得 同样 多 的 花生 ， 
如 果 要 求 不 允许 有 五 只 猴子 分 得 相同 数目 的 花生 ,可 以 考虑 
如 下 分 法 : 
三 只 猴子 分 得 1 颗 花 生 , 三 只 猴子 分 得 2 颗 花 生 ,…, =Z RE 
子 分 得 32 MHE WIA (5 x 32 二 )96 只 猴子 已 分 得 花生 


3X (1 +24 + 32) = 1 58400). 


那么 余下 4(= 100 一 96) 只 猴子 分 16(= 1600 — 1584) 3, 可 分 
得 1,3,5,7 Юй. 所 以 ,只 有 四 给 猴子 (每 组 四 只 猴子 ) 分 得 同样 多 的 
花生 , 即 无 五 只 猴子 分 得 同样 多 的 花生 ， 
注 : 满足 题目 要 求 的 分 法 是 很 多 的 ,所 给 分 法 仅 是 其 中 之 一 - 
参考 文献 [11;p, 3] 


8 ж) 
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算术 基本 定理 (Fundamental theorem of arithmetic) 每 个 不 
等 于 1 的 自然 数 "都 可 以 写成 素 因数 的 积 ,并 且 , 除 因数 的 顺序 
外 ,这 种 分 解 式 是 惟一 的 , 即 可 以 惟一 地 表示 成 


л = P" руз ру, @ 


EP р, < р; < ++ 二 pi 是 案 数 ,a1,ay,… ,os 是 自然 数 . 

加 称 为 自然 数 n 的 标准 分 解 式 . 

算术 基本 定理 也 称 为 惟一 分 解 定理 . 

算术 基本 定理 在 欧 几 里 得 的 (几何 原本 ) 第 九 卷 中 列 为 命题 
14, 但 他 的 证 明 只 讨论 了 素 因数 的 个 数 冬 4 的 情形 , 1801 年 ,高 斯 
首次 给 出 这 个 定理 的 明确 的 叙述 与 证 明 ， 

定理 中 “每 个 大 于 1 的 自然 数 痢 可 以 表 成 的 形式 "是 容易 
证 明 的 : 根据 合 数 的 定义 ,每 个 合 数 ”可 写成 minim .ns 都 是 大 
于 1 的 自然 数 , 如 果 n 或 mw 是 合 数 ,那么 还 可 以 继续 分 解 ,这 样 一 
直 进行 下 去 ,由 于 每 次 分 解 出 的 因数 都 不 小 于 2, 所 以 经 过 有 限 多 
次 后 这 一 过 程 必定 停止 . 这 时 ;7 = рур рь, 其 中 papa" pa 
都 是 质数 (如 果 某 个 p 不 是 质数 ,那么 分 解 还 可 继续 进行 ), 即 > 
可 表 成 中 的 形式 . 

“分 解 是 惟一 的 ”这 一 论断 的 证 明 比 较 困难 . 证 法 也 比较 多 ,这 
里 介绍 两 种 . 
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第 一 种 证 明 ”首先 证 明 对 任意 两 个 自然 数 a b 必 有 整数 zy E 
az + by = d, @ 


d 是 a.b 的 最 大 公约 数 ， 

我 们 考 惠 所 有 形 如 az + by 的 整数 (zx、y 是 整数 ) 组 成 的 集合 
I 集合 I 中 ,有 自然 数 ( 例 如 a、6), 这 些 自然 数 中 有 一 个 最 小 的 ， 
ёз d. d 可 以 写成 az 十 by 的 形式 ,所 以 a,6 的 公约 数 一 定 整除 
4. Я.а = д1 +705744, Атада =al 
х) 一 by € 1. 4 ЮЛЕ, г = 0, Шао 8. РР Ж 
a 整除 .于 是 d 是 a.b 的 公约 数 .结合 上 面 所 说 d E ab 的 最 大 公 
约 数 ,于 是 加 成 立 . 

回 称 为 Btzout(1730 一 1783) 恒 等 式 , 用 途 很 多 , 它 也 可 以 用 
FHER (HUL EA ROEN. 

其 次 ,我 们 证 明 素 数 ,如 果 满 足 plab, 那 么 pla 或 p15 至少 
有 一 个 成 立 . 

事实 上 ,车 pla, M р.а 的 最 大 公约 数 是 1. 所 以 由 Bezout 19 
等 式 , 有 

az+ фу = 1, @ 

RH z.y 为 整数 

在 轿 的 两 边 同 乘 以 6, 得 


abz + pby = b, @ 


@ @ ZE 3 Bi i PJ р ЕВ СР | ab, p | pb), Br ЯЛ 09 b В p 
整除 . 
最 后 , 回 到 惟一 性 的 证 明 . 如 果 壮 有 两 种 形 如 四 的 表达 式 
п = b руз ph = pë н + qh. @ 


ЖЕФ p р < p Q <ó < <q WEEK. a, n. 
йй, Aa WEARER A REA p lQ АТП АЕ 
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Аро. Ж, ор. НА =. 并 且 由 于 
ВАА < рт < @ < < q, ИЩ p, = 9 G = 1, 
Фе b). 

如 果 a, > B, EORPA FJ BR LP ,得 


а tisu 


prie piee руз = pipi А ph. 
上 式 左 边 被 p; 整除 ,而 右边 不 被 刀 整 除 , 矛 盾 , A а, < А. 同 理 
m> В. FE a, = б. 这 就 完成 了 惟一 性 的 证 明 ， 
第 二 种 证 明 ” 设 有 些 自然 数 的 分 解 多 于 一 种 ,n 是 具有 这 种 
性 质 的 数 中 最 小 的 , 这 时 
a = pp = Ф" 
вуд Gi = 12, BERR. p g (i 一 1,2,… ) 中 不 会 有 
相同 的 ,如 果 有 pe = qo 那么 六 有 两 种 不 同 的 分 解 , 与 n 的 最 小 性 
FĀ. 
Ba Жр G = 1,2,0 中 最 小 的 素数 ,由 于 天 是 合 数 , 故 
b < n. @#,й а Жа G = 1,2,-:) 中 最 小 的 素数 , 则 9 < n. 
HT pi Z qu, ЁШ pigi <n, N = n — pigi ЖЛЕ n 的 自然 数 , 因 
此 它 的 分 解 是 惟一 的 , 由 于 р, п, р, |N. 18138 q, |N. X. N 有 唯 


AHR EVA pai |N- AT pigilan =N + РЭ, | уН E < 


n, 所 以 六 有 惟一 分 解 pips AA а ЖЖ bi G 二 1,2,…) 中 的 素 


数 , 所 以 这 是 不 可 能 的 . 于 是 ,分 解 多 于 一 种 的 自然 数 是 不 存在 的 - 
在 整数 推广 至 代数 整数 时 ,惟一 分 解 定理 不 一 定 成 立 . 例如 ， 
集合 
[z + y/— 5 |z.y 998) 


中 可 以 定义 素数 2.3.1 十 Y 一 5 一 Y 一 5, 但 
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в=2хз=(1+у/—5)(1— /—5) 


有 两 种 不 同 的 分 解 . 
研究 惟一 分 解 定理 何 时 成 立 是 代数 数论 中 一 个 极为 重要 的 课题 . 
参考 文献 [3,p. 6],[6,p. 24],[19,p. 3,p. 21],[21,р.7]. 
œ ж) 
惟一 分 解 定理 (Unique factorization theorem) WAREZ 
定理 . 

亲 和 数 (Amicable number) 如果 m,n 是 两 个 不 同 的 自然 数 ,m 
的 真 因数 的 和 是 n,n 的 真 因数 的 和 是 mm, 那么 m,n 就 称 为 一 对 亲 
和 数 . 例如 ,220 与 284 是 一 对 亲 和 数 ,而 且 是 最 小 的 一 对 (被 收入 
《 吉 尼 斯 大 全 )32 4#Ж 14 Ж). 这 里 真 因数 指 比 n 本 身 小 的 因数 ， 
包括 1 在 内 . 

毕 达 哥 拉 斯 学 派 认为 亲 和 数 和 象征 着 友 瘟 ,因此 对 它 进行 研究 - 
9 世纪 阿拉伯 数 学 家 Thabit ben Korrah 指出 ,在 


һ=3+2%—14<=3+@71—1,=9‹2”5—1 


为 奇 素数 时 ,2" 必 与 25 是 一 对 亲 和 数 . 在 希腊 ,阿拉伯 人 之 后 ,很 
多 著名 数学 家 ,如 费 马 , 笛 沙 格 (Desargues), 欧 拉 等 都 研究 了 亲 和 
数 的 构造 . 欧 拉 曾 列 出 64 对 亲 和 数 (其 中 有 两 对 是 错 的 ), 现在 发 
现 的 亲 和 数 已 超出 二 对 ,最 大 的 有 152 位 , 即 
m = 3° + 5 > 11 + 5281" + 29 + 89(2 + 1 291 * 5281” — 1), 
n=3 -5 11 5 28102? + 3° < 5° < 1291- 5281” — 1). 


人 们 相信 有 无 穷 多 对 亲 和 数 ,但 至 今 末 能 证 明 或 推 项 . 

两 个 亲 和 数 的 奇偶 性 似乎 是 相同 的 ,至少 在 二 3000 000 000 
的 数 中 没有 一 对 亲 和 数 具有 不 同 的 奇偶 性 , 1968 年 ,Bratley 与 
McKay 猜测 对 于 两 个 数 m,n HAEARN ЯГ mn 均 被 3 
整除 , 但 这 一 猜测 至 今 未 被 证 明 或 推翻 , 人 们 还 猜测 对 于 亲 和 数 
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mwnv 它 们 的 最 大 公约 数 必 大 于 1. 
参考 文献 [6,p. 42],[14,p. 323]. 
+ ж) 
完全 数 (Perfect number) 完全 数 也 称 完美 数 . mn E É Жоп 
等 于 它 的 所 有 因数 (n 自身 除外 ) 的 和 ,那么 称 为 完全 数 . 
6( 二 1 十 2 十 3) 是 最 小 的 完全 数 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 认 为 <6” 和 
谐 . 健 康 .美丽 . 欧 几 里 得 (几何 原本 ) 第 九 卷 的 最 后 一 个 命题 (命题 
36) 证 明了 *“ 若 1 十 2 十 … 十 2 为 素数 , 则 2"(1 十 2 十 … 十 2) 是 
完全 数 ”. 欧 拉 在 一 封 信 中 证 明了 所 有 的 偶 完 全 数 都 具有 欧 几 里 得 
所 说 的 形式 . 
偶 完全 数 是 否 有 无 穷 多 个 , 即 形 如 1 二 2 十 … 十 ?二 
2 人 一 工 的 素数 是 否 有 无 穷 多 个 (参见 Mersenne Ж), ESKE 
解决 . 
目前 知道 的 偶 完全 数 共 33 个 . 
是 否 有 奇 完 全 数 , 这 也 是 尚未 解决 的 问题 . 欧 拉 曾 证 明 奇 完全 
数 的 形式 一 定 是 put' m, ДР p Ж 4n 十 1 形 的 素数 ,借助 电子 
计算 机 ,人 们 证 明了 如 果 存 在 奇 完 全 数 ,那么 它 一 定 大 于 10” ,并 
且 它 的 质 因数 个 数 大 于 29. 
欧 几 里 得 的 命题 及 其 逆 命 题 可 以 证 明 如 下 ，; 
设 1 十 2 十 … 十 中 是 素数 , 记 为 p, 则 2"， 记 的 真 因数 为 1,2， 
BreiZ p2p p 2 1! 它们 的 和 为 


1 十 2 十 十 名 十 p01 十 2 十 … 十 2") 
рр — 1) = 2 p 


因此 ,2"* p 是 完全 数 . 

反之 ,在 一 偶 完全 数 可 表示 为 2， 为 ,其 中 尹 为 奇数 .用 o Gn) 
表示 m 的 所 有 因数 的 和 , 则 在 a,5 互 案 时 , 易 知 o (ab) = a (a) + 
o (b). 因此 ， 
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а (2"р) = о (2")o (p) = (1 + 2 + +++ 2700 (р) 


= (2 — 1)a (p). 
由 完全 数 的 定义 
s(2'p) = 2- 0р = 21р, 
于 是 
Zp = (2 — Do (р), 
从 而 


‚ч 
аф) = з РР рат. 

这 天 明 „0 是 整数 ,并 且 是 РНЕК IB орва 
数 之 和 ,所 以 上 式 表明 p 只 有 两 个 因数 ,从 而 户 为 素数 ,并 且 


жит 1, Ш1+1+=+г=г—-1=р 是 案 数 因此 ,所 有 


的 侦 完全 数 都 是 欧 几 里 得 指出 的 形式 . 
熟知 1 十 2 十 … 十 2"(= 2""! 一 1) 为 素数 时 ,n 十 1 必须 为 
素数 p, 并 且 这 和 就 是 Mersenne 素数 2" — 1, 从 而 侦 完 全 数 就 是 
ЭЕ 271022 — 1) 的 数 ,其 中 2? 一 1 是 Mersenne ЖЖ. 因此 ,有 多 
D Mersenne 率 数 就 有 多 少 偶 完 全 数 . 
参考 文献 [3,p. 13,p. 638],[6,p. 40],[18,рр. 44—45], 
[20,pp. 81~85], [21,pp. 1—41. 
(C E. S) 
Mersenne 素数 (Mersenne prime) 形 如 2 一 1 的 素数 称 为 梅 
生 (Mersenne) 素 数 , 简 记 为 My 
是 否 有 无 限 多 个 梅生 素数 是 一 个 未 解决 的 问题 . 易 知 2* 一 1 
为 素数 时 ,p 一 定 是 素数 ,但 p 是 素数 时 , 2* 一 1 不 一 定 是 素数 - 
梅生 (1588 一 1648) 是 法 国 的 修道 士 . 在 他 的 时 代 , 已 经 知道 
M, = 3,M,= 7,M, = 31,M, = 127 ЖЖЖ. М, = 23 X 89 是 
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合 数 , 1644 年 ,梅生 宣布 满足 p < 257 的 素数 p PAH 
P =2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257 


时 ，M; 是 素数 , 但 人 们 后 来 发 现 M、Ms* 是 合 数 , 同 时 ,梅生 漏 掉 
T Ma .Ms 、Miw 三 个 素数 . 

现在 已 经 知道 了 33 个 梅生 索 数 , 即 

b=2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107,127,521,607,1279, 
2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 
21 701,23 209,44497,86243,110503,132 049,216 091,756 839, 
859433 
BI, M, 为 素数 .其 中 从 p = 521 开始 的 21 Ж М, Ж 1952 年 以 
来 用 电子 计算 机 陆续 发现 的 . 

目前 知道 的 5000 位 以 上 的 素数 共 11 个 ,有 10 个 是 梅生 素 
ЖО М.о Ma ro: Мв» Меи т» Masa + Mag s Маза изэ Мов» 
Маз, Мез өз. 还 有 一 个 391 581X21] 是 素数 ,但 不 是 梅生 
素数 . 

参考 文献 [3,p. 14,pp. 637 一 638],[6,p. 51],[14,p. 323], 
[18›рр.8——9],[19,р.14],[20,рр. 75—851. 

( 单 №) 
费 马 数 (Fermat numbers) JÉ m F, = 2* 十 1 的 数 称 为 绵 

пф. : 

# 3 A 38 ( W, 1640 年 给 Frenicle 的 信 )F, 均 为 素数 ,但 承认 
他 自己 无 法 证 明 , 在 .1654 年 给 帕斯卡 的 信 中 曾 请 帕斯卡 证 明 这 一 
猜测 . 

Е = 5,Е,= 17,F, = 257,F, = 65 537 的 确 是 素数 ,但 1732 
年 , 欧 拉 指出 


F, = 2 + 1 = 641 X 6700417 
不 是 素数 . 以 后 又 发 现 
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n=5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,18,19,21,23,25,26, 
27,30,32,36,38,39,42,52,55,58.63,73,77,81,117,125,144, 
150,207,226,228,250,267,268,284,316,452,1 945 
等 时 ,F, 都 是 合 数 ,并 且 已 找 出 83 个 费 马 数 的 素 因数 分 解 ,最 大 
的 一 个 是 Four 
1801 年 ,高 斯 在 其 名 著 ( 算 术 研 究 ) 中 得 出 一 个 著名 的 定理 ; 
正 x 边 形 可 以 用 尺 规 作 图 的 充分 必要 条 件 是 二 2'p pip H 
中 思 , 因 tu 都 是 费 马 素数 ,因此 , 费 马 索 数 是 否 有 无 穷 多 个 ， 
是 一 个 值得 研究 的 问题 
在 ?二 4 时 ,尚未 发 现 一 个 费 马 数 是 素数 , 因此 ,人 们 已 提出 
相反 的 猜测 : 除了 有 限 个 n ЖЕ, 都 是 合 数 . 
1987 年 ,J. Young У D. А. Buell 证 实 Rw 是 合 数 . 因此 ,第 一 
个 未 曾 确定 是 合 数 还 是 质数 的 费 马 数 是 For- 
目前 知道 的 最 大 的 费 马 合 数 是 Fawn; 它 的 位 数 超过 10790, 
并 有 因数 5 X 25% + 1. 
参考 文献 [3,p.14,p. 638],[6,pp. 53~54],[14,p. 323]; 
[15,pp. 375 一 380],[18,p. 10],[19,p. 14],[20,рр. 71—74]. 
G ж 
伪 素 数 (Pseudoprimes) #Ёл# #2 一 2 MAR n 00 
素数 . 
由 费 马 小 定理 ,在 为 农 数 时 ,n|(2" — 2). 但 满足 x|(2" 一 2》 
的 nn 可 能 为 合 数 ,例如 ;341 =11х 31 是 合 数 ,而 341| (2 — 2), 
341 是 最 小 的 伪 素 数 ,， 561(— 3 x 11х17) 是 第 二 个 伪 素 数 . 
费 马 数 了 , 二 2” 十 1 都 是 伪 素 数 (如 果 F, 是 合 数 ), 因 为 


2” = (0° —1) 
202" ра" + D2 4 D2 D 
EF, бй. 
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易 证 奇 的 伪 素 数 有 无 穷 多 个 ,因为 5 是 念 素数 时 , 271—2 
2(2°-* — 1) # 2° 一 1 整除 .已 经 知道 偶 的 伪 素 数 也 有 无 穷 多 个 ， 
最 小 的 一 个 是 

161 038 = 2 X 73 X 1103. 
但 念 素 数 的 结构 还 不 是 十 分 清楚 ,如 伪 素数 是 否 一 定 不 含 平方 因 
子 , 仍 是 尚 待 解决 的 问题 . 

1972 年 ,A. Rotkiewicz 写 了 一 本 小 册子 ( 伪 素数 及 其 推广 》， 
其 中 包括 20 个 猜测 与 58 个 问题 . 问题 22 是 有 无 形 如 2 — 2 8945 
素数 . 这 一 问题 为 Wayne McDaniel 解决 (1989), 他 指出 2 ”一 2 
是 伪 素 数 , 该 书 还 指出 有 无 穷 多 个 合 数 n ME n|(2" 一 1), 1986 
年 ,Shen Mok-Kong 证 明 有 无 穷 多 个 使 2 三 1(mod n) (ËJ n 
整除 2 一 1) 有 无 穷 多 个 合 数 解 n. 1987 年 ,Peter Kiss 与 Phong 
Bui-Minh 进一步 证 明了 对 所 有 此 宇 2 及 所 有 a 2 2, 
а = 1(mod n) BAERS DANE n. 

参考 文献 (18. рр. 27—30], [20, pp. 86 ~ 97], [21, 
pp. 116~117]. 

(* s) 

Carmichael #% (Carmichael numbers) 如果? 为 奇 合 数 ,并 且 

HENS n ER a 均 有 整除 a — 1, WA п KH Carmi- 
chael Ж. 

显然 Carmichael 数 都 是 伪 素 数 . 

这 种 数 是 1912 年 美国 数学 家 R. D. Carmichael 引 人 的 ,最 小 
的 一 个 是 

561 = 3 X 11 X 17. 
其 实 , 早 在 1899 年 Korselt 就 研究 过 这 种 数 ,并 给 出 ”是 
Carmichael 数 的 充分 必要 条 件 , 即 元 无 平方 因 于 (每 个 平方 数 都 不 
ERDHEN n WETERAN p p — 1 Ë n — 1 Й. 1913 
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年 ,P. Bachmann 证 明了 Carmichael 数 至 少 有 三 个 素 因 数 . 另 一 方 
面 ,如 果 户 二 4 十 1,9 二 124 十 1,7 二 18 十 1 都 是 素数 , 易 知 par 
是 Carmichael 数 . 
Carmichael 数 在 自然 数 中 的 分 布 是 非常 稀少 的 . 人 们 不 知道 
р = 66 + 1,9 = 120 4-1,7 二 18k 十 1 同 为 案 数 的 三 元 数组 (p,q， 
7 是 否 有 无 穷 多 个 ,但 1992 年 ,Alford,Granrille 与 Pomerance 从 
另 一 途径 证 明了 Carmichael 数 有 无 穷 多 个 . 实际 上 ,他 们 建立 了 
更 强 的 定理 ， 
在 工 充分 大 时 ,不 超过 xz 的 Carmichael 数 多 于 27. 
Erdos ЯА “С © — | (z oo 其 中 心 (为 不 超过 工 的 
Carmichael Жылы 
Carmichael 数 的 素 因 数 个 数 不 一 定 为 3. 1988 年 ,Ganter Löh 
+j Wolfgang Niebuhr 采用 新 的 算法 ,产生 一 个 至 少 有 1 101 518 
个 素 因 数 的 16 142 049 位 的 Carmichael #. 
参考 文献 [18,pp. 30~32],[20,pp. 98-1007. 
(я %# s) 
Giuga 猜测 (Giuga conjecture) 若 户 整除 177 4 27-06 
(р = 102 1.00 р Ж. 
由 费 马 小 定理 易 知 ,p 为 素数 时 , 记 整除 


ek а D 


但 反 过 来 是 否 成 立 , 妈 p 整除 中 式 时 , 记 ER- E E Kf? FSK 
БЕЛЕН ЖЕШ. 

1943 年 ,G-Giuga 曾 对 p < 10'°® 作 过 验证 ,这 个 范围 内 ,上 
述 猜测 均 成 立 , 1985 年 ,EE, Bedocchi ЖРЕТ p <10 W 
数 ,猜测 成 立 . 

Giuga 注意 到 若 有 反例 , 则 必 为 Carmichael 数 (参见 
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Carmichael 数 ) ,并 且 它 至 少 有 八 个 不 同 的 素 因数 ， 
Giuga 猜测 等 价 于 nB,- =— 1(тоа n), 这 里 伯 努 利 数 B; 是 


RRR – Ў Biz 中 的 系数 . 


e-i И 


参考 文献 [20,pp. 20~21]. 


中 国 剩余 定理 (Chinese remainder theorem) PE mimi," m, 
为 互 质 的 自然 数 , 则 对 任意 整数 a,,a,…,a,, 同 余 方程 组 


ж = a,(mod m;),i = 1,2,5 Ф 

必 有 解 , 并 且 对 于 模 mm2*…m,, 解 是 唯一 的 . 解 可 写成 
ай rabh +. atab, + mM, @ 
Ж M = mimm, M; = ММ, = (mod mà = 1,25 sss 


M 为 任 一 整数 . 
中 国 剩余 定理 是 数论 的 基础 定理 之 一 ,应 用 极为 广泛 ,有 各 种 
变形 与 推广 . 
在 我 国 古代 的 数学 书籍 中 ,有 许多 有 关中 国 剩余 定理 的 问题 . 
如 (孙子 算 经 ) 卷 下 第 26 题 ， 
“ 今 有 物 不 知 其 数 ,三 三 数 之 剩 二 ;五 五 数 之 剩 三 ;七 七 数 之 剩 
二 . 癌 物 几何 ?” 该 题 即 为 物 不 知 数 ” 题 . 
用 现代 数学 语言 可 将 上 面 的 问题 叙述 成 ; 求 整数 工 , 工 除 以 3 
Ж 2, 除 以 5 余 3, 除 以 7 祭 2, 即 解 一 次 同 余 方程 组 
{= 2(mod 3), 
< 3(mod 5), 
Ez 2(mod 7), 
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АЖЕ ЗЕНА х1 Хк} О ШТА 
人 的 讨论 ,彻底 地 解决 了 这 一 问题 ,我 国 古代 数学 的 这 一 辉煌 成 
就 ,被 各 国 数学 家 一 致 誉 为 中 国 剩余 定理 ,也 称 为 孙子 定理 ,大千 
求 一 术 、 孙 子 神奇 妙 算 、 鬼 谷 算 、 韩 信 点 兵 等 . 

明代 程 大 位 (算法 统 宗 ) 卷 五 给 出 解 题 的 口诀 : 

“三 人 同行 七 十 稀 , 五 树 梅花 廿 一 枝 ， 

七 于 团圆 正月 半 , 除 百 零 五 便 得 知 . ” 
即 @ 的 解 可 经 算式 


70 X 2 + 21 X 3 + 15 X 2 = 233, 
233 + 105 = 2-23 


得 出 工 = 23, 其 实 23 + 105т (m ИЯ 23 是 其 中 最 小 
的 正 整数 (在 宋 人 周密 的 《志和 雅 堂 杂 抄 ) 中 已 有 类 似 的 口诀 
“三 岁 孩 儿 七 十 称 , 五 留 填 一 事 尤 奇 ， 
七 度 上 元 重 相 会 ,寒食 清明 便 可 知 . ” 
BEHER). 
杨辉 ( 续 古 摘 奇 算法 ) 中 新 拟 了 不 少 关 于 同 余 方程 组 的 问题 . 
如 : 
“七 数 剩 一 , 八 数 剩 二 , 九 数 剩 三 . 问 本 总 数 几何 ?” 
在 ( 数 书 九 章 } 卷 一 . 卷 二 中 , 秦 盛 韶 对 同 余 方程 组 四 进行 了 系 
统 的 理论 研究 ,并 创立 了 一 套 算法 , 称 为 大 入 求 一 术 . 后 来 失传 500 
年 ,经 清 代 学 者 焦 循 、 黄 宗 洗 等 人 的 挖掘 ,大 衍 求 一 术 才 重 放 光彩 ; 
公式 加 中 的 M, RARR b ЖЖЖ bM, 称 为 "用 数 ”. 在 物 
不 知 数 ( 即 @) 中 ， 
М, = 35,M, = 21,M = 15, 
b = 2h =b = 1, 
М, = 70,b,M, = 21,b,M, = 15. 
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最 后 三 个 “用 数 ” 就 是 口诀 中 的 数 . 
解决 问题 的 关键 是 求 出 乘 率 . 这 可 以 通过 试验 来 完成 . 例如 ， 
在 杨辉 所 编 的 问题 中 ，M; = 72, 不 难 试 出 bh = 4 满足 72b, 三 
1(mod 7), ЯТ b M, = 288. 同样 可 得 另 两 个 用 数 为 441,280. 从 
而 由 
1 X 288 + 2 X 441 + 3 X 280 = 2010, 
2010 + 504 = 3++++498 


得 本 总 数 为 498， 
Ж тузт, ут, 不 互 质 时 ,方程 组 四 有 解 的 充分 必要 条 件 是 


а, = ау(таой (m.,m,)) isj = 1,2105 


在 这 一 条 件 满足 时 , 先 将 m, 分 解 为 质 因 数 的 连 乘积 ,从 而 方程 组 
可 化 为 以 质数 的 圭 为 模 的 方程 组 ,再 用 上 面 的 公式 加 求解 - 
参考 文献 [3,pp. 32 一 33],[6,p. 119],[16,pp. 57 一 64]， 
Гар. 3187,[2,р. 11, E11;p. 268]. 
( 单 $ egt) 
孙子 定理 ” 见 中 国 剩余 定理 - 

大 衍 求 一 术 ” 见 中 国 剩余 定理 

物 不 知 数 ” 见 中 国 剩余 定理 . 

RARA ”有 米 铺 诉 被 次 去 米 一 般 三 第 , 丝 适 满 ,不 记 细 数 ， 
今 左 壁 算 剩 一 合 ,中 间 牧 剩 一 升 四 合 , 右 壁 算 剩 一 合 . 后 获 贼 ， 
系 甲 , 乙 , 丙 三 名 . 甲 称 当夜 摸 得 马 勺 ,在 左 壁 第 满 吾 人 布 稚 ; 乙 
MEEKMA ЕТИЛ ABRERA ТЕЗ ® 1 ATS. 
将 归 食 用 ,日 久 不 知 数 ; RIZR GIAE- AALE KAE 
一 升 七 合 , 漆 硫 容 一 升 二 合 , 和 欲 知 所 失 米 数 , 计 峙 结 断 ,三 次 各 
Л? 

О) рдо —Ш. 
ИЖ ЕЖЕ ЖН=®Жжи@.=®жҗи н тя 
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多 少 ,而 且 现场 三 黎 底 部 还 各 剩 一 些 米 . 破案 时 抓 住 甲 , 乙 , 丙 三 个 
小 偷 ,他 们 供 称 黑夜 里 各 自用 马 勺 \ 木 圣 和 漆 碗 分 别 在 左 \ 中 、 右 第 
蛙 避 米 装 进 布 级 , 拿 回 家 就 食用 了 ,也 不 知 偷 了 多 少 . 等 到 把 马 勺 、 
木 鞋 、 潜 碗 找到 ,测量 了 它们 的 容量 ,要 求 根据 这 些 容 量 和 各 第 所 
剩 米 数 推算 出 米 店 共 失 窃 米 数 和 甲 ` 乙 、 丙 各 偷 米 数 ,以 便 结案 , 

这 是 一 次 同 余 式 组 问题, 不 过 被 作者 秦 九 部 设计 得 巧妙 有 趣 ， 
应 用 “剩余 定理 " 解 

z= 1(mod 19) „х = 14(mod 17) „х = 1(mod 12), 


即 可 得 * 共 失 米 九 石 五 斗 六 升 三 合 ; 甲 ( 偷 ) 米 三 石 一 斗 九 升 二 合 ; 
艺 ( 偷 ) 米 三 石 一 斗 七 升 九 合 ; 丙 ( 偷 ) 米 三 石 一 斗 九 升 二 合 ” 
参考 文献 [2,p. 50]. 


五 家 共 井 ，” 今 有 五 家 共 井 , 甲 二 绠 不 足 , 如 乙 一 绠 ; 乙 三 绠 不 足 ， 
如 两 一 绠 ; 丙 四 绠 不 足 , 如 丁 一 缓 ; 丁 五 绠 不 是 ,如 戊 一 绠 ;成 六 绠 
不 是 ,如 甲 一 绠 , M 8 Pr K E А6: HR EKE 
ЛИЯ? 

本 题 是 ( 九 章 算术 ) 卷 八 “ 方 程 "的 第 13 题 ,是 我 国 最 早 的 一 道 
不 定 方程 题目 ， 

题 意 是 甲 , 乙 ,丙丁 ,成 五 案 共 用 一 日 井 , 已 知 用 甲 家 的 井 强 
两 根 还 需 加 上 乙 家 的 井 强 才能 够 汲 荐 水 ;而 用 乙 家 的 井 强 三 根 还 
需 加 上 丙 家 的 井 绳 一 根 …"… 求 共 深 及 各 家 井 绳 长 度 , 

若 设 甲 . 乙 \ 丙 . 丁 ,成 各 家 井 绳 长 度 分 别 为 &.6.c,a、e, 并 深 
为 k, 则 有 
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2a+b=h, 
4&+d=h, 
5d+e=h, 
бе +a= h. 
这 是 一 个 不 定 方程 组 ,应 该 有 无 穷 多 组 解 .《 九 章 算术 ) 根 据 实际 情 
况 给 出 一 组 最 小 解 ， 
a = 265 3, = 191} ,с = 148 $F ,d = 129 十 ,e 一 76 才 ， 
h = 721 +f. 


参考 文献 [1,p,232]. 
(kk k) 
百 鸡 问题 5955 —, EUDE ME HRZ ME, 
直 钱 一 . 凡 百 钱 买 鸡 百 只 . HWA. AJL? 
这 是 ( 张 邱 建 算 经 ) 下 卷 的 第 38 Ш. 
按 题 意 分 别 设 公鸡 , 母 鸡 和 小 鸡 的 只 数 分 别 为 z、y 和 <, 则 有 


te 


52+ 3y + 1+ = 100. 


这 是 一 个 不 定 方程 同 题 , 书 中 给 出 了 全 部 三 组 正 整 数 解 : 
(4,18,78),(8,11,81),(12,4,84). 
EFK BP OKU “ЖЖ 938. 4% БЕЙНЕ E E Ар 
益 三 , 即 得 , ”就 是 
[= = 4+ 4, 
É =18—17, 
= = 78 + 3, 
tH 0,1,2. 
不 定 方程 问题 在 ( 九 章 算术 ) 中 已 有 记载 ( 见 五 家 共 井 ), 希 腊 


56 数学 才 题 词典 


数学 家 丢 番 图 对 此 也 有 不 少 研究 . 但 是 最 早 对 不 定 方程 问题 给 出 
全 部 整数 解 的 却 是 ( 张 邱 建 算 经 》 百 鸡 问题 又 称 百 钱 百 鸡 , 它 开 了 
中 国 古 代 不 定 方程 研究 的 先河 ,而 且 一 直 作为 中 国 传统 数学 的 一 
个 重要 内 容 一 一 百 鸡 术 ， 
百 鸡 问题 还 曾 传人 印度 等 国 , 在 Mahavira(9 世纪 ) ,Bhaskara 
以 及 意大利 的 斐 波 那 契 的 著作 中 都 有 类 仆 问 题 出 现 ， 
参考 文献 [1,p,402],[9,p. 194],[8,p. 14]. 
(ERE) 
百 钱 百 鸡 ” 见 百 鸡 问 题 . 
AAR 见 百 鸡 问题 . 
阿 基 米 德 的 牛 群 问题 (The problem of a herd of cattle) 有 一 
群 牛 ,分 别 由 白 、 黑 、 宰 , 花 四 色 组 成 ,白色 公牛 等 于 黑色 公牛 的 


| 去 十 村 | 加 上 袜 凶 公牛 数 ; 黑 色 公牛 等 于 花色 公牛 的 | 了 十 去 | 加 
上 神色 公牛 数 ;花色 公牛 等 于 自 色 公牛 的 | 二 十 才 | 加 上 福 色 公牛 
数 ; 白 色 母 牛 等 于 黑 包 咎 的 | 三 十 二 | ;景色 母 牛 等 于 花色 牛 的 
[+11 ;花色 组 咎 等 于 神色 牛 的 | 二 十 十 | ; 福 色 母 牛 等 于 白色 


牛 的 | L+] 问 各 种 颜色 的 公牛 和 母 牛 各 有 多 少 头 ? 

这 是 18 世纪 以 前 流传 的 所 谓 阿 基 米 德 分 牛 问题 , 现 载 于 ( 阿 
基 米 德 文集 ) 有 些 数学 史家 认为 ,此 题 未 必 真 出 自 阿 基 米 德 
之 手 , 

本 题 “ 更 完整 "的 前 述 见于 一 本 希腊 文 手 抄 本 (由 Gotthdd 
Ephraim Lessing 于 1773 年 在 沃 尔 芬 比特 图 书馆 发 现 ), 它 是 以 诗 
歌 形式 ,由 22 组 对 侦 句 组 成 的 . 

设 白 , 黑 , 褐 , 花 四 色 的 公牛 数 分 别 为 汪 .Y、2、 卫 ; 母 牛 数 分 别 
H ryz tM 
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+ + + + 


8 
J 
ај ol- aj шош oaj ale юе 
+ 


+ Ë 


aj el- ајы el -= ol- ol 


Y+Z. 
T+Z, 
X+Z, 
(+), 
THD, 


(Z +2), 


X +2), 


PA s 
== 10 + у), 


9 
y" gT t 


1= Па +, 


„= к, 


由 方程 O 、@、@@ 解 得 


00 © Ө @ © 


9 
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Х.У. 为 整数 ,Z 必须 是 891 的 整数 倍 , 令 Z = 891m, 得 
X = 2 226m,Y = 1 602m,T = 1 580m,Z = 891m. 


将 上 述 四 式 代入 人 @, 回 .@、@@, 得 
12ж — Ту = 11204, 

bs — % = 14 220m, 

| — 11 = 9 801m, 
42z — 13z = 28 938m: 

解 上 述 方程 组 ,得 
‚— 106360, 
4 657 


_ 1893246 
= 4657 
— 3515820, 
4657 
= 
4657 


要 使 zy,z,t 为 整数 , 邻 m 二 4657n，, RA X.Y.T.Z.z.y.t. 
= 中 ,得 


t 


X = 10366 482л, Y = 7460514, 
Т = 7358 060и, 2 = 4 149 387л, 
т = 7 206 360л, у = 4 893 246n, 
23515 820п, == 5 439 213п, 
这 里 ”为 正 整数 . 

这 是 不 定 方程 组 ,有 无 穷 多 组 解 ， 

Жл = 1, 可 得 到 各 色 公 牛 和 和 母 牛 数 的 最 小 值 : 

白 公 牛 10 366 482 头 , 白 母 牛 7206 360 3: 

黑 公牛 7460 514 头 , 黑 母 牛 4893 246 Ж, 

ЖД 4149387 头 , 褐 母 牛 5439 213 k; 
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花 公 牛 7 358 060 头 , 花 母 牛 3 515 820 3. 

注 : 在 和 希腊 文 手 抄本 中 有 此 问题 的 完整 叙述 ,在 问题 的 最 后 
增加 了 两 个 条 件 : 白 公 牛 和 黑 公 牛 的 总 数 为 一 平方 数 ;花色 公牛 
和 褐色 公牛 总 数 为 三 角形 数 , 即 有 方程 十 Y= 二 p RT + = 
1t 1) йу. 


这 样 ,问题 的 结果 必然 关联 着 形 如 z* 一 dy = 1 的 Pell 方程 . 
这 是 数论 中 的 一 个 很 重要 的 不 定 方程 . 

在 增加 上 述 两 个 条 件 下 , 解 得 问题 的 结果 很 大 , 仅 白色 公牛 就 
有 1598X10% 吕 头 ,而 所 有 公牛 总 数 为 7 766 100 3. 它们 都 
是 天 文 数 字 , 前 苏联 学 者 и. H. 维 谢 洛 夫 斯 基 评论 说 为 了 写 出 
此 题 答案 ,如 果 每 页 纸 上 可 写 2 500 个 数字 ,需要 写 660 页 .” 

参考 文献 [12,pp. 2—8],[13,рр. 4~6,pp, 71—72],[10, 
рр. 67~71]. 

(& ж) 
Frobenius 问题 (Frobenius problem) Ё а; +42, "ra, 为 整数 ， 
它们 的 最 大 公约 数 为 1 , 求 不 能 表示 成 aizi Hat + e аут, № 
最 大 整数 ,其 中 zi z. 为 任意 非 负 整数 , 这 个 问题 称 为 一 次 
不 定 方程 的 Frobenius 问题 ,也 称 为 换钱 问题 、 
一 2 时 , 易 知 所 求 的 数 为 aia; — а, 一 ax. 证 明 如 下 ; 
ИЖ, m > аа, — a, — ax- 方程 
ат, Hayt, =m (9) 
的 全 部 解 可 写成 
z = zl + ан, 
z, = zr — at, 
其 中 zi, z; @ B) fE — а, 为 任意 整数 , 可 以 假定 
0< т; < a, (否则 将 т, 加 上 或 碱 去 若干 个 a1), 这 时 
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ату = т— аг, 
>аа,— a — а; — ax(a, — 1) 


Еу 


ВЖ, z, > 0, 即 = аут, + ать улут 都 是 非 负 整 数 . 
另 一 方面 , 若 


аа, — a, — as = az, + ан 
其 中 zi、z 为 非 负 整数 , 则 
ауа, = (z, + 0а; + (z; + 10а, 


Жї а, Са + Doa | (z + 1). 
RA ху ;> 0,т, > 0, ЁШ т, +12 алу + 12 a, 
从 而 
ауа, = (ту + 10а, + (т, + 1)а, > даз; 
了 矛盾. 
所 以 ,aias — a, 一 是 不 能 表示 成 azi + акт, (т\т, 为 非 负 
整数 ) 的 最 大 整数 . 
п = 3 的 傅 况 ,直至 1978 年 才 由 E. S. Selmer & ©. Beyer 利 
用 连 分 数 给 出 有 显 表 达 式 的 解答 . FEF O. J. Rodseth 对 他 们 的 解 
答 作 了 简化 . 1988 年 ,H. Greenberg 进一步 作 了 简化 ,使 所 用 步骤 
量 为 O(log а). 
1 宇和 时 , 尚 无 一 般 公式 。 
参考 文献 [3,pp. 11~13],[16,pp. 64—76 ],[18›рр. 113~ 
14]. 
( 单 ж) 
换钱 问题 (The money-changing problem) W, Frobenius 问题 . 
勾 股 数 (Pythagorean numbers) JET +y =A ЮЕ 
zyz ЖААН 
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很 多 国家 和 民族 都 研究 过 勾 股 数 . 根据 现 有 材料 ,最 早 发 现 勾 
股 数组 的 是 4 000 年 前 的 古巴 比 伦 人 . 美国 哥伦比亚 天 学 藏 有 刻 
者 十 五 组 勾 股 数 的 古巴 比 伦 的 泥 板 . 
希腊 古代 数学 家 毕 达 哥 拉 斯 研究 过 勾 股 定理 与 勾 股 数 . 因此 ， 
勾 股 孝 也 称 为 毕 达 哥 拉 斯 数 、 
我 国 古代 算 书 ( 周 佣 算 经 )( 约 成 书 于 公元 前 1 世纪 ) 中 有 “ 勾 
三 股 四 心 五 "之 说 , 即 直角 三 角形 中 两 条 直角 边 分 别 为 3、.4, 斜 边 
М 5,3,4,5 满足 3 十 下 一 5 它们 是 一 组 勾 股 数 ,而 且 是 最 小 的 色 
股 数 , 一 般 地 ,方程 
зу = 2° Ө) 
的 正 整数 解 由 公式 (不 计 z、y 的 顺序 》 
RE (ш? — xw), 
уй, 回 
(a 


给 出 ,其 中 xs 为 互 质 的 正 整数 , 且 为 一 奇 一 个 ,z >v, d REE 
ERR. 证 明 如 下 : 

Ж тлу ЖАМИН, К (х,у) = 4:> 1, K 4% 
除 @ 式 左边 ,因而 也 整除 右边 ,从 而 也 整除 <. 在 四 的 两 边 约 去 2°, 
AFIRE z、y、z 进行 讨论 因此 ,可 假定 z、y、z 两 两 
HH. 

这 时 ,z,y\ 中 至 多 有 一 个 为 偶数 ,车 z,y 为 奇数 , 则 77、y 
除 以 4 余 1, 江 十 六 除 以 4 余 21 而 台 除 以 4 余 1 或 ,所 以 zy 
不 能 全 为 奇数 , 不 妨 设 y HARM z z 全 为 奇数 , 移 项 得 


P= t = (z+ z)(z —2), 


由 于 (z + z,z —z) = (2 + z,2z) = 262 Hzr) =Z(z,z) = 2, 
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== ETTER. h 


z)'=z+z к=: 

(z БЫ: 2 

及 唯一 分 解 定理 得 

@ 

位 = 

其 中 ww 为 互 质 的 正 整 数 ,x > o. 

由 图 易 知 

= =й, 
у= 2uv, @ 
z = u + ù, 


因为 = 是 奇数 ,所 以 uv 不 全 为 奇数 . 
DE z, yz 两 两 互 质 时 四 的 解 ,通常 称 为 本 原 解 . 四 的 一 般 
解 是 @. 容易 验证 名 确实 满足 中， 
勾 股 数 有 众多 应 用 . 参见 Bachet 问题 ,不 定 方程 +y = 
2%. 
参考 文献 [3,pp. 313—3181,[6,р. 1227, [14р. 346],[16， 
рр. 165—172],[19,p. 1907]. 
(E р 
合同 数 (Congruent number) 给 定 一 个 自然 数 n ESFE 
个 边 长 为 有 理 数 的 直角 三 角形 , 它 的 面积 为 n? 如 果 有 这 样 的 直角 
三 角形 ,那么 称 为 合同 数 ， 
合同 数 已 有 1 000 多 年 的 历史 , 丢 番 图 的 4 算术》E,22,V .9， 
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所 讨论 的 问题 均 与 合同 数 有 关 . 公元 972 年 前 的 一 份 阿拉 伯 的 数 
学 手稿 中 有 这 样 的 问题 : 已 知 自然 数 n, 求 平方 数 =. f z + n. 
五 一 了 都 是 平方 数 . 这 个 问题 也 可 归结 为 合同 数 . 事实 上 ,如 果 存 
在 有 理 数 工 使 Zz 十 msz — п 都 是 有 理 数 的 平方 ,那么 以 
М пф Ух п, VE Еп VT 一 n 与 2z 为 边 的 三 角形 
是 直角 三 角形 ,面积 为 .反之 ,如 果 nn 是 合同 数 ,那么 存在 边 长 为 


ARX YZ 的 直角 三 角形 ,满足 XY = 2n, Фа ©, M 
Z? + 2XY 
4 

都 是 有 理 数 的 平方 . 

由 于 勾 股 数 有 无 穷 多 个 ,所 以 合同 数 有 无 穷 多 个 . 另 一 方面 ， 
1855 年 意大利 数学 家 Genocchi 证 明了 若 交 是 8m + 3 形 的 素数 ， 
那么 不 是 合同 数 ,因此 非 合 同 数 也 有 无 穷 多 个 . 斐 波 那 契 曾 指出 
合同 数 一 定 不 是 平方 数 ,但 他 的 证 明 不 太 完 整 . 这 实际 上 就 是 
Bachet 问题 (参见 Bachet 问题 ). 

自然 数 中 1,2,3,4 都 不 是 合同 数 ,5,6,7 都 是 合同 数 ( 例 如 ， 


WA E ZO s a a ST 21. 区 的 三 个 直角 三 角形 ,面积 分 


别 为 5,6,7). 

很 多 著名 数学 家 研究 过 合同 数 , 费 马 指出 1 不 是 合同 数 (这 等 
价 于 z' 十 部 一 六 无 正 整 数 解 入 欧 拉 指 出 7 是 合同 数 . 

更 一 般 地 ,如 何 判 定 自 然 数 半 是 否 为 合同 数 , 现 在 已 有 了 很 大 
的 进展 ， 

1983 4,7. Tunnell 得 到 定理 ; 

设 为 无 平方 因子 的 正 奇数 ,考虑 条 件 ， 

(A) n EF]: 

(B) 22? + у? + 827 = n ffl š c W ИЖ 2° + y' + 
3222 一 的 整数 解 的 解数 的 两 售 ， 


х+п= 


=L ПЕЧИ (есуу 
ФО 0а n = 0 Yy 
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则 (A) 可 推出 (B), 反 之 , 若 BSD 成 立 , 则 (B) 也 可 推出 (A). 

其 中 BSD 是 指 现 代数 学 中 关于 椭 贺 曲线 的 一 个 极为 重要 的 
Birch-Swinnerton-Dyer 猜测 . 

《B) 的 判断 使 用 计算 机 非常 容易 ,因此 ,如 果 (A)、(B) 等 价 , 那 
么 判定 为 合同 数 的 问题 就 完全 解决 了 ,但 (B) 推 出 (A) 依 赖 于 
BSD, 而 BSD 的 解决 还 充满 着 困难 . 

参考 文献 (18,рр. 195—198]. 

(E w 
Bachet 问题 (Bachet”s problem) 0—0 A 6305 
三 角形 , 它 的 面积 是 平方 数 ， 

这 一 问题 的 答案 是 否定 的 、 

12 世纪 意大利 的 数学 家 右 波 那 奥 已 经 知道 “没有 平方 数 为 全 
П”, Вр z: + yt уа? 一 不 会 均 为 平方 数 .由 此 即 可 导出 不 存 
在 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 , 它 的 面积 为 平方 数 ( 参 见 下 面 的 证 
BJ). 但 他 没有 给 出 完整 的 证 明 .4 个 世纪 后 , 费 马 研究 了 Bachet 
的 第 20 个 问题 ( 插 在 他 译 的 丢 番 图 的 《算术 ) 的 最 后 ) ，“ 求 一 个 
直角 三 角形 , 它 的 面积 为 4. " 费 马 指出 并 证 明了 “没有 边 长 为 有 理 
数 的 直角 三 角形 , 它 的 面积 是 有 理 数 的 平方 " 将 边 长 为 有 理 数 的 
直角 三 角形 扩大 若干 倍 , 它 的 边 长 就 变 成 整数 , 因此 ,只 需 对 边 长 
为 整数 的 直角 三 角形 进行 证 明 ， 

设 直角 三 角形 的 边 长 为 整数 ryz. 由 于 边 有 公 因 数 d 时 , 面 
积 有 平方 因子 民 , 所 以 可 将 公 因数 d 约 去 , 即 假定 z、y、z WAE 
K. 由 勾 股 数 的 有 关 结 论 ,可 设 

z = 2mn,y =m — п, 
其 中 mn ER AA. # ШЖ mon — н?) 为 平方 数 , 则 


m = аи = Мт! — nt = at — b' = с, 


其 路 互 素 ,一 奇 一 偶 ， 
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Юа + P. e ERA 
афв ea т, 
ESHT ER. 令 
e=+@+m0f= + m. 
Mef ЖК. Ей. AU е 为 奇数 , 由 于 
=т= ү”, 


所 以 
e = r*, f = 20,075 = b, 


eh rs 为 整数 . 因为 
+ P= ke m) = a, 


=з 
zf = п, 


所 以 边 长 为 e.f ,a 的 直角 三 角形 的 面积 为 平方 数 . 

这 样 从 边 长 为 <、y、z 的 直角 三 角形 可 以 导出 一 个 边 长 为 。、 
fa 的 直角 三 角形 ,面积 是 平方 数 ,而 e 过 zx. 这 一 过 程 可 以 无 限 地 
继续 下 去 ;与 小 于 x 的 正 整数 只 有 有 限 多 个 矛盾 . 

因此 ,没有 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 , 它 的 面积 是 平方 数 . 

参考 文献 [21,p. 144]. 


У 
费 马 大 定理 (Fermat’s last theorem) Ж А л 22301, HE 
= + у=" Ф 


没有 满足 zyz2 0 的 整数 解 ,这 个 具有 350 多 年 历史 的 猜测 称 为 费 
马 大 定理 ,简称 为 天 定理 , 记 为 FLT- 
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1637 年 左右 , 费 马 阅读 希腊 数学 家 丢 番 图 的 (算术 ) 拉 丁 文 版 
(由 Bachet 编译 ) 关 于 方程 十 二 z* 的 结果 (第 1 卷 问 题 8) 时 ， 
在 页 边 写 下 这 样 一 段 话 ， 

一 个 立方 不 可 能 分 成 两 个 立方 ,一 个 四 次 方 不 可 能 分 成 两 个 
四 次 方 .一 般 地 ,任何 高 于 2 的 塞 不 可 能 分 成 两 个 同样 的 智 . 我 已 
经 找到 了 一 个 真正 奇妙 的 证 明 ,但 这 里 的 空白 太 小 了 , 写 不 下 . 

用 现代 数学 的 语言 ,这 个 命题 可 以 表述 成 四 的 形式 ， 

在 费 马 的 手稿 \ 书 信 与 日 记 中 没有 发 现 他 所 说 的 “真正 奇妙 的 
TEW”. 350 多 年 来 ,没有 人 能 够 证 明 或 推翻 费 马 大 定理 , 因此 ;很 
长 时 期 所 谓 大 定理 实际 上 是 一 个 未 被 完 例证 明 的 大 猜测 、 

费 马 本 人 证 明了 大 定理 在 n = 4 时 成 立 . 

易 知 要 证 明 大 定理 对 一 切 >3 成 立 , 只 需 证 明 大 定理 对 
п= 4 Жп рр ОУ АИ Т. 

KATTEN УКЕ p = 3 成 立 . 

勒 让 德 (1823) 与 犹 利克 雷 (1825) 证 明了 大 定理 对 声 = 5 成 立 . 

Kummer(1844) 引 进 理 想 的 理论 ,证 明了 大 定理 对 p < 100 
йу. 

进入 20 世纪 ,由 于 电子 计算 机 的 使 用 ,新 的 理论 与 新 的 算法 
的 发 现 , 关 于 费 马 大 定理 的 记录 迅速 刷新 , 1990 年 R, Crandall 已 
ЖЕН Т Ж ЖЯ p < 1000000 йз. 

另 一 方面 ,Faltings 于 1984 年 证 明了 Mordall 猜测 (参见 
Faltings-Mordall 定理 ), 由 此 可 知 , 在 ”二 3 时 ,方程 中 至 多 有 有 
限 多 组 本 原 解 ( 即 满足 (zyyz) 一 1 的 整数 解 x,y,z). 借助 这 一 定 
理 ,Granville 与 Heath-Brown 在 1985 年 证 明了 大 定理 对 几乎 所 
AH a RMS 

Е (х) = | {nn € Ngn < z, fB FLT 对 n RRI) |e 


则 lim —— = 0. 
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不 少 重要 的 猜测 与 大 定理 密切 相关 , 例如 ,谷山 - Weil 猜测 
“有 理 数 域 上 的 椭 图 曲线 都 是 模 曲 线 ”. 1990 年 ,K. Ribet 证 明 这 
一 猜测 可 导出 大 定理 . 

1993 年 6 月 ,英国 数学 家 А. Wiles 宜 布 解决 了 特殊 情况 的 谷 
山 - Weil 猜测 ,从 而 根据 K. Ribet 的 工作 ,大 定理 随 之 成 立 , 但 不 
ARA Wiles 的 证 明 还 有 一 个 漏洞 ,这 个 漏洞 可 以 弥补 ,Wiles Ж 
示 “ 需 要 一 两 年 时 间 ”， 

1994 年 ,Wiles 与 他 的 学 生 R. Taylor 弥补 了 证 明 的 缺陷 ,他 
们 的 文章 经 过 严格 审查 正式 发 表 于 Annals of Mathematics1995 
年 第 3 期 . 至 此 , 费 马 大 定理 这 个 350 多 年 的 猜测 终于 被 解决 了 . 

为 解决 费 马 大 定理 ,人 们 引进 了 许多 重要 的 概念 (如 理想 .分 
贺 域 ), 采 用 了 许多 新 的 方法 ,它们 对 数论 乃至 整个 数学 的 发 展 起 
着 巨大 的 推动 作用 ， 

参考 文献 [3,pp. 318 一 320],[6,pp. 202—230],[16, pp. 
731—776],[18,pp. 144—146]. 

G ж) 

К} Ж Euler’ s conjucture) 不 定 方程 zu4 + z + r + 

z у 有 正 整 数 解 ,不 定 方程 + z+ + z 一 多 没有 正 整数 
WWE. E Егу 没有 正 整 数 解 . 

1769 年 , 欧 拉 在 研究 费 马 大 定理 时 指出 :“ 看 来 对 许多 几何 学 
家 来 说 ,这 一 定理 ( 费 马 大 定理 ) 可 以 推广 . 正如 没有 两 个 立方 的 和 
或 差 为 立方 那样 , 训 无 疑问 三 个 四 次 方 的 和 不 可 能 是 四 次 方 ,至 少 
四 个 四 次 方 的 和 才能 为 四 次 方 ,虽然 还 没有 人 找 出 四 个 这 样 的 四 
次 方 , 同样 ,四 个 五 次 方 的 和 看 来 不 可 能 是 五 次 方 . 对 更 高 的 等 情 
况 与 之 类 似 .” 

直至 191] 年 ,R, Norrie 才 给 出 四 个 四 次 方 的 和 等 于 四 次 方 
HAF: 

30t +120* + 272* + 315* = 353'. 
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XT 55 4,1. J. Larder У Т. R. Parkin 找到 一 个 反例 : 
275 二 845 十 1105 十 1335 二 1445, 
1988 年 ,N, Elkies 利用 椭圆 曲线 的 理论 证 明了 
mitrata =y 
有 无 穷 多 组 正 整数 解 . 他 所 找 出 的 第 一 组 解 是 


wi = 2 682 440,2, = 15 365 639, 
жу = 18 796 760,y = 20 615 673. 


随后 R.Frye 又 找到 最 小 的 解 
95 800t+-217 5194 十 414 560*=422 481*. 


因此 ,关于 四 次 方 与 五 次 方 的 欧 拉 猜 测 均 被 推 希 . 更 高 次 等 的 
欧 拉 猜 测 是 否 正确 , 仍 在 研究 之 中 - 

参考 文献 [18,pp. 139~144]. 

Ct ж) 

Faltings-Mordall 定理 (Faltings-Mordall theorem) ”代数 数 域 

K 上 的 代数 曲线 (X,Y) 二 0 在 亏 格 g 大 于 1 时 ,至 多 有 有 限 多 
+K. 

所 谓 代数 曲线 及 X,Y) = 0, 238 Х.У 的 多 项 式 FOX .Y)00 
零点 的 集合 , И.а Y: 一 2pX = 0 就 是 一 条 代数 曲线 .如果 
ЕСУ ИЕ И К Ф, РОХ) = ой K 上 的 代数 
曲线 . EF ,у) ЕТЕН, FOX Y) 一 0 称 为 忆 
上 的 代数 曲线 . 亏 格 z 是 一 个 有 很 多 解释 的 量 ,对 于 代数 曲线 
X +Y* — 1 = 0, zg 可 以 用 公式 

= = DG — D) 
2 


ЎН. Р, л> 3,6221, АХ HY Io ESAR 
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限 多 个 @ 点 (也 就 是 坐标 为 有 理 数 的 有 理 点 ), $Х = ® у =>, 
туут 为 整数 ,并 且 (yz) =1 WARE n> 308, а" + у = 
г 至 多 有 有 限 多 个 满足 y) = 1 的 整数 解 z.y.z. 这 是 
Faltings-Mordall 定理 对 费 马 大 定理 的 一 个 应 用 ,运用 这 一 定理 还 
可 证 明 费 马 大 定理 对 几乎 所 有 的 成 立 . 

L. J. Mordall 是 不 定 方程 的 专家 ,根据 对 一 些 具体 的 不 定 方 
程 的 研究 ,他 提出 了 上 上 述 命题 ,但 未 能 证 明 , 直 至 1984 年 ,这 个 命 
题 才 被 德国 数学 家 Faltings 解决 . 这 项 工作 被 誉 为 20 世纪 最 大 的 
成 果 ,Faltings 也 因此 获得 1986 年 的 Fields Ж. 

参考 文献 [6,pp.226—227]. 

( 单 җ 
REHEB х^ + у! = 11 (Diophantine equation х* + у* = :?) 
HEr + yt = z 有 无 正 整 数 解 ? 

费 马 在 阅读 丢 自 图 的 (算术 》 1 .8( 第 二 章 第 8 个 问题 ) 与 V .32 

时 指出 ,两 个 ( 正 整 数 的 ) 四 次 方 的 和 不 是 四 次 方 或 二 次 方 , 即 方程 
m +y = = @ 
无 正 整 数 解 . 

这 一 结论 可 以 用 无 穷 递 降 法 证 明 . 假设 正 整数 z、y、z 适合 
Ф@.@ЖЖ > E z.z ДН, А plp le A ру. 
T ply AH pt|(z' + y), Р p le, p 1. 在 加 的 两 边 同 时 除 
以 HRAS сй Ж nye 于 是 可 以 假定 ry 两 两 互 素 . 

因为 平方 数 除 以 4 余 1 或 0, 如 果 ,y 都 是 奇数 ,那么 = 二 zx 
十 x 除 以 4 余 2. 这 不 可 能 . 所 以 zy 一 奇 一 个, 不妨 设 e ВК. 
3 为 奇数 , 由 色 股 数 的 有 关 结 论 , 中 导出 


22 = Фит, @ 
@ 


=, 
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z=u +, @ 
其 中 (u,v) = 1, 
OR y + >: = ш. 再 次 应 用 有 关 勾 股 数 的 结论 ,得 
v= 2st, ® 
Ye = 
и= +m, @ 
其 中 (5,D = 1. 
НО о 是 偶数 ,所 以 w 是 奇数 . 从 而 由 回 得 
u = т, @ 
v= 210, ө 
由 图 及 @@ 得 
s= п. 
8289 (50) = 1, 所 以 
s=, @ 
r=. И] 
#®,@,@К&А®# 
cid = тї, @ 


这 样 ,由 方程 四 的 一 组 正 整数 解 x.y.z* 可 以 导出 另 一 组 正 整数 解 
є.й,т,3ЁН m < z. 同 理 ,由 正 整数 解 c.dm, 又 可 以 导出 正 整数 
Bead .m' HE m' 去 天 .这 个 过 程 可 以 无 限 地 继续 下 去 (因此 费 
马 称 这 种 方法 为 无 限 递 降 法 ). 但 另 一 方面 ,小 于 x 的 正 整数 却 只 
有 有 限 多 个 ,所 以 上 述 过 程 不 可 能 无 限制 地 继续 下 去 , 这 一 矛盾 表 
明 〇 没有 正 整 数 解 ， 
参考 文献 [3,pp, 318~319],[19,p. 191]. 
( 单 ж) 
不 定 方程 * 十 y= 二 z+ (Diophantine equation х* + у*=:') J 


к#ё-хеўн т 


Er у= ERA ryz БАЕ 0 的 整数 解 ? 
жп {ЕЕ ЖЕЕ МОЕ ЖН НЕН СЕО ЈГ 
的 和 不 可 能 是 四 次 方 (参见 费 马 大 定理 ) ,并且 多 次 在 通信 中 向 其 
他 数学 家 提出 这 个 问题 (如 1636 年 9 月 给 St. Croix 的 信 ). 他 自 
己 的 证 明 记 载 在 笔记 中 ,所 用 的 方法 是 他 钟爱 的 无 穷 递 降 法 . 参见 
ЖЕУ х 十 y* =z. 
参考 文献 [3,pp. 318~319],[19;p. 191], 
G+ ар) 
Pell 方程 (Pell equation) 不 定 方程 了 一 dy = 1, 其 中 dd 是 不 
会 平方 因子 的 自然 数 . 


早 在 公元 前 400 жй, КЕЕ Ж ИЛЕШ Ж ИКУ жзг 


М2 时 ,就 产生 方程 47 一 W = 1 以 及 关于 其 他 平方 根 的 相应 方程. 

ЖЖ) АЕ ЕТА E — 1° ЖЕ! Pell 方程 有 关 的 “应 用 
问题 "( 参 见 阿 基 米 德 的 牛 群 问题 )- 

Pell 方程 与 Pell 完全 无 关 ,倒是 费 马 在 1657 年 2 月 曾 断 言 这 种 
方程 有 无 穷 多 组 整数 解 ,后 来 又 向 英国 数学 家 挑战 ,让 他 们 解 这 类 方 
B. 英国 数学 家 Wallis(1616 一 1703) 在 1657 年 与 1658 年 的 信 中 给 
出 了 解法 . 解 的 存在 性 是 100 年 后 拉 格 朗 日 彻底 解决 的 . 所 以 ,这 类 方 
程 称 为 费 马 方 程 似 更 恰当 , 由 于 大 数学 家 欧 拉 张 冠 李 戴 , 误 把 它 归 之 
于 与 费 马 同一 时 代 的 Pell ,后 来 竞 以 论 传 旋 , 一 直 沿用 了 下 来 . 

Pell 方程 

z — dy: =1 š Ф 
HEREC yH Ë z >V 的 值 为 最 小 的 那 一 组 称 为 最 小 
解 . 例如, = — 2y* = 1 的 最 小 解 是 二 3,y = 2. 
如 果 (z,,y1) 是 @ 的 最 小 解 , 那 么 四 的 全 部 解 可 由 


а= тол + азу + (а — Уу), 
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»= zg + Фуд" tai /Tyy) 


(п = 1,25) 给 出 . 

最 小 解 有 时 可 通过 观察 与 尝试 得 出 .一 般 情况 需 借助 连 分 数 
或 其 他 方法 去 求 . 

与 Pell 方程 类 似 的 方程 一 dy =— lt — dy = 4,z' — 
dy = 一 4 也 可 进行 相应 的 讨论 . 

HAr – ау = + ,z' — dyt =+ 15 — 38 Q / d ) É 
位 有 密切 的 关系 . 

Pell 方程 在 研究 其 他 不 定 方程 时 经 常 被 作为 工具 引用 . 

参考 文献 [3,pp. 286 一 289,pp. 361 ~363], [6+p. 131], 
[14,р. 346]. 

( 单 s 
ЖЕЛ у! — 1 = x” (Diophantine equation у — 1 = 2”) 确 
EHA y 一 1 一 2 的 正 整数 解 . 

本 问题 是 1842 年 Catalan 提出 的 猜想 (参见 Catalan 猜想 ) 的 
特殊 情况 . 容易 (由 平方 差 公式 ) 知 道 ,只 需 考虑 p 为 奇 素数 的 情 
况 . 欧 拉 证 明 р =з, Ж с = 0, 一 1,2. 广 > 3 的 情况 ， 
Nagell.Obl ath,Hyyrë 与 Inkeri 都 做 了 不 少 工作 ; 最 后 ,我 国 数学 
家 柯 召 在 1962 年 初 底 解决 了 这 一 问题 ,他 证 明了 不 定 方程 


y— 1= = 


ТЕ р ЗЕЕ, ЈЕ ИЯ. 
参考 文献 [22,р.276,р. 302]. 
Ф 4) 
Catalan 猜想 (Catalanys conjecture) (ХСС Е, ВЈ 9 
与 8, 相 差 为 1. 
1842 年 ,E. Catalan 提出 上 述 猜 想 ,很 多 人 研究 这 一 问题 , 直 
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至 1976 年 才 被 荷兰 数学 家 R. Tijdeman 基本 解决 ,他 运用 英国 数 
FR A. Baker 的 “有 效 方法 ", 证 明了 以 下 定理 ， 
# п> 10, >1,<>1, 则 方程 组 


л=т,а+1=у 


不 可 能 有 整数 解 工 > 0,y > 0. 
换 句 话说 ,Catalan 方程 


y=# =1 


仅 可 能 有 有 限 多 组 解 ,而 且 解 有 上 界 z < 10%, 

А. Baker 的 有 效 方法 可 以 定 出 许多 不 定 方程 的 解 的 上 界 , 这 
是 一 项 突破 性 的 工作 ,A. Baker 也 因此 获得 1970 年 的 Fields Ж. 

当然 所 得 的 上 界 往往 太 大 ,需要 做 进一步 的 细致 的 工作 ,使 上 
界 减 小 . 但 从 理论 角度 看 ,能 定 出 一 个 可 以 算出 的 上 界 + 便 可 认为 
问题 已 基本 解决 - 

参考 文献 [3p. 644],[22,pp, 272—276.р. 300]. 

Ф ж) 
4 1 


1% 4. Ж. у, e £ 
不 定 方 程 Се. + = Diophantine equation = 


L+ ут 是 否 对 一 切 大 于 3 的 正 整数 ,这 个 方程 均 有 正 


整数 解 ryz? 

Erdos 5 Straus ХЕ 3 的 整数 ,这 个 方程 均 有 正 
整数 解 z. yz. 这 一 猜测 经 过 很 多 人 验证 , Straus, Bernstein, 
Shapiro ,Oblàth, Yamamoto, Franceschine 分 别 证 明 n < 5 000, 
n < 8 000,я < 20 000,п << 106 128,n 之 107,n < 10" 时 猜测 成 立 . 


1957 年 ,波兰 数学 家 Sierpinski 考虑 类 似 的 方程 二 L 十 
+ 1. Stewart ЖЕШ] л < 1 057 438 801 时 ,方程 有 正 整数 解 , 并 


gja 
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且 在 nn 不 为 形式 278 460k 十 1 时 ,方程 有 正 整 数 解 . 
1970 年 ,R. С. Vaughen ЕЕ 8 Ж ËJ т.е T = 


二 十 二 十 过 对 几乎 所 有 的 上 有 解 ,更 确切 地 , 令 ECN) 为 不 大 于 


z 


N 且 使 该 方程 无 解 的 ”的 个 数 , 则 
E(N) < Ne- сод М)?, 
其 中 c ENS m ЭСЕ. 
这 类 不 定 方程 与 埃及 分 数 有 关 , 是 很 多 数学 家 很 感 兴趣 的 问 
E. 参见 埃及 分 数 ， 


参考 文献 [22,p. 288]. 
( 单 堪 ) 


素数 分 布 _ 


素数 的 无 限 性 (The number of primes is infinite) 素数 的 个 数 
是 无 穷 的 . 

网 几 里 得 (几何 原本 ) 第 KX 卷 命题 20 叙述 了 这 一 命题 ,并 给 出 
一 个 巧妙 的 证 明 . 

证 明 采 用 反 证 法 . 设 只 有 有 限 多 个 素数 pu pi o po WJ 
Pip p tH 为 合 数 .但 它 不 被 pupa =, p, 中 任 一 个 整除 ,因而 
CHRANI bobor | p. 均 不 相同 . 矛盾 . 

在 这 以 后 ,有 多 种 多 样 的 证 明 . 

对 素数 个 数 的 更 精确 的 描述 ,参见 素数 定理 . 

参考 文献 [3,pp, 90—93],[19,рр. 12 一 16],[20,pp, 3 一 
12]. 

с % 
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Bertrand 猜测 (Bertrand7s postulate) 对 z 二 2 ,在 z 与 2z 之 
间 必 有 一 个 素数 . 
1845 年 ,在 研究 置换 群 时 ,Bertrand 曾 对 6— 6 000 000 的 整 


数 坟 进行 检验 ,证 实在 也 与 a 一 2 之 同 均 有 素数 ,从 而 提出 上 述 狂 
M. 契 比 雪夫 引进 函数 bz) = Dins 5 Pa) = Aw | 为 
pe "<= 


Ipin = pusa >1 i 
REAN = | ,其 他 | ,利用 他 对 6Cz)\ 亚 (z) 的 估计 


得 出 <(2m) — л(т) 2 1(т > 1), MARAE m > 1, VAR 
数 p W E: m < p < 2m (r(Cz) 的 意义 见 素 北 定理 ). 从 而 在 1852 
年 ,作为 估计 w(x) 的 一 个 副产品 :证 明了 Bertrand 猜测 . 因此 ,这 
一 猜测 现在 常 称 为 契 比 雪夫 定理 . 
奥 比 雪夫 定理 有 很 多 简单 的 证 明 . 如 1919 年 Ramanujan 利用 
T 函数 的 证 明 ( 见 其 选集 208 一 209 页 ),1930 年 Erd5s 利用 二 项 系 
数 的 证 明 ( 见 华罗庚 《数论 导 引 ),1949 年 L. Moser 的 证 明 最 为 简 
单 ( 载 于 (美国 数学 月 刊 )1949 年 第 56 期 第 624 一 625 H). 
参考 文献 [3,pp. 94 一 99]. 
(‹*® ж 
契 比 雪夫 定理 (Tschebyscheffs theorem) 11 Bertrand 猜测 - 
m 5 (m + 1): 之 间 是 否 必 有 素数 (Is there always a prime 
between т? and (m+ DDIM m° 与 (m 十 1)* 之 间 必 有 一 个 素数 . 
这 个 猪 测 一 直 未 能 证 明 , 如 果 这 个 猜测 成 立 ,那么 相 邻 素数 的 
а, = pus р. Сат + 2. 从 而 更 有 d, = OCP log p.) (参见 
相 邻 素数 的 差 ). 因此 这 个 猜测 是 很 强 的 ,证 明 一 定 十 分 困难 . 
参考 文献 [3,р.90],[19,р.19]. 
(E ж 
HARAMA (Gaps between primes) “对 相 邻 素数 的 差 进行 
估计 - L Ж 
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Ë p. HHn TRR d. = pur 一 户 是 相 邻 的 两 个 素数 的 差 . 
易 知 对 任意 自然 数 ki 2,61 H3 AL 十 都 是 合 数 ,所 以 
加 可 以 任意 地 大 . {Н d, 与 p. 相 比 并 不 很 大 . 契 比 雪夫 定理 表明 


d, < p. 
1921 年 ,Cramér 借助 黎 曼 假设 证 明了 
d, = Оор} log Б). @ 
用 比 黎 曼 假设 弱 的 关于 5(s) 零 点 的 密度 假设 可 以 证 明 
da =офі, Р) 


其 中 :为 任意 小 的 正 数 ， 
1937 年 Ingham 得 出 无 条 件 的 结果 d, = Ор") ,在 这 之 后 
有 许多 人 将 p. 的 指数 9 作 了 改进 ,如 


1969 年 ,Montgomery, б = Š + e. 
1972 年 ,Hoxley, 9 = 5 + =. 


1979 年 ,Iwaniec у Jutila, 0 = 13 + e, 


1984 年 ,Jwaniec $j Pintz, 0 = + эт 
1986 4 „Могарећі, 0 二 其 — ру = 0. 547 395 8, 
关于 а, 的 下 界 ,1940 年 Erdós 首先 证 明了 
d, 
log p. 
其 中 C 为 正 的 常数 . 1966 年 ,Bombieri 5 Davenport 证 明了 C 可 
取 0.467.1977 年 ,Huxley 改进 为 0. 442 5. 1985 年 ,Maier 改进 为 


E = lim inf 


<с<1, 
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0:248. 猜测 应 有 五 = 0. 
参考 文献 [3,p. 90,p. 639], [18,pp. 19~ 23], [20, pp. 
191—196]. 
( 单 s) 
Ф Ж (Тип primes) 是 否 有 无 穷 多 对 素数 ,每 一 对 的 差 
为 2? 
挪威 数学 家 Brun 将 相差 为 2 的 一 对 素数 称 为 李 生 (双生 ) 素 
数 .例如 
3,5;5,7;11,13;17,19;29,31;41,43;--- 
1979 年 ,Atkin 与 Rickert 找 出 的 一 对 数 


1159 142 985 X 22% 士 1 


是 当时 所 知 的 最 大 的 挛 生 素数 . 此 后 这 一 纪录 不 断 被 打破 . 1993 
年 ,H. Dubner 宣 布 的 新 纪录 是 


298 X 3 X 509 ух 11 X 13 X 79 X 223 + 1, 


Ж 4030 位 . 

用 P(z) 表 示 <z ЮРЕ ЖО ЛЖ. 猜测 Р(х) z АТ 
无 穷 , 即 有 无 穷 多 对 李 生 素数 . 哈代 与 Littlewood + 1922 年 甚至 
ЖН PCn) 的 渐 近 公式 为 


2х -S 
ERE п la Ф217), 


Жа muwe II A-Z Ty) 
1920 年 ,Brun 证 明了 存在 一 个 可 以 计算 的 常数 x,, 当 工 > z, 
时 ， 


22 0. 660 16). 


100z 
Р(х) < E 
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1966 年 ,Bombieri 与 Davenport 应 用 筛 法 将 上 述 结果 改进 为 


(очра). 


РО) < 81 


> 


слет: 
(Фф — 1 Пов 27 


Fouvry 与 Iwaniec 于 1983 年 将 上 式 中 的 8 改 为 + 
Bombieri,Friedlander 与 Iwaniec 于 1986 年 又 将 其 改 为 ?十 s, 但 
离 哈代 与 Littlewood 所 猜测 的 2 还 差 不 少 ， 

杰 生 素数 猜测 往往 与 哥 德 巴赫 猜测 的 研究 同时 进行 . 这 方面 
的 最 好 结果 是 陈景润 1966 年 得 到 的 ,他 证 明了 有 无 穷 多 个 素数 
p fi p + 2 为 不 超过 2 个 素数 的 积 . 


У) 1 @ 中 所 素数 ) 是 发 散 的 .有趣 的 是 ,1919 年 Brun 证 明 
теж 


(ppt? 同 为 素数 ) 是 收敛 的 , 它 的 值 为 1. 902 160 54… 
挛 生 素数 . 哥 德 巴赫 猜测 等 与 素数 有 关 的 问题 在 希 尔 伯 特 的 
23 个 问题 中 被 归于 第 八 问题 ( 见 希 尔 伯 特 第 八 问题 ). 
参考 文献 [3,p. 89], C4,p. 339]iLi8,pp. 19—23],[20, 
рр. 199~205], 
(Ф ж) 
双生 素数 (Twin primes) ПФ. 
形 如 到 十 1 的 素数 (Primes of the form +1) 是 否 有 无 穷 多 
个 形 如 式 十 1 的 素数 ? 
1923 年 ,哈代 与 Littlewood 猜测 有 无 穷 多 个 形 如 到 十 1 的 素 
数 ,而 且 在 过 z 的 数 中 ,这 种 形式 的 数 的 个 数 
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| Z= 
ma, (z) — HI: _ =a БЕ 
1954 Æ „Kuhn 证 明 有 无 穷 多 个 形 如 到 十 1 的 数 , 至 多 是 3 个 
素数 的 积 . 1978 年 ,H. Iwaniec 得 到 更 好 的 结果 : 有 无 穷 多 个 到 十 
1 是 至 多 两 个 素数 的 积 . 
有 趣 的 是 ;二 次 域 Q( V4 )( 有 理 数 域 Q 添加 V d )0038 е] 
ЖЖ Ж. 1976 年 ,Chowla 猜测 : 车 m + 1 是 素数 , m > 26, M 
Q( Vm 十 1) 的 类 数 大 于 1. 
Ж. а,Ь,с 为 整数 , (a,b,c) = 1 va 为 正 数 ,a 十 5 与 
c 不 全 为 偶数 , bh! 一 4ac 不 是 平方 数 , 猜 测 有 无 穷 多 个 整数 ,使 
ат 十 bn + с HKK. 
上 述 猜 测 十 分 艰难 . 即使 形 如 到 十 1 的 素数 是 否 有 无 穷 多 个 ， 
至 今 也 未 能 证 明 或 推翻 . 
参考 文献 [3,р.90],[19›р.19],[20,рр. 307—320]. 
(* ж) 
表 素 数 的 公式 (Formula for prime numbers) 寻求 一 个 公式 ， 
在 其 中 变量 取 正 整数 值 时 ,该 式 的 值 均 为 素数 ， 
1640 年 , 费 马 首先 提出 表 素 数 的 公式 . 他 认为 对 所 有 的 自然 数 
п, 2” + 1 都 是 素数 , 但 这 在 = = 5 时 即 不 正确 (参见 费 马 数 ). 
1772 年 , 欧 拉 指出 , 2 +х+41%Ех=— 40, 一 39,…,38,39 
时 均 为 素数 ( 即 т! — 79z + 1601 # z = 0,1,21,79 ARK 
数 ). 近代 的 研究 发 现 欧 拉 所 举 的 例子 有 很 深刻 的 内 容 ,1965 年 发 
现 二 次 多 项 式 zx! 十 十 b 在 z= 二 0,1,.…,b 一 2 时 为 素数 与 二 次 域 
QC 一 她) 为 唯一 分 解 域 等 价 , 具 有 这 种 性 质 的 最 大 的 5 一 所 
换 句 话说 ,不 存在 b> 41 ,使 得 二 十 十 4 在 z 三 0,1s…46 一 2 时 
均 为 素数 ， 
不 难 证 明 , 没 有 一 个 整 系数 的 多 项 式 F(zj 对 一 切 整数 z, 
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jx) 均 为 素数 ,事实 上 , 设 f(z) 在 zx 二 a 时 为 素数 志 , 则 f(a 十 Rp) 
被 志 整 除 ,只 要 为 整数 ,而 f(a 十 kp) =+ p 至 多 对 2n 个 大 成 立 
Qn 是 f(z) 的 次 数 ), 所 以 必 有 无 穷 多 个 上 使 (a 十 好) 为 合 数 . 

另 一 方面 ,可 以 证 明 对 每 一 个 自然 数 "存在 一 个 二 次 整 系数 
多 项 式 /(z) ,使 得 在 工 一 0, 1,…wn 时 ,f(z) 均 为 素数 

如 果 不 限定 用 多 项 式 , 可 以 找到 表示 无 限 多 个 素数 的 函数 . 
1947 年 ,W.H. Mills 证 明 存 在 一 个 实数 9, 使 [0”]([z] 表 示 z 的 
整数 部 分 ) 对 一 切 自然 数 ”, 均 表示 素数 ,其 中 0 一 1.3064…, 但 准 
确 值 仍 为 未 知 ， 

1963 年 ,B, M. Bredihin 证 明 二 元 二 次 多 项 式 /(т,у) =r + 
天 十 1 对 无 穷 多 对 整数 cy 取 素数 值 . 但 f(z,y) 显 然 不 永远 取 素 
数值 (z 为 奇数 ,y 为 偶数 时 ,f(z,y) 被 2 整除 ). 

70 年 代 得 到 另 一 个 二 元 函数 


Fey = 0 н QP — D) + 2, 


Ж B= z(y+ 1) 一 Су! + 1) .这 个 函数 对 所 有 的 正 整数 对 z， 
? 均 表 示 素 数 , 而 且 取 遍 所 有 素数 ,每 个 奇 索 数 份 取 一 次 ,但 有 无 
穷 多 次 值 为 2. 证 明 如 下 ， 

# B’ > iB, f(z,y) = 2. 

É B’ = 0 B = 08, f(z,y) = y + 1, H B = 088 


х(у+1)=у! +1, 


Ж у + 1%# у! +1. {ШЖ h A R ЖЖ, 84 Н {д4 p y 
素数 时 ,整除 (p — 1) 1 +1. ИЖу+15ЖЖ,# Н z = 


ЭГЕ, RW fett kk + 1, ЕН GE >D GG 


在 这 时 值 为 y 十 1. 
参考 文献 [8,р.89,р.111],[18,рр. 36~41], [D19,p. 17], 
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[20. рр. 129—152]. 
Ф ж 
表 第 n 个 素数 的 公式 (Formula for the nth prime number) 一 
个 定义 在 自然 数 集 上 的 函数 有 ,对 所 有 自然 数 n,f(n) 是 第 x 个 素数 . 
1952 年 ,Sierpinski 曾 给 出 一 个 公式 ， 
Фат Ў) 2 IUR pa n= 12.) Яй т СВА 


РРР" 
fln) = [10a] 10 [10°] Ф 
ERP п Ж. 其 中 [zj] 表示 z 的 整数 部 分 
证 明 很 容易 ,根据 a 的 定义 ， 
[10а] = 10°-*р, ++ 10729, q = 10729. H pa 
107 '[107”''a] = 107-р, + 10-0 р, + ++ H 1077 pra 


НЮ, р. 
PAROH ERAMA, HALUAA р ора A MRH а. 
1964 年 ,Willans 给 出 另 一 个 公式 . 令 


FG) = [соз PRH =! =], © 


romi ЙБ; @ 


m 


表示 第 ”个 素数 
证 明 如 下 : 首先 由 威尔逊 定理 ,有 
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1, 若 j 为 素数 或 1， 
FG) = 
pa ETARE, 
所 以 
SR = 1 
这 里 xn) 表示 不 超过 m 的 素数 的 个 数 . 
设 记 是 第 上 个 素数 , 则 在 Pi- < m < p. Bh, 
тт) 十 1 天， 
另 一 方面 ， 
"п [KL #22, 
NE \<з,жЕ<п, 
所 以 


ом гр 
оа | pE | 


=1+ о, — b=) = p.. 
= 


1971 年 "Gandhi 给 出 用 前 一 1 个 素数 pipi r paa RR 
的 公式 


h= b- log |- + + > са | @ 
Meh P= рурати prin dj EEE GNR ELA 
L#d=], 
pid) 二 4( 一 1)4, 著 a 是 个 不 同 素数 的 积 ， 
0, 若 4 有 平方 因子 . 


外 的 证 明 是 利用 和 号 交换 及 麦 比 乌 斯 函数 的 性 质 
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- 552 ©, = = Xua yz = угун 


= = г 
< 


= x те Xaa = (rana tn 


же? 表示 只 对 GP) 一 工 的 ! 求 和 .于 是 ， 
Эи, gld) | 
20" 101—3 +E ci] 
=—(@—1)+ Уан 
= 
= Уу, 
Ea 
#1<j< po WAK alj iin- 1, МСР jP) 
>р >1. 所 以 


врун атр Уин 
=, 2235 
а-к jldy puma | 
PE н үе 2007—10) 
а-к 
< zx 
Кай. СЕ рург үл | <1—эә 
|Р 
уа, _:1 КО 
Е loge | TD о ]=» 


ШР 


类 似 的 公式 还 有 不 少 , 这 些 公式 均 需 大 量 的 计算 ,因此 并 没有 
真正 的 实用 价值 ， 
参考 文献 [19,р.414],[20,р. 190]. 
( 单 ж) 
素数 定理 (Prime number theorem) ”用 x(z) 表 示 不 超过 正 数 z 
的 素数 的 个 数 (例如 ,x*(10.5) = 4, 即 不 超过 10, 5 的 素数 共 4 
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+: 2,3,517), 则 有 
m(z) = б +R, 
这 里 logz 是 工 的 自然 对 数 (以 e 为 底 的 对 数 ),R 称 为 余 项 , 当 工 


很 大 时 ， 与 主 项 fz 二 相 比 是 微不足道 的 , 即 


ee 
ofF(z)) 表 示 与 f(z) 相 比 , 它 是 低级 的 无 穷 大 . 
上 述 索 数 定理 是 素数 分 布 理论 的 中 心 问题 .高 斯 与 勒 让 德 都 
曾 猜测 x(z) 与 66 大致 相等 但 在 他 们 提出 这 个 猜测 后 ,50 年 内 


毫 无 进展 . 取得 突破 的 是 俄国 数学 家 奥 比 雪夫 ,他 在 1849 年 与 
1952 年 发 表 的 两 篇 文章 中 得 出 , 当 工 很 大 时 ， 


25 = 
0.921 29 J = азд < 1.105 55 gz" 


1896 年 ,法 国 数学 家 阿达 玛 与 de la Vallée-Poussin 同时 独立 地 证 
明了 素数 定理 , 他 们 的 证 明 都 利用 了 黎 量 1859 年 的 一 篇 论文 的 思 
想 , 利 用 了 复 变 函 孝 的 理论 , 

许多 数学 家 认为 系数 定理 应 当 有 一 个 不 需要 复 变 函数 论 的 
“初等 证 明 ” 1948 年 ,挪威 数学 家 Selberg 与 匈牙利 数学 家 Erdös 
RATAR HER. 

素数 定理 的 余 项 估计 是 数论 中 的 重要 问题 , 1900 年 de la 
Vallée-Poussin 首先 证 明了 


nla) = Liz + Ofret Л), 
这 里 Liz= Шор ЖЕЕ nl) C 是 正 的 常数 , 1958 年 ， 
И. М. Виносрадон 将 其 中 的 O DAREA rettet ve 为 任意 正 
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数 忆 与 s 有 关 . 
参考 文献 [3,pp. 87 一 88,pp. 234 一 257*p. 642 ],[5,рр. 
196 一 215], [14, pp. 337 ~ 339], [15, рр. 413—440], [20, pp. 
154~185]. 
‹* 9) 
算术 级 数 中 的 素数 定理 (The prime number theorem for an 
arithmetic progression) 设 等 差 数列 的 首 项 1 与 公差 上 是 互 素 的 
自然 数 , 用 (zx;k, 站 表示 这 个 数列 中 不 超过 z 的 素数 个 数 , 则 


л(х{®,1) = *Ña @ 


е 
Форт 


其 中 рой, К = o| pez): 
1837 年 , 狄 利克 雷 首先 证 明了 7 与 人 互 素 时 ,算术 级 数 
ln 十 L)s-s 中 有 无 穷 多 个 素数 . 
de la Vallée-Poussin 建立 了 比 上 述 狄 利克 备 定 理 更 精确 的 
@. 
对 人 的 余 项 估计 ,1935 年 A. Page 和 19364 С. L. Siegel-A. 
Walfisz 证 明了 : 对 任意 正 数 A, 当 A< (Пора) 时 ,有 
лоз 一 “юз х= 0067979), 
其 中 Liz 为 积分 对 数 ,C 为 正 的 常数 ,O 中 所 含 常数 仅 与 有关， 
与 上 无 关 ， 
算术 级 数 中 的 素数 定理 在 哥 德 巴赫 猜测 的 研究 中 起 着 极 重要 
的 作用 
参考 文献 [3,pp. 87~88, p: 112, pp. 258 ~ 2631, [5, 
рр. 307 一 318],[14,pp. 339—340],[20,pp. 205—225]. 
(E w 
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算术 级 数 中 的 最 小 素数 (The smallest prime in an arithmetic 
progression) 设 算术 级 数 (等 差 数列 ) 的 首 项 ! 与 公差 上 为 互 素 
的 自然 数 ,对 这 级 数 中 的 最 小 素数 进行 估计 . 
$ p(k,1) 为 算术 级 数 (kn +1), 中 的 最 小 素数 ,p(k) = 
тахр(®,/). Ék > 1, 对 p(k) 的 佑 计 是 数论 中 最 困难 的 同 题 之 一 . 
1934 年 ,S.Chowla 猜测 p(k) =O, HEMT LERN 
设 证 明 p(k) <k ,其 中 为 任意 小 的 正 数 . 
1944 %,Динник 首先 证 明 存 在 常数 C, 使 得 p(k) < А, 1957 
年 , 潘 承 洞 指 出 C 是 可 以 计算 的 ,而 且 得 出 C< 5448. C 的 改进 纪 
RMF: 
1965 年 ,陈景润 , C < 777; 
1970 年 ,Jutila, C < 550; 
1977 年 ,陈景润 , C < 168, 
1977 4 „Jutila; C < 80; 
1979 年 ,陈景润 , C < 17; 
1986 年 , 王 炜 , C < 16. 
目前 最 好 的 结果 是 陈景润 与 刘 健 民 1989 年 得 到 的 C < 
14.5 
关于 户 ( 妇 的 下 界 也 有 不 少 人 在 研究 . 
参考 文献 [3,p. 639] [5,pp. 856—866]. 
(E ж 
Schinzel 猜测 (SchinzePs conjecture) 若 多 项 式 filr), 
万 (zz) 都 是 整 系数 既 约 多 项 式 , 首 项 系数 为 正 ,并 且 没 
有 素数 p ERKA Л Са) ба) fal) e 为 整数 ), 则 有 无 穷 
ENER т, 0) 7 ,fn(z) 均 为 素数 . 
上 述 猜测 是 波兰 数学 家 Schinzel 1958 年 提出 的 , 这 个 猜测 包 
会 了 许多 重要 的 结果 与 猜测 . 例如 , т = 1,/(z) = az 十 b 时 ,这 
猜测 即 算术 级 数 的 狄 利克 和 雷 定 理 ; т = 2,/\(х) = 2,700) = 
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z — 2 即 李 生 素数 猜测 . 

如 果 Schinzel 猜测 成 立 ,那么 可 以 推出 许多 重要 的 结论 ,例如 : 

对 每 个 自然 数 n, 存 在 无 穷 多 个 自然 数 z ,使 +1” 十 3， 
z” + 7,” 十 9 均 为 素数 # 

存在 无 穷 多 个 素数 p, 使 ap + b RR. R RIS, 
a>0); 

每 个 偶数 可 表 为 无 穷 多 对 素数 的 差 : 

Eabb HEKE, a > 0 时 ,存在 无 穷 多 个 整数 z, tE 
ах + b.az + b 十 2 为 罕 数 (因而 李 生 素数 猜测 成 立 ); 

对 任意 整数 &, 存 在 无 穷 多 个 整数 zy 使 x, 2z + 2k + | H 
素数 ; 

每 个 形 如 6kC& 为 自然 数 ) 的 数 是 两 个 形 如 6 十 1 的 素数 之 
Ж (G. de, Rocquigny 问题 ); 

存在 任意 长 的 ,由 连续 素数 组 成 的 算术 级 数 ; 

车 f(z) 为 整 系数 既 约 多 项 式 ,n 为 z 跑 遍 整数 集 世 时 ,f(x) 
的 最 大 公约 数 , 则 人 型 对 无 穷 多 个 工 取 素 数值 (1857 年， 
W. Bouniakowsky 的 猜测 ). 

因此 ,Schinzel 猜测 是 一 个 很 大 的 猜测 . 当然 它 的 证 明 (或 被 
推翻 ) 目 前 还 没有 做 到 、 

参考 文献 [23,pp.23—27]. 

(ft ж) 


Æ Ë Б 18 (Riemann hypothesis) Ж s 的 函数 у жн z + 
ite ек ta NE AN 
LOME АЙШЕ ОШ ЭЙЕ ЖОНЕ ЛЕВ о + E 


(MFA +u maqaq | terange. 
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黎 曼 1859 年 准备 晋升 教授 时 ,发 表 题 为 ( 论 小 于 给 定数 的 素数 
个 数 ) 的 论文 ,在 其 中 引入 《 函数 ,为 证 明 素数 定理 开辟 了 道路 . 在 这 
篇 8 页 的 论文 中 ,有 6 个 结论 没有 证 明 , 其 中 5 个 都 是 正确 的 ,并 且 被 
后 来 的 数学 家 阿达 玛 等 证 明 , 只 留 下 上 面 所 说 的 那个 假设 至 今 未 被 证 


实 1914 年 ,哈代 曾 证 明 《ks) 有 无 穷 多 个 零点 在 直线 "一 十 上, 1974 
年 ,Levinson 证 明 "一 二 上 的 零点 至 少 占 全 部 零点 的 二 - 1989 年 ， 
Conrey 将 了 改进 为 和 .1986 年 ,Van de Lune 等 人 通过 计算 机 ,已 经 


知道 8(5) 的 前 1500000001 个 零点 都 在 s=. 

黎 曼 假设 十 分 重要 . 如 果 这 个 假设 成 立 ,数论 中 很 多 重要 结果 
都 能 得 到 显著 的 改进 . 1927 年 ,德国 杰出 的 数论 专家 F. Landau 
在 他 的 名 著 ! 数 论 讲义 } 中 专门 用 了 一 章 (在 歼 曼 假设 下 ), 讲 述 从 
黎 曙 假设 可 以 推出 的 结论 . 

黎 最 假设 常 简 记 为 RH. 与 5G) 类 似 可 以 引入 更 一 般 的 二 K 
数 ,关于 它 的 零点 ,相应 的 假设 称 为 广义 黎 曙 假设 , 简 记 为 GRH. 

参考 文献 [5,pp-216 一 228]. 

(t w) 


堆 垒 数论 (Additive theory of numbers) 研究 将 一 个 自然 数 表 
示 成 某 种 数 的 和 . 例如 , 哥 德 巴赫 同 题 是 将 自然 数 表示 成 几 个 素数 
的 和 , 华 林 问题 是 将 自然 数 表示 成 上 次 方 的 和 ,等 等 . 堆 全 数论 也 
称 为 加 性 数论 . 

Жа Ж Additive theory of primes) 研究 将 自然 数 表 成 素 
数 或 素数 寡 的 和 . 例如 , 哥 德 巴 替 问 题 素 变数 的 华 林 问 题 ,等 
等 . 我 国 数学 家 华罗庚 著 有 专著 ( 堆 垒 素数 论 ) ,系统 研究 这 方面 
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的 问题 . 
参考 文献 [14,p, 333]. 
œ w 
三 角形 数 (Triangular numbers) 形 如 1,1 十 2,1 十 2 十 3,… 的 
数 称 为 三 角形 数 或 三 角 数 . 
三 角形 数 产生 于 几何 学 . 早 在 公元 前 6 世纪 毕 达 哥 拉 斯 即 对 
它 进行 了 研究 . 如 图 ， 


将 点 排 成 行 ,第 一 行 1 个 点 ,第 二 行 2 个 点 ," 每 行 比 上 一 行 多 1 
个 点 . ШЖ x 行 ,那么 点 数 就 是 第 ”个 三 角 数 n. 显然 


влаж ЕЮ, 
关于 三 角 数 的 问题 很 多 ,大 多 是 关于 它 的 堆 又 性 质 ( 加 法 性 


Ж). 例如 ,1796 年 7 月 10 日 ,高 斯 在 他 的 日 记 中 记录 了 
Eyphka! пат = A+ A + AÁ 


即 发 现 了 每 个 自然 数 可 表示 为 3 个 三 角 数 的 和 . 日 记 中 载 有 高 斯 
的 证 明 ,但 直至 他 去 世 40 多 年 后 ,这 本 日 记 才 公 诸 于 世 , 费 马 曾 提 
出 更 一 般 的 命 感 并 为 柯 西 证 明 ,参见 多 角形 数 . 

费 马 还 提出 “除了 2, 其 余 的 三 角 数 都 不 是 四 次 方 "(1658 年 6 
月 给 Brouncker 与 Wallis 的 信 ), 他 自己 证 明了 这 个 命题 

费 马 提出 的 另 一 个 命题 “除了 1 ,其余 的 三 角 数 都 不 是 立方 ” 
被 欧 拉 在 1738 年 证 明 ， 

关于 三 角形 数 的 问题 举 不 胜 举 ,不 断 有 新 的 发 现 ,例如 ;UU， 
Alemtejano 在 1914 年 得 到 “车 4m 十 1 是 两 个 平方 的 和 , 则 mm 是 
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两 个 三 角形 数 的 和 , 反之 亦 然 ”. 证 明 只 需 利 用 一 个 简单 的 伍 等 式 
АСЛ, HADHI = (nH kH I 4 (п t. 


参考 文献 [6,p.27],[14,p. 334],[16,pp. 1—40]. 
ЕЕ 5) 
多 角形 数 (Polygonal numbers) 首 项 为 1, 公差 为 m 一 2 的 等 
差 数列 ,前 若干 项 的 和 称 为 m 角形 数 或 m 角 数 , т = 3 时 , 即 三 
角形 数 ; т = 4 时 , 即 平方 数 ; m = 5 时 , 称 为 五 角形 数 ;等 等 ， 
多 角形 数 产 生 于 几何 学 , 早 在 公元 前 6 世纪, 毕 达 哥 拉 斯 即 对 
它 进行 研究 : 如 图 21, 先 放 1 个 点 ,再 放 贡 一 1 个 点 与 前 一 个 点 
形成 正 m 边 形 ,接着 放 От 一 1) + Ол — 2) 个 点 形成 更 大 的 正 m 
边 形 . 这 样 继续 下 去 , ШЖ n 层 (第 一 个 点 作为 第 一 层 ) ,那么 点 
数 之 和 就 是 第 n 4° m 角形 数 . 


т, 


2-1 
НД И, л 4° m 角形 数 是 


Зл Ge— 4) т — 2)). 


Е ЕСИ ОНР РЯ T 2 f w. 
法 国人 Bachet 将 4 算术 妆 [ 人 西欧 + 译 成 拉丁 文 并 增 以 注释 . 费 马 
又 在 这 书 的 页 边 写 了 许多 著名 的 评论 . 如 "我 第 一 个 发 现 这 非常 优 
美 .十 分 一 般 的 定理 ; 每 一 个 (自然 ) 数 是 三 角 数 或 两 个 三 角 数 的 
和 或 三 个 三 角 数 的 和 , 每 一 个 数 是 平方 数 或 二 ,三 ,四 个 平方 数 的 
和 ,是 五 角 数 或 二 ,三 四、 五 | 五 角 数 的 和 , 依 此 类 推 .我 无 法 在 这 
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里 给 出 证 明 ,这 涉及 数 的 许多 深奥 的 秘密 ,我 准备 写 一 整 本 书 讨论 
这 一 课题 ,将 目前 关于 数 的 知识 的 边界 向 前 推进 " 费 马 在 1636 年 
12 月 给 Mersenne 的 信 及 稍 后 给 帕斯卡 等 人 的 信 中 均 提 到 这 一 定 
理 ( 关 于 平方 数 的 和 ,Bachet 已 提出 相应 的 定理 ,参见 平方 和 ) ,但 
费 马 并 没有 出 版 他 准备 写 的 书 , 1815 年 , 柯 西 首先 给 出 上 述 定理 
的 证 明 ,他 还 指出 m 个 数 中 除去 4 个 外 ,都 可 以 取 0. 
参考 文献 [6,p. 5],[14,p. 334],[16,pp. 1—40]. 
(f s 
自然 数 的 分 拆 (Partition) ЖА n ИЛТТЕ ЖЖ 
示 , 称 为 的 一 种 分 拆 .例如 ,5 二 4 十 1 二 3 十 2 二 3 十 1 十 1 二 
2 十 2 十 1 二 2 十 1 十 I 十 1 二 1 十 ij 十 1 十 1 十 1. 设 二 十 
Nz 十 … 十 如 是 nn 的 一 种 分 拆 ,可 以 通过 对 n 附 加 条 件 而 提出 各 种 
问题 , 例如 ,n, 互 不 相等 ,n; 都 是 奇数 ,ni 都 小 于 mn 满足 某 些 同 
ЖЖЖ л, 为 正 整数 宕 ,mw ТЕКСТЕ РАР. 对 分 拆 的 种 数 的 研究 
更 是 一 个 十 分 重要 的 问题 . 
一 些 特殊 的 分 拆 问题 在 中 世纪 即 已 出 现 . 但 第 一 个 深刻 的 结 
果 是 在 18 世纪 由 网 拉 给 出 的 . 欧 拉 证 明了 许多 优美 而 有 意义 的 分 
拆 定理 ,奠定 了 分 拆 理论 的 基础 , 例如 ,他 证 明了 : 
# n 分 为 不 等 数 的 和 的 分 拆 数 等 于 将 ”分 为 奇数 的 和 的 分 拆 数 . 
用 p(n) 表 示 xn 的 所 有 不 同 的 分 拆 的 个 数 ,这 里 不 计 各 加 数 的 
顺序 ,并 允许 加 数 重复 出 现 , 例如 ,pp (5) = 7. 
分 拆 数 训 (xz) 有 很 深刻 的 内 涵 , 它 等 于 半 阶 对 称 群 的 共 撤 类 的 
个 数 ,并 与 群 的 表示 理论 密切 相关 . 


网 拉 曾 证 明 在 为 自然 数 时 ， 
PG) — pln— DD)— рп — 2) + p(n — 5) + pG — 7) + 
= +C Defa тт 一 了 | 二 (一 Dap — mlm + 


D) + =-= 0 (JE n < 08,20) = 0,X p(0) = 1), 
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这 称 为 五 角 数 (тт — 1) 的 数 | 定理 ， 
许多 大 数学 家 ,如 凯 莱 、 高 斯 ,哈代 、 雅 可 比 , 拉 格 朗 日 , 勒 让 
德 ,Littlewood,Rademacher、Ramanujan、Schur、Sylvester, 都 对 
分 拆 理论 的 发 展 作 过 贡献 . 
参考 文献 [3,pp. 202—219], [14,pp, 344 ~ 346], 16, 
pp.101—164],[19,pp. 273—297). 
(* * 
平方 和 (Sum of squares) 设 & 是 一 个 正 整 数 ,研究 什么 样 的 自 
然 数 能 表 成 上 平方 和 (k 个 整数 的 平方 的 和 ), 有 多 少 种 表示 方法 . 
这 类 问题 在 丢 番 图 的 名 著 { 算 术 ) 中 已 多 次 出 现 , 费 马 断 言 罕 
数 户 是 二 平方 和 的 充 要 条 件 是 p 二 2 或 户 除 以 4 余 1, 但 没有 给 
出 证 明 .第 一 个 证 明 是 欧 拉 给 出 的 . 对 于 一 般 的 自然 数 一, 高 斯 在 
1801 年 证 明了 下 面 的 结论 : 
EMY n 是 二 平方 和 的 充 要 条 件 是 的 分 解 式 中 ,指数 为 奇 
数 的 素 因 数 是 2 或 除 以 4 余 1. 
费 马 等 也 猜 到 了 这 一 结论 ,但 未 证 明 . 
高 斯 还 证 明了 ， 
正 整 数 地 是 三 平方 和 的 充 要 条 件 是 了 关 和 (8 + 7), 其 中 心 
4 为 任意 非 负 整数 
1770 年 , 拉 格 朗 日 证 明了 一 -个 漂亮 的 定理 ; 
每 个 正 整数 均 是 四 平方 和 (从 而 也 是 大 平方 和 ,大 之 4). 
用 rn) 表 示 将 nn 表 成 上 平方 和 的 表 法 个 数 ( 即 不 定 方程 了 3 十 
т} +++ + zl = n ОЙЛО. 具体 算出 一 Cz) 的 人 名 如 下 表 . 


k ОЕ i 
ИТТЕ: 
3 кияш 
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= 表 
* utn) 的 求 出 者 
57 | н, Smith, ARAME i 
10,12 刘 维 尔 )1864 年 /1866 年 5 
14,16,18 Glaisher,1907 年 
С ора | Ramana 
9,11,13 s 
15,17,19 Домадзг, 1949 年 
22 [| 


Hp ri (n) f 3 f Н ga eg , 3 h 
P. 过 pr < = < p, JU 4 #t ЮЖ, q, <q, < --- < 4, УЮШ 
4 余 3 的 素数 , 则 
abi үе eice 不 全 为 偶数 ， 
Alh 1060010, c с, 全 为 偶数 . 


АФ ЖЖ ГЕ Як, її Н ME 9 3; ЖБД АЕ EA рс 
数 等 高 深 的 理论 . 
平方 和 的 问题 还 可 以 推广 到 一 般 的 域 上 , 
参考 文献 [3,pp. 220—233], [16, pp. 225 ~ 317], [18, 
рр. 136—138]. 
œ ж 
华 林 问题 (Waring’s problem) ”对 每 个 给 定 的 自然 数 上 二 1, Ж 
否 存在 自然 数 ; = | G), 使 每 个 自然 数 n 均 可 表示 成 s 个 非 负 整 
数 的 次 方 的 和 ? 
1770 年 , 拉 格 朗 日 证 明了 每 个 自然 数 可 表 为 至 多 4 个 平方 的 和 . 
1782 年 , 华 林 在 其 著作 (代数 的 思考 ) 中 提出 ,“ 任 意 自然 数 能 
够 用 不 超过 9 个 的 立方 的 和 表示 ;也 能 够 用 不 超过 19 个 的 4 次 方 
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的 和 表示 , "但 未 给 出 证 明 , 更 一 般 地 , 设 为 大 于 1 的 自然 数 ,一 
定 存在 一 个 自然 数 ; = s), 使 得 方程 


m+ m+ += N @ 


对 任意 的 自然 数 ЕСЕ ЧИЕ ж. 4 
的 (1909 年 ). 但 他 的 方法 很 复杂 ,而 且 得 到 的 s(8) 很 大 . 
令 s(&) 的 最 小 值 为 g (k). 1772 年 左右 , 欧 拉 的 儿子 J.A. 


Euler(1734~1800) 发 现 g(h) > 2 + [| 1 7-2, жт 
#®=”+[|4|]-%. © 


其 中 [xz] 表示 x 的 整数 部 分 ,例如 ,由 加 可 算得 
#(2) = 4,g(8) = 9,g(4) = 19. 


在 20 世纪 20 年 代 , 险 代 与 李 特 尔 伍德 等 引进 解析 方法 即 “ 圆 
法 "来 研究 华 林 问 题 ,取得 很 大 成 功 . 后 来 ,H, Weyl、Bnaorparoe 等 
人 又 对 圆 法 的 发 展 作 了 重大 贡献 . 

目前 g(4) 的 研究 已 基本 上 解决 了 关于 回 的 猜测 . g(2) = 4 即 拉 
Ж АЕ 1770 年 证 明 的 四 平方 和 定理 (参见 平方 和 ). g(3) = 9 Ж 
А, Wieferich F 1909 FEHR, JHE L. E. Dickson 在 1939 年 证 明 
了 除 23 与 239 外 ,每 个 自然 数 至 多 是 8 个 立方 数 之 和 - 1957 年 ,K. 
Mahler 证 明了 对 充分 大 的 宇和, 回 成立, 但 £, 不 能 具体 定 出 . R. 
M. Stemmler 在 1964 ЗЕЕ T fE 6 < & < 200 000 А}, © 3. 
g(5) =37 是 我 国 数学 家 陈景润 证 明 的 .gt47 = 19 在 1986 年 被 证 明 . 

Чп EBAN, Жп 为 下 次 方 的 和 所 需 的 大 次 方 的 个 数 远 比 
gA 例如 z 足够 大 时 , 它 可 以 表 成 16 个 四 次 方 的 和 (不 需要 
19 个 四 次 方 ) 用 CORR n 足够 大 时 ,使 HIERE А KA 
的 和 所 需要 的 次 方 的 最 小 个 数 . 由 平方 和 定理 ( 见 平方 和 ), 得 
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G(2) = 4. 


Davenport fE 1939 年 证 明了 G(4) = 16. 但 其 他 CA) 的 值 至 
今 仍 未 获得 . 目前 最 好 的 结果 是 


G(8) <7 (Динник,1947 年 ); 

GCS) < 18 (Jarg Brüdern,1989 4E); 
G(6) < 31,G(7) < 45,G(8) < 62, 

G(9) < 82 (R. C, Vaughan,1986 年 ) 


等 等 . и. M. Виноградов 在 1959 年 得 到 
СО) < 2#og + 4kloglog + 2klog log log k + 13k. 
这 一 结果 被 Vaughan 的 学 生 T. D. Wooley + 1992 年 改进 为 
СОЮ) < А006 ё + loglog + О (1)). 


上 述 问题 有 各 种 变形 与 推广 . N = pi T pi t + P (pu sss 
р, 为 不 同 案 数 ) 形 的 表示 问题 是 由 Виноградов 和 华罗庚 等 人 研究 提 
出 的 (1944), 此 外 , 设 /(z) 为 一 给 定 的 多 项 式 , М = f(zi) + == 十 
f(z,) 型 的 表示 问题 ,是 华罗庚 (1937) 等 人 研究 的 . 还 有 表 N 为 混 
960010 N H zh + zb + e + л, ДР kok k ЖЕ 
相等 ), 这 些 都 称 为 华 林 型 问题 - 
C. L. Siegel 最 早 (1922) 考 虑 将 华 林 问 题 推 广 到 代数 数 域 . 以 
后 三 井 孝 美 也 做 了 不 少 这 方面 的 工作 ， 
参考 文献 [3,pp. 565 ~ 575], Г5, рр. 522~ 5571, [14, 
рр. 335 337],Г16,рр. 717~730),[20,рр. 236~- 247]. 
‹* w 
素 变 数 的 华 林 问题 (Waring's problem for prime powers) Ж 
自然 数 为 素数 的 次 方 的 和 , 参见 华 林 问题 . 
数论 三 珠 (Three pearls їп number theory) 指 范 德 瓦尔 登 定 
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理 、 华 林 - 希 尔 伯 特 定理 以 及 Mann 定理 的 初等 的 简化 证 明 . 

苏联 数学 家 А. Я. Хинчин(1894—1959)1945 #3 Н 24 НЕ 
给 一 位 住院 战士 (第 二 次 世界 大 战 前 ,他 是 莫斯科 大 学 一 年 级 学 
生 , 听 过 Хинчин 的 课 ) 的 复 信 中 ,介绍 了 上 述 三 个 定理 及 其 初等 
的 简化 证 明 ,“ 将 它们 比 做 当今 科学 的 明珠 ” 在 这 封 信 的 基础 上 ， 
1947 # Хинчин 写 了 一 本 小 册子 (数论 的 三 颗 明 珠 》 此 书 有 王 志 
雄 的 中 译本 (上 海 科学 技术 出 版 社 ,1984). 

сф ж) 
华 林 定 理 的 初等 证 明 (Thbe elementary proof of Waring's 
theorem) ”用 初等 方法 解决 华 条 问题 

1770 年, 华 林 提 出 每 一 个 自然 数 都 可 以 表 成 若干 个 (个 数 与 
有 关 ) 非 负 整 数 的 n KERA. 这 个 问题 十 分 困难 ,直到 1907 年 才 
由 硕 尔 伯 特 证 明 , 希 尔 伯 特 的 证 明 极 为 复杂 ,而 且 用 到 很 多 分 析 知 
识 ( 特 别 是 多 重 积 分 ), 英国 的 哈代 与 李 特 尔 伍德 ,苏联 的 И. 
Виноградов 改进 了 希 尔 伯 特 的 方法 ,但 仍然 用 到 分 析 , 对 于 华 林 问 
题 这 样 一 个 完全 初等 的 命题 ,人 们 一 直 寻 找 一 个 不 超出 初等 数论 
范围 的 解法 . 这 样 的 解法 直到 1942 年 才 由 苏联 数学 家 Линник 获 
得 . 这 一 证 明 可 参见 4 数论 的 三 颗 明 珠 ) 一 书 . 

(* w 

范 德 瓦 尔 登 定理 (Theorem of van der Waerden) ”如 果 将 正 整 

数 集 任意 分 拆 成 两 部 分 ,那么 其 中 必 有 一 个 含 任意 长 的 等 差 数 列 ， 

即 对 任意 给 定 的 正 整 数 /两 个 部 分 中 至 少 有 一 个 含 1 项 的 等 差 
кл. 

这 一 定理 原 是 1920 年 德国 数学 家 1, Schur 提出 的 一 个 猜想 . 
1926 年 ,当时 在 德国 汉堡 大 学 的 范 德 瓦 尔 登 从 融 廷 根 大 学 的 一 位 
荷兰 学 生 Baudet 那里 得 知 这 个 猜想 . 哥 廷 根 大 学 有 很 多 入 试图 解 
决 这 个 猜测 ,但 均 示 成功. 范 德 瓦 尔 登 找到 了 证 明 , 并 将 这 一 猜想 
(他称 之 为 Baudet 猜想 ) 推 广 成 如 下 形式 ; 
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ЕА ОТЕТ Е W Uk), ERE 1.2... 
С.Е k ТИЛНИ, Д ААРА г + 180533 
数列 ， 

关于 W (L, k) Е Е, 1952 年 , Erdós Уу R. Rado 得 到 
W(L4) 2202087!" L, Moser(1953), W. M. Schmidt (1962) 5 Е. 
R. Berlekamp(1968) 分 别 将 它 改进 为 


WU > e 


与 
WUE) > pH AFT TT 


жа, ERATE ж A Е E X Ж. 
参考 文献 [18,pp, 204—209]. 
( 单 ж) 
Baudet 猜想 (Baudets conjecture) 见 范 德 瓦尔 发 定理 . 
Mann 定理 (The theorem of Mann) 设 自然 数 的 两 个 集合 A、B8 
的 密 率 分 别 为 4(A)、d(B), 则 d(4 十 B) 宇 min(d(A)+d(B),1). 
密 率 是 天 才 的 苏联 数学 家 [Tnwpeasvman(1905 一 1938) 引 人 的 . 设 


全 是 自然 数 集 的 子 集 ,用 4(m) 表 示 4 中 不 超过 六 的 数 的 个 教 ,和 C 


的 下 确 界 称 为 4 的 密 率 , 记 为 4CA). 对 于 自然 数 集 的 两 个 子 集 A. 
В,# Ша + b(a € А,Ь € В) 的 数 所 组 成 的 集合 称 为 4 + B. 
Щниредьман HEN T 4СА + В) 24CA) +d(B) 一 d(A)d(B),1931 
ЖЕ, Щниредьман ЕЗЖЕН Ж ЗЕЙ, W tš E. Landan 进行 过 讨论 ， 
他 们 发 现 更 强 的 不 等 式 24(4 + B) >4(A) + 4(В) (当然 ,在 十 分 自 
然 的 条 件 4(4) + d(B) < 1 之 下 ) 应 当成 立 , 但 没 能 找到 证 明 . 这 个 
问题 引起 了 很 多 数学 家 的 兴趣 ,着 手 解决 这 一 问题 . 1942 年 ,年 轻 的 
美国 数学 家 日, Mann 宣布 他 找到 了 证 明 , 但 这 个 证 明 十 分 复杂 , 1943 
年 ,E, Artin 5 Р. Scherk 给 出 另 一 个 简洁 的 初等 证 明 . Хинчин 称 这 
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个 证 明 为 数论 中 的 明珠 (参见 数论 三 珠 ). 
参考 文献 [3,pp. 226 一 232,pp; 584—588]. 
Ф ф) 
HRAM Sum of equal powers) ”对 自然 数 , 求 正 整 数 s 的 最 
AMEN A) ,使 得 有 两 组 正 整 数 z. ,zz 与 ,yy 满足 
ntate + а=» kya 
+ ай+ ++ = + у1+ + у, 
„д Ф 
ааа ааа 
ЖН дното, Ж Ж у, yn y, 的 排列 , 它 也 称 为 Prouhet- 
Tarry 问题 
容易 看 出 在 5 二 上 时 ,从 名 导出 у, у, у, 是 方程 (z 一 
Zi)(z — re) (z — z,) = 0 @ k AAR. XÍ у, у, е,» Ж лу, 
Zaa 的 一 个 排列 . 因此 ， МОЕ) г> k + 1. 
另 一 方面 ,从 1,2,…,n 中 任 取 寻 个 数 (允许 重复 )aivazy…， 
w，,* 有 并 种 ,每 一 种 至 多 有 = ! 种 不 同 的 排列 , 因而 asana 至 


少 可 分 为 下 组 ,每 一 组 都 不 是 其 他 组 的 排列 
As = а{ + al + = Ha < m, 因而 至 多 有 sm 种 .和 5 
sos 至 多 有 


ТГ S pnpa 
ха 
Bs = ТАФ тла, Ш 
о ст. 
si 


юж H arana Ф. bA RH totta 5 у, 
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эз» у, WE 7] ЖИН О) СИЛЕ Ж! озен + 于 是 
м< 0+0 +1. 


Ш ozana Ч узуну, WEDA ЕЕ 
айтар ++" Б, 


相应 的 的 最 小 值 记 为 M) А МОЮ > NG. 
用 深刻 的 工具 可 以 证 明 
E + а 
І 


119{1+ 4) 


м< @ + 1) 


( 回 式 右 边 在 很 大 时 ,相当 于 log k). 
华罗庚 曾 将 等 寡 和 的 问题 推广 至 素 变数 , 即 限定 其 中 zy 
Ta W у, Уз,” y 取 素 数值 . 
参考 文献 [3.pp.576—583,p.644],[18,pp. 139—144]. 
( 单 ж 
哥 第 巴赫 猜测 (Goldbach’s conjecture) 每 个 大 于 5 的 奇数 是 
3 个 素数 的 和 ,每 个 大 于 2 的 偶数 是 2 个 素数 的 和 . 
1742 年 6 月 , 哥 德 巴 替 在 给 欧 拉 的 信 中 猜测 
“每 一 个 大 于 5 的 奇数 是 3 个 素数 的 和 .” 
欧 拉 指 出 ,这 一 猜测 可 由 
“每 个 大 于 2 的 偶数 是 2 个 素数 的 和 ?” 
推出 . 
欧 拉 认为 这 两 个 猜测 都 是 正确 的 ,虽然 他 无 法 给 予 证 明 - 人 们 
称 这 两 个 猜测 为 哥 德 巴赫 猜测 或 欧 拉 一 哥 德 巴赫 猜测 . 其 实 更 早 
的 第 卡尔 已 经 提出 过 这 个 猜测 
目前 已 经 验证 到 2X10”, 在 这 个 范围 内 的 数 , 哥 德 巴赫 猜测 
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均 成 立 , 这 是 1989 年 А. Granville, J. van de Lune 与 H. J. J. te 
Riele 的 结果 . 

1930 4F ‚Щниредьман 用 他 创立 的 密 率 方法 结合 第 法 ,首先 证 
明 存在 一 个 整数 ,使 得 每 一 个 大 于 1 的 整数 都 可 以 表 成 至 多 名 
个 素数 的 和 . 但 他 没有 具体 定 出 的 值 . 

WRR s 表示 最 小 的 自然 数 ,使 得 每 个 充分 大 的 自然 数 可 以 
表 为 不 超过 xs 个 素数 的 和 ,那么 用 Щниредьман 的 方法 可 以 证 明 
+<800 000. 这 一 纪录 不 断 改进 : 

1935 #E ‚Романов, s < 2 208; 

1936 年 ,Heilbronn,Landan 与 Sekerk, s < 71; 

1936 4 „Ricci, s < 67; 

1950 #F ,Shapio , s < 20; 

1956 E, AXR, < 18; 

1968 #E „Siebert, Kysames 5 Чечуро, s < 10; 

1976 4F,Vaughan, s < 6. 

对 于 上 述 的 Щниредьман 常数 人 ,纪录 如 下 : 

1972 #‚Кдимов, Пидьтяй 与 Шентицкая, & < 1154 

1975 #Е‚Кдимов, k < 55; 

1977 #E „Vaughan, k < 27; 

1983 年 ,Riesel 与 Vaughan, k < 19, 

1993 年 ,Ramaré А8 02 rh ЖЕН] k AR 6, 即 每 一 个 
正 偶数 是 至 多 6 个 索 数 的 和 . 这 种 对 每 一 个 正 偶数 都 成 立 的 结果 

目前 只 有 用 密 率 法 才能 得 到 . 

19374, И. М. Виноградов 用 圆 法 及 他 自己 创立 的 三 角 和 估 
计 * 证 明了 每 一 个 充分 大 的 奇数 n 可 表 为 三 个 素数 的 和 , 即 基本 
解决 了 第 一 个 猜测 , 从 他 的 结果 立即 得 到 s 三 4 (s 的 意义 
Мй). 

哈代 与 李 特 尔 伍德 在 1923 年 已 经 用 圆 法 得 到 上 述 结果 (包括 
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ЖИЕККЕ ИЕ ДХ ЇН Ab r) E (БШ) ЖЕ ELBE, ТЇ Bunorpanop 
没有 利用 任何 假设 . 

Виноградов 定理 中 的 “充分 大 "是 可 以 计算 的 . 1956 年 ,KT. 
Бороздкий 得 出 当 nn >> e ”时 wn 就 可 以 表 为 三 个 素数 的 和 . 1989 
年 ,陈景润 与 王 天 泽 改进 为 六 > е” (as 109990), 

利用 Виноградов 的 思想 ,1937 年 ,一 批 数 学 家 (Corput， 
EstermannyHeilbronnyqynasos) 差 不 多 同时 得 出 几乎 所 有 偶数 都 
可 以 表 为 两 个 奇 罕 数 的 和 . 确切 地 说 ,他 们 证 明了 ,对 任 给 的 正 数 
4, 有 


E(z) < Ба, Ф 
这 里 E(z) 表 示 不 超过 z 的 偶数 中 ,不 能 表 为 两 个 奇 素数 和 的 数 
的 个 数 , 即 所 谓 例外 集合 的 元 数 . 华罗庚 (1938) 得 出 比 他 们 强 的 结 
果 ， 即 几乎 所 有 偶数 都 可 表示 为 p. 十 pi pipi WARY k HE 
一 给 定 的 自然 数 . 

1972 年 ,Vaughan 证 明了 


E(z) <€ те E, ә 


ЗФ T G). 1975 4 Montgomery 和 Vaughan 进一步 改进 了 回 ， 
证 明 存在 一 个 正 数 4> 0 ,使 


EG) «=. @ 


陈景润 和 潘 承 洞 定 出 A > 0,01 (1979), A> 0.4 (1983). 

1920 年 ,Brun ж H A ЖЛЕ T fr 19.9), ЕТА 
数 可 表示 为 P 十 P, .Р, 的 素 因数 个 数 入 9,P; 的 素 因 数 个 数 入 9. 
这 方面 的 纪录 如 下 ; 

1924 4 Rademacher , (7,71: 

1932 4 „Estermann, {6,6}, 
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1937 Æ Riccis {5,7}, {4,9}, (3,15), (2,366), 

1938 4 ,Byxurrað, (5,5); 

1939 # ‚Тартаковский, {4,4}; 

1940 4 ,Бухштаб, (4,4); 

1950 年 ,Selberg,{(2,3}, 但 证 明 未 公开 发 表 ， 

1956 Æ, EJ, (3,4); 

1957 年 ,A. И. Виноградов, {3,3}; 

1957 Æ, Жл, (2,3), 

1962 Æ, MHR, (1,51 

1965 $ ,Бухштаб, (1,3). 

1966 年 ,陈景润 用 他 的 加 权 筛 法 证 明了 11,2}, 即 每 个 充分 大 
的 偶数 可 表示 为 一 个 素数 与 一 个 至 多 有 两 个 素 因 数 的 数 的 和 .更 
精确 地 说 , 设 为 充分 大 的 偶数 ,P-(1,2) 表 示 适 合 户 过 zz 一 
P =P Ж pipa (bi. p 均 为 素数 ) 的 素数 刀 的 个 数 , 则 
i N ДЕ: 


—1 
Р.) > 0.67 [T =! i 


pis >: 
эз 


但 他 当时 没有 给 出 详细 证 明 . 1973 年 ,他 发 表 了 {1,3) 的 全 部 证 
明 . 应 该 指出 ,在 他 宣布 结果 到 发 表 全 部 证 明 的 7 年 之 中 ,没有 别 
的 数学 家 给 出 {1,2) 的 证 明 . 因此 ,在 陈 景 淘 发 表 全 部 证 明 后 ,引起 
国际 数学 界 的 强烈 反响 ,公认 这 是 一 个 十 分 杰出 的 成 果 - 

无 论 用 密 率 法 、 回 法、 得法 ,目前 都 还 不 能 解决 哥 德 巴赫 猜测 
(后 一 个 猜测 ). 很 多 数论 专家 认为 由 于 存在 某 种 "奇偶 效应 ”， 
11,2}( 即 1 十 2) 已 经 是 现 有 方法 的 极限 ,要 实现 1 十 1 ,还 需要 创 
立新 的 方法 . 

参考 文献 [3,p. 88], [4,pp. 1~18],[5,pp. 353—378], 
[18,pp. 1057107 ],[20›рр. 229—235]. 
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欧 拉 - 哥 德 巴赫 猜测 (Euler - Goldbach’s conjecture) ЙЖ@ 
ют. 

余 新 河 猜测 (Yu's conjecture) Ff i, Æ issi, sis € (1,2,3,4), 
hk, Є (1,2), 每 个 大 于 2 的 自然 数 都 可 表示 成 a 十 6 的 形式 ,其 
中 a.5 都 是 自然 数 ,a 入 Poa1b ФР, APRE P. P. Pa, 
Ра,Ру,Рь,Р Pa 定义 如 下 表 ( 其 中 PP 三 0,1,2,…* ) 


k Pa 中 的 数 k Pa 中 的 数 
las at 二 5 上 Got 十 р 0 04 HEES + Got pP 
aeoe ШАЁЗ ORF DP Aa | DEH + owp 
1,4,7 аала 2,5,8 йү, (10k + DP 
258| HH + OR FP nate] HES Cok + pe 
la |20328 э. дов дур la. EER + ote 
дб 822-18 HEL (ЕР 25,8 әз 十 (IOE 十 9)P 

* Pu 中 的 数 k ч Pa 中 的 数 


Кыс 
1.4019 ы: FOWHDP 3.6,9." єз +a DP 


Boge | BH ORT DP дите Ef 0k + DP 


ыт PEA + tokt ТОР 034 mu 十 Clot 十 7)P 


29k + 22 


29k + 21 


0,3 +(@®+Р 1,4,7, + (10 + DP 
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' n Pa PAN 
aapela aeoe] E + поь DP 
18,7 ете IEEE (ok+ DP 
а= laga | EEB пок+ Р 
т, ЕЁ: 2,5,8, PEEN + о pP 
n Oe | men 
la 27 atop agen TS, at Р 
ЕЕС EE ok + 3)P 
I ТЕ портр nege EH + atop 
0,3,6,-= 0,3,6." ис + 0 + DP 
ТЕЕ 3.6.9,--- mta H L awtor 
iige |15227 bt az 十 (I 证 十 DP 


1993 年 (福建 日 报 )(3 月 3 日 )t 光 明日 报 )(3 月 19 日 )《 人 
民有 日 报 )(4 月 6 日) 先后 刊登 余 新 河 所 提出 的 ,悬赏 百 万 港元 征求 


解答 的 上 述 猜 测 . 


其 实 , 余 氏 猜 测 可 以 更 简单 地 表述 成 如 下 形式 ; 设 1E 工 一 


(1,7,11,13,17,19,23,29), REA = 


(n|30n — i ЖЖ}, 则 对 


+#Жї, ЄТ, ХЕ I HARR ИЖТ а 十 的 形式 ,其 中 


a € А,В Є А„ 


不 难 从 余 氏 猜测 推出 哥 德 巴赫 猜测 ; 任 一 大 于 57 的 偶数 都 
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可 以 写成 30m -i 一 j 的 形式 ,其 中 jE I,m > 1. 如 果 余 氏 猜测 
成 立 ,那么 


m=a+b, 
ЖН a€ Asb € A. 即 
30a -i,30b- j 
都 是 素数 . 从 而 
Зот — i — j = (30a — i) + (300 — j) 


是 两 个 素数 之 和 , 即 哥 德 巴 替 猜 测 成 立 。 

正 是 由 于 余 氏 猪 测 能 推出 哥 德 巴 赫 猜 测 , 引 起 了 不 少 人 的 兴 
趣 .有关 的 结果 大 多 已 收入 王 志 雄 著 ( 余 新 河 数学 题 与 哥 德 巴赫 猜 
想 )( 科 学 技术 文献 出 版 社 ,1995) 及 楼 垂 品 主编 4 余 新 河 “ 余 新 河 
数学 题 )( 科 学 技术 文献 出 版 社 ,1996) 两 书 中 , 最 近 , 病 家 海 与 单 增 
证 明了 余 新 河 猜测 对 几乎 所 有 的 自然 数 成 立 . 更 一 般 地 , 设 a 为 自 
ЖЖ... 为 整数 ， (a b.) = a,b) = 1, 则 几乎 所 有 满足 N = b, 
+ (той a) WEMA N 可 以 表示 成 两 个 察 数 之 和 ,这 两 个 素数 
分 别 取 自 等 差 数列 (ал +b) Ы {ап + b)i Оңа = 30 时 ,对 
应 于 余 新 河 猜测 


C % 


男 内 整 点 问题 (Gauss circle problem) 以 原点 为 圆心 、V 工 为 
半径 的 贺 内 (包括 呵 周 上 7 的 整 点 个 数 记 为 4(z), 对 4(z) 进 行 
估计 . 

1863 年 ,高 斯 得 出 


A= nr + O( / z). 
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зносу азоті, СО дорун. 

对 差 4(z) 一 xz 的 精确 估计 是 数论 中 的 一 个 十 分 转 难 的 问 
Ш. Ў А (z) — xz = Ol), № fE Ж E Ж. 1906 年 ， 
W. Sierpinski 将 高 斯 的 结果 | ACF | ita 4< 于 .这 以 后 又 有 许 
多 改进 的 工作 .例如 ,1935 年 华罗庚 证 明 OCTA ,1963 年 陈景润 证 


明 <. 目前 最 好 的 结果 是 0< (wanice 与 Mozzochi F 1988 


年 ),M, Huxley 在 将 发 表 的 文章 中 又 改进 为 0< 73. ANN 0— 
TERBEN. 


男 一 方面 已 经 知道 >t. 
圆 内 整 点 问题 有 种 种 推广 ,如 构图 内 整 点 问题 , 球 内 整 点 问题 
арар. 
参考 文献 [3,р.137,рр. 149 158,р. 640], [14,р. 342], 
[18,рр. 240—241]. 
Ф ж) 
狄 利克 雷 除数 问题 (Dirichiet divisor problem) Ж шо 平面 
й их уН и = Tu 一 工 所 围 成 的 闭 区域 上 的 格 点 个 
# Dlr). 
1849 年 , 狄 利克 雷 得 到 


Diz) = zlogz + ОС — 1)z + O( Vz), 
其 中 C 为 欧 拉 常 数 : 


ЖЕ (5 Il А Ж L) O ( / z ) tb, E Ek dt 38 H. 
O| тй.) 稍 好 的 结果 O[ тї). 
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同样 有 猜测 O( V 工 ) 可 改 为 O[ rit) , 并 已 证 明 O[ ri) Ж 
Жз. 
如 果 用 d(n) 表 示 的 除数 (因数 ) 个 数 ,那么 D(z) = >14@). 
= 


因此 上 述 问题 也 称 为 除数 问题 . 
参考 文献 [3,pp-126 一 127vpp,152 一 158,p.640],[5， 
рр. 558 一 576],[14,p. 342]. 
(* w 


”无理 数 , 代 数 数 和 超越 数 


用 有 理 数 通 近 无 理 数 的 问题 (Approximation of irrationals by 
rationals) ”对 于 给 定 的 无 理 数 0, 选择 有 理 整 数 x (> 0) ,y, 使 得 


[a= 2| 与 了 相 比 尽 可 能 小 

由 狭 利克 需 的 抽 居 原则 容易 知道 ,对 任意 的 整数 N > о, 使 
# [o >|< 068 0< <N) ,> 都 是 存在 的 ,因此 有 
无 穷 儿 对 有 理 整数 zy, 使 得 | 2 < 1. к o- 2|< 
ыз tü EW M 的 上 确 界 为 MC9), 则 对 所 有 无 理 数 9, 有 1 < 


Мф). 
如 果 9 为 实 二 次 无 理 数 , 即 8 i E: аб + bD + c = 0 (а,Ь,с 38 


有 再 整数 ), 那 么 可 以 证 明 MO  - ,其 中 等 号 在 9 一 


LELE g жану. 


对 于 一 般 的 代数 数 , 即 形 如 ao + aa"! ++ +a, = 0 GE 
P азау" уа, 为 有 理 整数 ,ae 天 0) 的 代数 方程 的 根 9, 关于 M(O) 
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还 完全 不 了 解 . п ЕА 一 个 角度 考察 . 设 = 为 实数 
HEA 02| < 占有 无 穷 多 对 有 再 整 数 解 zy, 求 a NEAR 
а(@). 刘 维尔 曾 证 明 在 9 为 nn 次 代数 数 ( 即 上 述 n 次 代数 方程 的 
Ж) 时 ，a(b) < n. 以 后 A.Thue, Siegel, A.O.TFemsbonzs 
F. J. Dyson 等 又 逐步 加 以 改进 . И # 1955 年 ,这 个 问题 才 被 Roth 
彻底 解决 ,他 证 明了 0) = 2. ЖАЙ, а> 2 时 ， 
| 一 2|< L яяя zy. 
1970 年 ,W. М. Schmidt 又 将 Roth 定理 推广 到 多 个 无 理 数 
的 联 立 通 近 . 
参考 文献 [3,pp. 533 一 553], Г14,рр. 350~ 351], [19, 
рр. 154—177]. 
( 单 7) 
最 佳 通 近 (The best approximation) ”对 于 ( 正 ) 无 理 数 a, 在 分 


母 不 大 于 N 的 有 理 数 中 , 谁 与 = 最 为 接近 ? ЖЕР (а 为 互 质 的 正 
整数 ) 比 一 切 分 母 <g 的 分 数 距 “更 近 , 则 去 称 为 “的 最 佳吉 近 . 
问题 即 求 出 所 有 的 最 佳吉 近 ， 
将 < 展 成 连 分 数 , 设 估 为 。 的 第 个 斯 近 分 数 , 则 生 是 a 的 最 
йз. 更 一 般 地 , 设 & 的 过 分数 展开 为 
1 1 x 
йшй Ер 


а 


Peit jpa 
gazi H jga- 


最 佳 逼近 有 众多 应 用 ,例如 各 种 局 期 现象 (波动 .行星 运动 等 )-. 


= 0,1, +›азл=1,2,--). 
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Yz mng ч 05835 z ЮЕШ. 

参考 文献 [3,pp.271—275],[19,p.163J. 

Ct ж#) 
超越 数 (Transcendental number) ”研究 一 个 数 是 否 是 超越 数 
以 及 超越 数 的 理论 . 

和 如果 一 个 复数 不 是 代数 数 ,那么 它 就 称 为 超越 数 .1873 年 , 埃 
尔 米 特 证 明 自 然 对 数 的 底 。 是 超越 数 . 以 后 林 德 总 用 同样 的 方法 
证 明了 是 超越 数 , 1900 年 , 希 尔 伯 特 提出 的 23 个 问题 中 ,第 七 
问题 是 关于 某 些 数 的 超越 性 , 即 证 明 : 

“车 a 是 一 个 不 为 0.1 的 代数 数 ,B 是 代数 数 而 且 是 无 理 数 ， 
Ло? 是 超越 数 ,例如 2 信 е.” 

希 尔 伯 特 曾经 认为 这 一 问题 的 解决 将 在 费 马 大 定理 、 黎 受 假 
设 之 后 ,实际 情况 恰好 相反 ( 见 希 尔 伯 特 第 七 问题 ). 

Гелъфонд1929 年 ,Schneider1930 年 用 不 同 的 方法 证 明了 ee”" 
的 超越 性 . 1930 年 ,Kyswmun 推广 Гелъфонд 的 方法 ,证 明了 2 个 
是 无 理 数 ， 

Гелъфоанд1934 年 ,Schneider1935 年 互相 独立 地 解决 了 希 尔 伯 
特 第 7 问题 . 

1966 年 ,A. Baker 的 著作 (超越 数 ) 问 世 , 这 本 书 大 大 丰富 了 
超越 数 的 理论 ,包含 许多 重要 的 结果 ,例如 : 

“W asas ya 是非 零 代数 数 ,使 得 log alog mylog а, 
在 有 理 数 域 上 线性 无 关 ( 即 不 存在 一 组 不 全 为 0 的 有 理 数 a ,a;， 
"ya 使 得 


ailogai + alog а, + += + alog 0 = 0), 


MÜ) Llog а, Іор ay," log a, 在 全 体 代数 数 上 线性 无 关 ( 即 不 存在 
ео К borbi rb, ЕЙ 
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b, + bilog a, + B; loga, + = + Blog a, = 0).” 


作为 Baker 定理 的 一 个 应 用 ,我 们 证 明 2” 是 超越 数 . 
027 = а, a 为 代数 数 ,那么 


V 2 log 2 — log a = 0. Ф 


Hi + log 2,log “在 代数 数 上 线性 相关 ,所 以 它们 在 有 理 数 上 线性 
相关 , 即 存在 有 理 数 aa 不 全 为 0, 使 


alog 2 + a;log a, = 0, @ 
从 而 a: #Ж 0. 
但 由 四 、@ 得 
Кас 
为 有 理 数 , 矛盾 ! 
所 以 2 T 不 是 代数 数 - 


超越 数 的 理论 还 远 远 没有 完成 . 例如 , 欧 拉 常 数 
C=lim|1 + # + = + 1 logn] 


是 否 是 超越 数 ? 但 现在 连 它 是 否 为 无 理 数 还 不 知道 . 又 如 
Ы" Ж! 
Карулы э E Рт, 
是 无 理 数 ,但 不 知道 它 是 否 为 超越 数 ， 
参考 文献 [3;pp. 529 一 564],[144p, 352],[19,р. 159]. 
( 单 ж 
e 的 超越 性 (The transcendence of e) 自然 对 数 的 底 e 是 超 
ай. 
1873 年 , 埃 尔 米 特 发 现 了 e 的 超越 性 . 证 明 如 下 : 
设 e 为 代数 数 , 即 有 
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aitaita; + +a" = 0, 
Ж assaia, HER Ф 


о туре а — aya, 
其 中 己 为 奇 素数 
AA 


[= az =k, 
о 


Гетов = fe fodar Гела D az, 
i х a 


所 以 在 回 的 两 边 同 乘 | еа 


в= Daf «Лк + yaz + x ae еа) az, 
[тт] ° һе 
-r p b ы 
因为 f(z J=% GD at Fee Т 


RH bbo 53638. ВО 8 
a [ес az = асари + pAs 


E AET ES 


fG@ + h) = жк 


Ha- Deant = ©ту” ту ©ту 
其 中 сус," ЖЖ, ИЩ O 
af ef дг вА, 


其 中 А, 为 整数 


yG + hyr АА — Де 


"+++ 
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HOON 


У ае de= CC and + A 


= = 


当 广大 于 mm 及 nn 时 ;加 式 有 边 的 第 一 项 不 是 p 的 信 数 . 因此 和 
У) аео + ac ЗЕ. 
现在 估计 名 的 右边 的 第 二 项 和 . 显然 


ане а) dz 
|, 


1 


a - 1 т ул 
a epit dimeet ши S 
<er + m Fn > a| 


Bu СЕБИШ 
其 中 M, 与 p 无 关 . 
因为 lim сүүр = 0, 所 以 取 EERE 


mt) 


(Р—1)1 


回 的 右边 是 一 个 非 零 整数 与 一 个 小 于 1 的 数 的 和 ,这 和 不 可 
能 为 0, 因 此 @ 不 成 立 , 从 而 e 不 是 代数 数 , 即 e AARM- 
参考 文献 [3:pp: 554 一 557],[19vpp. 170—173]. 
( 单 5] 
不 的 超越 性 (The transcendence of т) 圆周 率 w 是 超越 数 . 
1882 年 , 林 德 色 证 明了 是 超越 数 . 证 明 的 手法 与 埃 尔 米 特 
HEB] e 的 超越 性 方法 类 似 . 
由 式 的 超越 性 立即 得 到 用 尺 规 作 图 不 能 “化 圆 为 方 % 
参考 文献 [3,pp.557—558],[19,pp.173—177]. 
(E №) 


М,<1. 
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埃及 分 数 (Egyptian fraction) 分 子 为 1 的 分 数 称 为 埃及 分 数 
或 单位 分 数 .将 有 理 数 表示 成 埃及 分 数 的 和 ,是 一 个 古老 的 问题. 
古代 埃及 人 将 他 们 研究 的 成 果 写 在 一 种 水 草 的 叶子 上 , 称 为 
纸 草 . 1858 年 ,苏格兰 人 Rhind 购 得 的 纸 草 称 为 兰 德 纸 草 , 约 产生 
于 公元 前 1650 年 ,其 中 有 将 形 如 的 分 数 写成 不 同 的 单位 分 数 的 
和 ,n 是 5 到 101 的 所 有 奇数 .例如 


tw 


1 
4 
1 1 1 
56 + 679 T 776" 
14-1, 
99 66 + 198` 

埃及 人 这 样 做 的 目的 大 概 是 为 了 避免 分 数 计算 中 的 某 些 困难 . 他 
们 是 怎样 求 出 这 些 表达 式 的 ,现在 有 种 种 解释 ,并 且 可 以 诱发 出 许 
多 问题 ,不 少 至 今 仍 未 解决 ,所 以 人 们 对 这 类 问题 的 兴趣 仍然 很 
浓厚 。 

1954 年 ,R. Breusch 与 B. М. Stewart 互相 独立 地 证 明了 为 


奇数 时 , 王 可 写成 有 限 多 个 分 母 为 奇数 的 不 同 的 埃及 分 数 的 和 :与 
之 形成 对 比 的 是 Stein, Selfridge,Graham 等 提出 的 问题 ; x 为 奇 


数 时 ,将 旦 表 成 了 过， 这 里 nz 依次 选取 ,zxt) 是 使 
SE! 
a Заа 
的 最 小 的 奇数 .是 否 有 限 步 一 定 结束 ; 即 у) 1 是 否 只 有 有 限 多 


H4 жняя 


项 ,例如 ,对 到 = 也 可 逐步 选取 = 5,z = 13,z Пб = 
10 465, +В. 


这 一 问题 尚未 解决: 

容易 证 明 二 十 二 十 … 十 L 不 是 整数 . 设 2.3, n 的 最 小 
RRRA М, 2: << n < 201, Д) 

мү ул 1 1 

заз дев. 
BD 4 ++ 1 дв. 

更 一 般 地 ,1924 年 ,Nagell 证 明了 由 正 整数 组 成 的 等 差 数列 ， 
它 的 倒数 和 决 不 为 整数 . 

шарг 14 на: ман Erdus $ 

++Y+=+1l =$, 

b R 3，3，… on кайи a + 1 = 0(mod b) 仅 在 
n = 2,3,4 时 出 现 ,并 问 ab 是 否 有 无 穷 多 次 互 质 ? 

关于 和 为 1 的 埃及 分 数 ,有 众多 的 猜测 与 问题 ,例如 ,1972 年 
L.S. Hahn 提出 的 问题 如 果 正 整 数 集 分 拆 为 有 限 多 个 集 ,其 中 
是 否 总 有 一 个 集 , 使 得 任意 的 有 理 数 可 以 表 为 该 集中 有 限 多 个 不 
同 元 素 的 例 数 和 ? 


关于 埃及 分 数 的 不 定 方程 ,参看 不 定 方程 | 41+ ++ 


х 


N |= 


参考 文献 [18,pp, 158—166]. 
( 单 ж йз вка) 
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家 政 问题 (Menage problem) 对 夫妇 围 着 圆桌 坐 下 ,要 求 男 
女 相间 并 且 每 对 夫妇 不 得 相 邻 ,有 多 少 种 不 同 的 坐 法 ? 

这 个 著名 问题 最 初 由 E. Lucas 于 1891 年 提出 , 更 早 一 点 ， 
Р.С. Tait 曾 提出 一 个 等 价 的 问题 ,这 个 问题 源 自 他 在 纽 结 方面 的 
研究 .许多 学 者 讨论 过 这 个 问题 ,并 找到 多 种 解法 ,但 并 未 给 出 家 
政 数 M,( 即 上 述 坐 法 的 种 数 ) 的 明显 表达 式 , 直至 1934 Ф, 
J. Touchard F È R М, 的 表达 式 ,但 未 给 出 证 明 . 1943 年 ， 
1. Kaplansky 给 出 Touchard 公式 的 证 明 . 公式 


M= Dd Ф 


证 明 如 下 ; 

设 至 少 有 4 对 夫妇 相 邻 (男女 相间 ) 的 坐 法 有 W, 种 , 则 由 容 
斥 原理 得 

M,= u рь. ° 

Махат k ЭЖ C: 种 方法 , 由 于 男女 相间 , 任 一 坐位 上 
如 果 确 定 由 男士 坐 或 由 女士 坐 ) ,那么 其 他 坐位 上 坐 的 性 别 也 就 
随 之 确定 ,因而 各 个 坐位 上 坐 的 性 别 有 2 种 不 同方 式 , 设 选 出 上 对 
相 邻 坐位 的 方法 有 di Ж. 将 这 大 对 坐位 让 确定 的 天 对 夫妇 坐 , 这 大 
对 夫妇 之 间 的 排列 有 Al 种 ,其 余 (n 一 和 对 夫妇 中 ,n 一 名 男士 的 
排列 有 (mn 一! 种 ,女士 的 排列 也 有 (n 一 和 ! 种 .又 可 以 求 得 
i @ 
所 以 

,=2,С* 


从 而 中 式 成 立 . 
最 后 证 明 加 成 立 . 可 以 将 圆桌 视 为 一 个 圆周 ,上 面 有 2n 个 点 ， 


2. 


m” Cuta ekl (п — А) n— k)i 
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种 前 法 , 剪 开 后 拉 成 直线 ( 顺 时 针 方 向 变 为 直线 上 从 左 到 右 的 磊 
序 ), 共 得 到 (2n 一 6)， 2, 种 直线 上 的 排列 . 由 于 圆周 上 每 一 种 坐 
法 ,可 绕 加 周旋 转产 生 2n 种 坐 法 ,然后 剪 开 产生 同一 种 直线 上 的 


排列 ,所 以 直线 上 的 排列 数 应 为 2 二 4d 种 . 另 一 方面 ,从 直线 上 


2л 个 点 中 选 出 对 相 邻 的 点 可 以 看 成 从 2 一 上 个 点 中 选 二 个 点 
(在 选 定 的 每 点 后 面 放 一 个 点 就 成 为 2n 个 点 ) ,共有 С.Ж. 所 以 


2n—k 
е а=, 


WORT. 
Gah #9 
夫妻 围 坐 问题 (CCouples sitting on a round table) ” 见 家 政 问 题 . 
公开 密 钥 (Public key cryptography) 将 加 密 的 密 钥 公开 的 一 
种 密码 体制 , 它 以 大 合 数 的 素 因 数 分 解 作为 基础 ， 

为 了 保密 ,需要 将 信息 加 工 成 密码 传送 出 去 . 收 到 密码 后 ,又 
需要 解密 ,将 密码 还 原 成 信息 . 加 密 与 解密 需要 密 钥 ,例如 密码 本 . 
密 钥 ,过 去 是 保密 的 ,需要 专人 秘密 传送 ,如 果 被 敌 方 发 现 , 后 果 不 
жи. 

公开 密 钥 ,无 需 专人 秘密 传送 ,也 不 必 担 心 被 敌 方 发 现 ， 

1976 年 ,美国 斯 坦 福 大 学 工程 师 Diffie 与 Hellmann 提出 了 
公开 密 钥 的 想法 , 1978 年 , 麻 省 理工 学 院 的 Rivest, Shamier 与 
Adleman 提供 了 有 效 的 装置 , 所 以 这 种 编码 系统 简称 为 RSA Ж 
统 , 它 的 基本 原理 如 下 : 

WAKEN n Й 

n=114 381 625 757 888 867 669 235 779 976 146 612 010 
218 296 721 242 362 562 561 842 935 706 935 245 733 897 830 
597 123 563 958 705 058 989 075 147 599 290 026 879 543 541 
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它 是 一 个 64 位 的 素数 性 与 一 个 65 位 的 素数 q 的 乘积 ,再 取 一 个 
Жз=9 007( 这 个 数 必须 与 (p 一 1)(g 一 1) 互 质 ),n、s 就 是 加 密 的 密 
钥 , 可 以 公开 . 一 家 大 公司 可 以 将 这 两 个 数 交 给 用 户 ,用 户 如 果 要 
传送 一 句 话 ,如 


It's all greek to me 
CRYE- SPA — + tt W fJ B| 2 (BLR A ñr ) h fj — tJ 
话 ), 首 先 按照 通常 的 做 法 ,将 字母 变 为 两 个 数字 , 即 a =01,b= 
02,…3 一 25,z 一 26, 词 与 词 的 间隔 变 为 00, 这 样 上 面 的 话 就 变 成 
一 个 数 
692 019 000 011 212 000 718 050 511 002 015 001 305=M. 


然后 将 它 加 密 ( 如 果 M 大 于 ,那么 先 分 成 若干 段 , 每 一 段 小 于 着 
如 果 M УпЖЕЖ, ТЕ МЕЕ Е а 即 01 或 其 他 的 字 
母 ,使 所 得 的 数 与 BR. 这 样 处 理 后 再 加 密 ), 即 先 将 M 5 
方 , 再 求 出 M'mod п 的 余数 . 用 计算 机 (或 专门 的 密码 发 生机 ) 热 
行 , 不 到 1 秒 时 间 就 可 以 产 出 密码 М (=M (mod n)). 例如 上 面 
那 句 话 的 密码 M 是 

19 993 513 149 780 510 045 231 712 274 026 064 742 320 401 
705 839 146 310 370 371 740 625 971 608 948 927 504 309 920 
962 672 582 675 012 893 554 461 358 823 769 748 026. 
公司 收 到 密码 后 ,可 以 利用 自己 掌握 的 解密 的 密 钥 上 (不 公开 ) 进 
行 解密 ,+ 满足 

ts = 1(mod (p = 1)(q — 1)). 


根据 欧 拉 定 理 MO = М-н) = (mod), fr D, 
(M'Y = M" = M(mod n) . 


因此 ,只 需 将 M' 做 上 次 方 就 可 得 到 M. 
类 似 地 ,公司 还 可 根据 用 户 发 来 的 密码 断定 发 密码 的 用 户 是 
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谁 ( 然 后 启用 相应 的 密 钥 )， 
由 于 的 分 解 极为 困难 , 敌 方 虽然 知道 也 无 法 知道 p.q, 得 
不 出 解密 的 钥匙 +. 
公开 密 钥 问世 以 来 ,引起 很 多 方面 的 关注 ,也 受到 一 些 批评 - 
但 无 论 如 何 , 它 是 数论 在 编码 中 的 一 项 重要 的 应 用 . 
参考 文献 [20,рр.123—128]. 
G ж) 
数学 黑洞 (Mathematics black hole) 设 了 是 定义 在 自然 数 集 
上 的 函数 ,如 果 对 任 一 个 自然 数 ”数列 
Ў (п), Р m), СНУ (л)++)) 
中 都 出 现 自然 数 上 ,并 且 ГОА, А k К ОТ 的 ) 数 学 
黑洞 .更 一 般 地 , 设 了 是 定义 在 自然 数 集 上 的 函数 ,如 果 对 任 一 个 
自然 数 mn, 数列 


Гоп), (п) = f Ú my), (п) = f СС Л (луч), 
Ф 


中 都 只 有 有 限 多 个 不 同 的 项 ,那么 ГУ Н СВО). 

数学 黑洞 的 例子 很 多 ,下 面 举 几 个 著名 的 例子 ， 

1. Sisyphus #9]. 

任 取 一 个 自然 数 ,例如 9 288 759, 其 中 数字 为 偶数 的 有 3 个 ， 
数字 为 奇数 的 有 4 个 ,数字 共 7 个 ,定义 了 (ln) 为 n 中 侦 数 数字 , 奇 
数 数字 、 全 部 数字 的 个 数 依次 排 成 的 新 数 , 即 

Л (9 288 759) = 347, 
或 写作 
9 288 759 — 347. 


照 此 进行 ,347->123, 而 123—123. 又 如 
25 897 031 257—4 711—+134-+123. 
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123 就 是 一 个 数学 黑洞 , 证 明 如 下 : 
л т т El (9 8. kf п 2210", n 的 数字 个 数 为 
丈 , 亲 数 数字 、 侦 数 数字 的 个 数 均 不 超过 mm, 所 以 
fO) < 10", 
而 在 1 之 2 时 ， 
m—l1>10"!—1>2"!， 5—1>5/—1>, 
因此 


© 


n>f(a): 
E 1=1 їй m24 时 ,显然 有 
n 2 1 000 > 999 > fn), 
即 四 仍然 成 立 . 
王 是 ,在 п221 000 时 ,7(z) 严 格 小 于 ”经 过 若干 项 后 ,四 中 
出 现 小 于 工 000 0%. 不 难 验证 对 小 于 1 000 的 ”四 中 迟早 要 出 
现 黑洞 123《 实 际 上 ,对 任 一 个 三 位 数 ,7(m) 必 为 33,123,213， 
303 中 的 一 个 ,而 33 -* 22 一 202 — 303 — 123,213 — 123) 
许多 黑洞 问题 都 可 以 用 类 似 的 方法 证 明 , 首先 , 当 n EEK 
HORT. 它 表明 "大 的 输入 得 出 较 小 的 输出 ”从 而 将 无 限 的 “ 字 
宙 (自然 数 集 ) 化 为 有 限 的 世界 . 然后 再 就 有 限 多 种 情况 加 以 
验证 . 
Sisyphus 是 古 希 腊 的 暴君 . 传说 他 被 罚 推 石上 山 , 但 石 块 推 上 去 
后 又 滚 回 山下 ,因此 永远 服役 ,没有 尽 期 ,如 同 123->123-123 一 … 
2. 数字 的 平方 和 
对 任 一 个 自然 数 wy 它 的 各 位 数字 的 平方 和 为 了 Cn) ,例如 
了 (384) 二 89, 这 样 继续 下 去 ， 


384->89-»115-+42-+20-=4-»15-=37-*58-*В9, 
其 中 只 有 有 限 多 个 不 同 的 项 ,89,145,42,20,4,16,37,58 等 数 形 
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成 一 个 圈 , 反 复出 现 ， 

用 类 似 方法 不 难 证 明 在 n>163 时 , 回 成 立 , 而 对 nn 过 163 的 数 
进行 验证 可 知 们 或 者 出 现 1, 或 者 出 现 生前 者 变 成 1 一 1 一 1 
后 者 形成 上 面 所 说 的 图 . 

对 数字 的 立方 和 或 更 高 次 方 的 和 也 有 类 似 的 现象 发 生 - 

3. Kaprekar 常数 

对 任 一 四 位 数 a( 它 的 数字 不 全 相同 ), 用 它 的 四 个 数字 组 成 
一 个 最 大 数 和 一 个 最 小 数 , 再 将 两 个 数 相 减 ,所 得 的 差 作为 Сп) 
( 当 帮 的 位 数 小 于 4 时 ,可 在 n 前面 补 零 , 如 n= 二 99 可 看 做 “四 位 
90070099), 不 难 验 证 中 将 成 为 


6174-*6174->6174-*= 


还 有 很 多 数字 黑洞 的 例子 ,不 少 属于 趣味 数学 ,但 其 中 也 有 很 
难 的 向 题 ,例如 Collatz 猜想 ,至 今 仍 未 解决 . 
参考 文献 [24,p. 6,p. 8]- 
GAHA # q) 
到 一 正方 形 顶 点 距离 为 有 理 数 的 点 (Rational distances from 
the corners of a square) 是否 有 一 点 到 单位 正方 形 的 四 个 顶点 
的 距离 全 为 有 理 数 ? 
这 个 问题 至 今 仍 未 解决 , 它 是 波兰 数学 家 Hugo Steinhaus 提 
出 的 , 见 他 的 著作 (又 一 百 个 数学 问题 ) 题 11. 原 题 为 “能 不 能 作 一 
个 正方 形 , 它 的 边 长 是 整数 ,并 且 在 它 所 在 的 平面 上 能 找 出 一 点 ， 
该 点 到 正方 形 四 个 顶点 的 工 离 都 可 以 用 整数 表示 , "这 与 上 面 的 问 
Швей. 
最 初 曾 认为 没有 非 平 凡 的 点 ( 即 不 在 正方 形 边 上 的 点 ) 到 三 个 
顶点 的 距离 均 为 有 理 数 , 但 本 Canway 与 М. Guy 发 现 方程 


(# +P — a?! + (# + Ё — гїї = (ору)? 
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有 无穷 多 组 整数 解 ,这 里 ec.6,c 是 一 点 到 边 长 为 的 正方 形 三 个 
顶点 的 距离 . 于 是 由 余弦 定理 便 可 得 出 有 无 穷 多 个 点 到 三 个 顶点 
的 距离 为 有 理 数 . 
参考 文献 [18,рр.181—185]. 
G+ ж 
3x 十 1 猜测 (The 3r 十 1 conjecture) 对 自然 数 工 施行 如 下 变 
# 如 果 工 是 偶数 ,将 它 除 以 2; 如 果 工 是 奇数 ,将 它 乘 以 3 再 加 
1, 这 样 进行 下 去 ,经 过 若干 次 就 得 到 1. 
这 一 猜测 也 称 为 Collatz 问题 ,Syracuse 问题 ,Kakutani( 角 
谷 ) 问 题 ,Hasse 算法 ,Ulam 问题 . 
L. Collatz 30 年 代 在 汉堡 大 学 当 学 生 时 , 受 兰 道 ,0. Perron, 
І. Schur 等 人 的 影响 ,对 数论 函数 产生 兴趣 . 他 对 图 论 也 有 兴趣 ， 
于 是 产生 用 有 向 图 来 表示 数论 函数 的 想法 ,函数 的 性 质 与 图 的 构 
造就 联系 在 一 起 了 , 在 1932 年 6 月 1 日 的 笔记 本 中 ,他 考虑 了 
函数 
етен 3), 


gin) = | 一 jika = l(mod 3), 


bjs о 


n + Ta a = 2(mod 3), 


并 提出 问题 
8908) ев Св 08090) 


ий _ 
是 否 有 界 ? 这 可 称 为 原来 的 Collatz 问题 . Callatz 未 曾 公开 发 表 他 
的 问题 , 仅 在 1950 年 国际 数学 会 议 期 间作 过 交流 . 直到 现在 中 
《8) 是 否 有 界 仍 未 解决 "倾向 性 的 看 法 认为 СВОЕ ЯА. 
真正 的 3z 十 1 猜测 是 B. Thwaites F 1952 年 发 现 的 . 
Collatz 的 同事 H, Hasse 对 3z 十 1] 猜测 甚 有 兴趣 ,而 且 和 很 多 
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人 讨论 过 它 的 推广 ,所 以 这 一 猜测 也 被 称 为 Hasse 算法 . Hasse 在 
50 年 代 访 问 过 Syracuse 大 学 (Syracuse 是 美国 纽约 州 中 部 的 城 
市 ) „Syracuse 问题 就 是 他 提出 的 名 称 , 1960 年 左右 ,Kakutani 7 
到 这 个 问题 后 很 感 兴趣 ,与 不 少 人 交流 过 . 他 说 ;“ 大 概 有 一 个 月 的 
有 时间， 耶鲁 大 学 的 每 一 个 人 都 在 做 它 , 毫 无 结果 , 我 在 芝加哥 大 学 
提 及 这 个 问题 后 ,也 发 生 了 同样 的 现象 , 因此 流传 一 则 笑话 ,说 这 
个 问题 是 为 了 延缓 美国 数学 研究 的 阴谋 ." 随 着 该 问题 的 传播 ,3 
十 1 猜测 又 被 称 为 Kakutani 问题 . S. Ulam 也 听 到 这 个 问题 并 在 
一 些 地 方 介绍 ,所 以 在 某 些 圈子 中 也 称 为 Ulam 问题 . 

下 图 是 对 一 部 分 自然 数 z 作出 的 ,从 z 发 出 的 箭头 指向 


Зат z # ОЖ ONR т EAW). 


已 经 对 z<2 + ]0" 进 行 过 验证 ,3z 十 ] 猜测 均 成 立 . 1993 年 ， 
Eliahou 还 证 明了 如 果 有 非 平 凡 的 图 ( 即 不 是 4>2 一 1->4) ,那么 
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这 个 图 的 长 宇 17 087 915. 

3z 十 1 MA 3z 一 1 时 似乎 最 终 会 出 现 圈 {1,2}, (5,14,7,20, 
10) [17,50,25,74,37,110,55,164,82,41,122,61,182,91,272, 
136,68,34}. 对 =<10 已 经 作 了 验证 , 还 可 以 考虑 更 一 般 的 


ра. 


ы = + 
laa + r,# plan 
3z 十 1 猜测 及 其 推广 ,看 上 去 简单 ,实际 上 非常 困难 ,以 至 
Erdós 认为 “数学 还 没有 成 熟 到 能 够 解决 这 样 的 问题 "奉劝 大 家 
“HARE!” 
另 一 方面 ,已 经 发 现 3z 十 1 猜测 十 分 重要 , 它 与 一 些 重要 不 定 方 


程 (如 费 马 大 定理 )\log; 3 AREE JA |||’ | 的 mod 1 分 
Ж.7›(2-айїс 整数 ) 的 遍历 理论 ,可 计算 理论 等 都 有 密切 联系 ， 
参考 文献 [18,pp: 215—218]. 
(* # 

Collatz 猜测 (Collatz's conjecture) J 3x 十 1 猜测 . 

Langford 问题 (Langford's problem) 能 否 将 两 个 1 两 个 
Z, WU п 排 成 一 列 ， 使 两 个 1 之 间 恰 有 1 个 数 ,两 个 2 之 则 恰 
有 2 个 数 ,…, 两 个 n 之 间 恰 有 个 数 ? 

C. Dudley Langford 是 一 位 数学 爱好 者 , 1958 年 , 他 在 
Math. Gaz. 42(1958),p. 228 上 提出 一 个 有 趣 的 问题 . 他 说 : 

“ 几 年 前 ,我 的 儿子 还 很 小 ,他 常常 玩 颜 色 块 , 每 种 颜色 的 木 块 
各 有 两 块 .有 一 天 ,他 把 颜色 块 排 成 一 列 ,两 个 红 的 间隔 1 块 ,两 个 
蓝 的 间隔 2 块 ,两 个 黄 的 间隔 3 块 ,我 发 现 可 以 添上 一 对 绿 的 , 间 
B 4 块 ,不 过 需要 重新 排列 、 

一 般 地 ,能 否 将 两 个 1; 两 个 2,…* 两 个 元 排 成 一 列 , 使 两 个 1 
之 间 恰 有 1 个 数 ,两 个 2 之 阿 愉 有 两 个 数 ,两 个 3 ЖЕН 3 个 
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数 ,…, 两 个 nn 之 间 恰 有 nn 个 数 ?” 
例如 ,在 mn 一 4 时 ( 即 红 蓝 黄 绿 四 种 颜色 )， 


23421314 
就 是 一 个 合乎 要 求 的 排列 , 

并 不 是 对 所 有 nn 都 有 合乎 要 求 的 排列 存在 , 1986 年 ,我 国 在 
南开 大 学 举办 的 数学 冬令 营 , 为 选拔 参加 国际 数学 竞赛 的 选手 , 曾 
出 过 这 样 的 问题 ， 

“能 否 将 两 个 1, 两 个 2,…, 两 个 1 986 排 成 一 列 , 使 两 个 i 之 
闻 恰 好 相隔 宇 个 数位 =1,2，…",I 986)?”( 这 是 Langford 问题 的 特 
殊 情 况 : n=1 986). 

答案 是 不 能 , 假设 有 一 个 满足 要 求 的 排列 ,这 时 每 一 个 数 c 
(11,2,…，19861 有 两 个 "坐标 ”前 一 个 坐标 z, 是 i 第 一 次 出 现时 
的 位 置 ,后 一 个 坐标 y; 是 i 第 二 次 出 现时 的 位 置 . 显然 


х=а+і +1. 


现在 用 两 种 方法 考虑 所 有 坐标 的 和 的 奇偶 性 . — 271. 

2X1 986 个 坐标 的 和 应 为 
1 十 2 十 3 十 心 十 C2XI986) 
=1 986 X (2X1986 十 1) 

是 一 偶数 . 

另 一 方面 ,每 个 数 iE {112,… ,1 986} 的 两 个 坐标 之 和 

五 十 二 2 十 i 十 1 

因而 所 有 坐标 之 和 为 


Jar ya nama неле D 


是 一 奇数 ,矛盾 ! 
对 一 般 的 风采 用 上 面 的 .比较 奇偶 性 的 方法 ,同样 可 得 ,在 
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7 三 1 或 2(mod 4) 时 ,上 述 排列 不 存在 . 

剩 下 的 问题 是 在 n=0 或 3(mod 4) 时 ,上 述 的 排列 是 否 存在 ? 

REREN, НОВО НР ERE MHE n 增 大 时 ， 
合乎 要 求 的 排列 数 大 得 惊人 . E n=3.4 时 虽 仅 有 一 种 ,但 在 n=7 
时 就 有 27 种 之 多 (我 们 将 一 个 排列 与 它 的 “颠倒 ”一 一 改 从 左 到 右 
数 为 从 右 到 左 数 , 算 作 同一 个 ) 

但 设计 一 种 方法 ,使 对 所 有 的 三 0 或 3(mod 4) 都 能 构造 出 
满足 要 求 的 排列 并 不 很 容易 . 这 个 问题 是 Roy. O. Davies 解决 的 
(8 Math. Gaz. 43(1958) pp. 253—255), 其 方法 如 下 : 


XIF n = 4m (т>1), ЕЁ 
人 ED LL Sa 
4т—4,4т—2,+,2т,4т—2,2т—3,2т—5,'"+,1› 


ARDC. занеса 
4т —1,1,3,""*,2т—3,2т, =" убт—4,4ть 
ваяв ватні 


Ат—3,›?т-+-1,4т—2,2т—2,*+,2,2т—1, 
ARAR- ECL. CA 
Ат—1,2,*,2т—2,2т+1,*=,4т—3,2т—1,4т. 


fln, Е m=2 (п=В],Й}® 


4617148562372538. 


P u ri ЖИ _ ч 
1,+°,2т—3,0ту+",4т—4,2т—1, 
P a a „annt 


ат 3," m1 idm 2 2m—2 m1 4ml, 
И: А 
2, 2m—2,2m-+-1,--- Am —3. 
Blim, tE m=2 (n 二 7) 时 得 到 
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46171435623725, 
于 是 ,有 定理 ; ЭЦ B (g л=0 яй 3(той 4) 时 ,可 以 将 两 个 1， 


两 个 2,…, 两 个 排 成 一 列 ,使 两 个 i 之 间 恰 好 间隔 i 个 数 (i 一 1， 


2 


э з = m = ш гю = 


эп). 
参考 文献 [7,рр. 108—115]. 
(йй * 5) 
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Avicenna 问题 (Avicenna problem) 若 某 自然 数 被 9 除 余 1 或 
Ж 8, 则 该 数 的 平方 被 9 除 必 余 工 
该 题 由 塔吉克 百科 全 书 式 学 者 Avicenna (BD Ibn sina, Abū 
‘Ali Al-Husayn ibn “Abd-allah，980 一 1037) 提 出 . 他 的 数学 著述 
只 有 关于 算术 的 一 篇 传 到 今天 ,是 他 的 医学 著作 《医书 ) 的 组 成 部 
分 (医书 ) 现 存 英国 莱 顿 图 书馆 )。 
ЖМ = 9n + 1 ,Ñ| M: = (9n + 1) X (9n + 1), Ер 
M: = 81л* + 18n + 1 = 9(9л* + 2n) +1, 
故 数 M 的 平方 被 9 除 必 余 1. 
АЮ М = 9n + 8,Ml 
N: = Bin? + 144n + 64 = 9(9л* + lên + 7) + 1, 
故 数 NN 的 平方 被 9 除 也 必 余 1. 因此 , 某 数 被 9 除 不 论 余 1 或 余 
8， 它 的 平方 被 9 除 必 余 1. 
参考 文献 [27,p.20,p.135]. 
($ Ж) 
Germain 定理 (Germain theorem) 求证: 对 任意 自然 数 
а>. а-а 的 数 一 定 是 合 数 ， 
该 问题 是 由 法 国 数学 家 Sophie Germain (1776—1831) 
出 的 . 
Жа 十 4 可 以 进行 如 下 分 解 : 
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att a= a+ 42 + 4— да? 
= (at + 2): — 422 
=[(— t + [Ga + H] 


当 a > 18, (а — 1: +15G+1+183KT І АФЖ, 
所 以 , 当 a > 1 时 , 形 如 a 十 4 的 数 一 定 是 合 数 . 
参考 文献 [27,p. 39,pp. 204——2051,[29,р. 74]. 
‹&® Ж) 
循环 小 数 的 一 个 性 质 (A property of recurring decimal) 若 有 


ЖУ (其 中 户 是 一 个 不 等 于 2 与 5 的 素数 ) 的 循环 小 数 表示 式 
中 ,最 短 循环 节 是 偶数 位 数字 组 成 的 ,那么 把 这 个 循环 节 的 前 半 段 
与 后 半 段 看 做 通常 数 时 ,其 和 全 部 由 数字 9 组 成. 

这 一 结论 及 其 证 明 出 有 美国 人 R. Honsberger 1970 年 出 版 
的 《数学 中 的 智 巧 ) 一 书 - 

先 看 一 些 特例 ， 


G) 4 = 0.142857, 
е РЭР. 
Gi) 13 ^ 0. 076 923; 
Gii) +L, = 0.058 823 529 411 764 7 


Gv) $ = 0. 052 831 578 947 368 421. 


由 它们 可 得 出 


142 076 05882352 052631578 
857 923 94117647. 947368421 
999° 999” 99999999' 999999999” 


一 般 地 ,证 明 上 述 结论 要 用 到 费 马 小 定理 ; 若 户 是 一 个 素数 ， 
(asp) =1, M] a’ = 1 (modp), M pjat — 1. 
#a=10 如 果 户 是 一 个 不 等 于 2 与 5 的 素数 ,那么 由 费 马 
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小 定理 知 ,存在 一 个 整数 ,使 得 
107% —1=ср. 
两 边 取 倒数 ,然后 再 乘 以 <, 即 得 


` ЖЩ.” 
p “了 一 人 
所 以 ,有 
a а 
T WSN р 


由 于 m<< 思 ,所 以 我 们 知道 we 一 10* ,因此 xc 最 多 有 (z 一 1) 位 .可 
以 看 出 ,@ 式 右边 的 部 分 是 几何 级 数 的 和 


ара 


它 表示 一 个 循环 小 数 ,其 循环 节 有 Ср 一 1) 位 ,代表 着 数目 nc, A 
此 5 的 最 短 循环 节 的 长 度 要 么 是 之 一 1 ,要 么 是 pp 一 1 的 某 个 因 
数 (在 例 (i)、Gii)、(iv) 中 ,最 短 循环 节 的 长 度 为 p 一 1 ,而 在 例 (i) 
中 ,最 短 循环 节 的 长 度 是 过、 ) 


类 似 于 由 费 马 小 定理 推出 中 式 那样 ,我 们 可 推出 下 列 事实 : 
车 上 是 任意 一 个 正 整 数 ,使 得 |10* 一 1 , 则 
[Д R 


= = —— D 
Р T © 


т=з К” 


其 中 及 是 一 个 小 于 10 的 正 束 数 ,这 样 的 小 数 表达 式 中 在 下位 
之 后 出 现 循环 
BAH > 的 小 数 表达 式 中 在 上 位 之 后 开始 循环 ,那么 
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ке 8 
10°—1' 
其 中 已 是 $ 展 式 的 循环 节 . 所 以 
РР = п(10 – 1), 
户 不 能 整除 ,因此 p UER. 
现在 我 们 可 以 断言 : 的 小 数 表示 式 中 在 于 位 之 后 出 现 循 
环 , 当 且 仅 当 1—1 能 被 p 整除 ,特别 地 ,也 的 最 短 循环 节 的 位 
数 是 被 户 整除 的 10% 一 1 中 的 最 小 整数 大 
于 是 ， 广 的 循环 节 的 长 度 只 依赖 于 Р, RAF п. 
现在 ,我 们 夹 证 明 题 条 中 的 结论 
假设 》 的 小 数 表 示 式 中 最 短 循环 节 己 有 偶数 位 数字 ,比如 
有 于 位 ,我 们 把 P SAFIER 
P=M-+-10 + N,N < 10, @ 
其 中 M 与 N 是 + 位 数 ,把 尸 分 成 两 段 .我们 要 证 明 
M + N = 99---9 = 10 — 1. 


此 时 


所 以 
ФР =n00 — 1) = л(10— 1) 10:1). 


由 于 六 ЖЕЙК, p 不 能 整除 .又 不 能 整除 10 一 1， 
因为 若 思 能 整除 10 一 ата 
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ш. 因此 ,素数 p EER 10-1. RIAA 的 表达 式 @@, 把 @ 式 写 
成 下 列 形 式 


A PAU Z= av И N. _ 
p 10®—1 (0— 1DQ0+1 ' 
因而 
пао +1) M:10 +N _M:10 - M+ M+ N 
P 107—1 =y 
Mo0— D+ M+N 
10 —1 
=u L M+N 
=M FT @ 
% Gf FB ЖЖ—11ЕЮЖ. AN p TER 10 + 1, 所 以 
M+N 
10 十 了 也 是 整数 . 


ЖМУ N 每 一 个 都 有 :位 , 即 
0<мМм+М<10—1+10—1, 


即 0 一 一 
4 M = =10 一 1 时 ,上 式 中 的 等 号 才 成 立 ,而 在 这 种 情形 
下 ;P 中 每 位 必定 都 是 9, 但 这 时 最 短 循 环节 就 只 有 一 位 ,与 最 短 
循环 节 的 长 度 为 偶数 的 假设 相 矛 盾 , 因此 ， 


M+N 
sl 


=1, 


即 
M+ М =10—1, 


这 正 是 我 们 所 要 证 的 


参考 文献 [25,pp.183—186],[28,p.152]. 
(EEH) 
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3 的 一 个 奇特 的 性 质 (A curious property of 3) WEH: 如 果 
mm 和 nn 是 两 个 自然 数 ,那么 Ym 和 Yn 之 一 总 是 小 于 或 等 于 
Уз. 
此 题 选 自 ( 美 国 数学 月 刊 )1970 年 第 768 页 问题 E2 190. 该 题 
由 Purdue 大 学 Harry Pollard 提出 . 
Ж т=п, Ул < VIR n 1, КВП пз", ГАР 
归纳 法 . 
№ n=1,2,3 时 ,显然 命题 正确 .假设 当 n 写 3 时 ,有 
т<3, 
于 是 
ti 
= п? + Зя? + 3n + (n — 3)m' + (п? — 3)n 
> n + Зл? + 3n + 1 
= n+, 
ЮЖ, Р т=п, ИНТЕ. 
如 果 mAn КЮ тп, {Ж 


Ут < Y" < ўз, 


MA FGR m=n=3 时 成 立 、 
参考 文献 “[30vp. 203]. 
(#ZR $) 
HARAR (De Moivre formula) 若 复数 == (cos 0 十 
isin 0) , 则 对 任何 自然 数 4, 有 


2" = т^(совлб + isin пб). 


1722 年 , 棣 莫 弗 在 他 的 笔记 中 ;利用 1707 年 已 得 到 的 结果 ， 
得 出 代表 比 为 1:n 的 两 个 角 的 正 矢 (vers a = 1 — cos а) H х A 
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+ 之 间 的 关系 ,这 可 由 消去 两 个 方程 — 22 ++ z" =— 2z"t f 1 — 
22 十 zz 二 一 2zz 中 的 z 得 到 .这 里 棣 莫 弗 认为 为 正 整 数 , 实际 
上 ,在 这 个 结论 中 已 隐 含 着 标 莫 弗 公 式 , 这 只 要 令 工 一 I 一 cosb 
+ 二 1 一 cos nb 就 可 导出 .但 棣 莫 弗 没有 明确 得 到 上 述 公式 ,完整 
的 棣 莫 弗 公式 是 欧 拉 于 1748 年 提出 的 ,并 给 出 了 证 明 ,还 把 它 推广 
到 为 任意 实数 . 棣 莫 弗 间接 地 得 到 下 面 的 公式 ， 


[ Vm" (cos a + isin а)]+ 
= Ут cos arte = + isin ыза “| П 


= 01,2, 1 аё: 


Б 1,2,3, п ЭЖ. 
标 葛 弗 公 式 可 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 
当 ” 一 工时 ,等 式 显然 成 立 ; 
当 n 二 2 时 ,由 复数 乘法 定义 可 知 
z? = z * z = Р (соз°0 — sin!0) + i(cos 6 < sin 8 
+ sin 0 • cos 0) ] = r” (cos 20 + isin 20), 


等 式 依然 成 立 . 
MEn = #(# 之 2,k 为 自然 数 ) 时 等 式 成 立 , 则 当 n = k + 1 
时 ,有 
zt: = z + z = тА (соз k0 + isin Аб) + r(cos 0 + isin 0) 
= 7m [cos #8 + cos 0 — sin А » sin 0) + 
1(соз #@ + sin б + sin А0 * cos 0) J 
=r't [cos (k + 1)8 + isin (è + 1)8], 


因此 ,对 任何 自然 数 m 等 式 成 立 - 
棣 英 弗 公式 的 一 个 直接 的 应 用 是 : 根据 复数 相等 的 定义 ,可 以 得 
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到 用 sin б 和 cos 9 的 短 来 分 别 表示 sin ng 和 cos nb 的 公式 , 即 
сов пб = cos "# — Cicos"™ bsing + 
Cšcos "віп 一 … 
sin n = Сісоз" !бзіп @ 一 Cjcos""0sin'0 + 
Cšicos*-*8sin*0 — ++ 


它 的 一 个 重要 应 用 则 是 ; 复数 域 中 ,1 恰 有 个 不 同 的 a 次 方 根 ， 
它们 可 以 用 单位 圆 的 一 个 内 接 正 n 边 形 的 顶点 来 表示 . 历史 上 欧 
拉 还 曾 用 该 公式 导出 了 著名 的 公式 e” = cos 0 + isin 0, 并 由 此 推 
动 了 对 解析 三 角 学 的 研究 
参考 文献 [5,рр. 38—39], [17; рр. 128—129], [20, 
рр. 631~633]. 
КЕФ 5 Я) 
四 平方 和 的 欧 拉 恒 等 式 (Euler identity) # nm = zi + 2 + 
ай krn = Яй + у +9 + Wn = At + В* HC + D Д 
А = дуу, + туу; + лау, + жуу, 
В = zy — туу + лау, — туу, 
С = ду тууу Ta + Уу, 
D = ду, — ауу — Za: + Zuys, 
此 人 恒等式 可 证 明 如 下 : 
RH ABC, D 并 求 和 1 即 知 所 有 系数 为 2 的 项 都 合并 为 
0. 例如 ,我 们 写 出 包含 yy: 的 项 


?лул,ууу 一 2ziziyuyx 一 PLIL Ya 十 PESTY: Ys 


合并 后 为 0, 包含 jir у, ya ys 的 其 他 乘积 NINNI VIV 
3ayt 的 项 也 同样 合并 为 0, 于 是 
А? + B: +Ct + D° 
= айу + ау ++ + 10616 9D 
= (zl + zi + 21 + zD OI + 5+ 3⁄4 + y). 
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根据 这 一 恒等式 ,可 得 出 数论 中 著名 的 拉 格 朗 日 四 平方 和 定 
理 (1770 年 得 出 ); 每 个 正 整 数 均 可 表 为 四 个 整数 的 平方 和 . 
参考 文献 [12,pp. 86—881], [21,pp. 49 一 50]. 
(EEH) 
拉 格 朗 日 恒等式 (Lagrange identity) ” 拉 格 朗 日 恒等式 指 的 是 : 


(zi + z + +++ zl) (al + aj + ++ — 
(аул + аж, + ++ + ама)? 


= (та, — ZA)! + (ха, 一 za) 十 … + 


(Ga, — zas). @ 
к Уа: У - (аа у) |@ =P. 
= = = tgelt @ 


由 于 
Gs + {+++ D laf + al e + a) 

= (aja? + айай + ++ + да) + (atal + zal + ee Бада!) + 
= + Caia] + == + ш) 


(aun + = {+ ад! = akad s pah У) Zizan 
ы 


于 是 @ 式 左 端 合并 掉 了 所 有 形 如 zia ВО, 8 34 F 6930 БН 
并 , 左 端 表示 成 
> (riaj —2лдаа + zlal) = У) Сма — za). 
<< 
由 此 即 知 拉 格 朗 日 恒等式 的 正确 性 . 
由 这 恒等式 还 可 立即 导出 著名 的 柯 西 不 等 式 ， 
参考 文献 [21,р.49]. 
(REF) 
ЗЕ BB 52 8 38 sÇ Fibonacci identity) 
а? + bi) (aš + у?) = (az + Бу)! + (bz + ау). 
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这 两 个 恒等式 是 1202 年 斐 波 那 契 在 他 的 《算盘 书 } 中 给 出 的 . 
它们 说 明 : 如 果 两 个 数 都 能 表示 成 两 个 平方 数 的 和 ,那么 ,它们 的 
乘积 也 能 表示 成 两 个 平方 数 的 和 . 可 以 证 明 ,这 两 个 便 等 式 包含 正 
Жж ККД. 这 两 个 恒等式 后 来 成 为 算术 二 次 型 的 高 斯 
理论 以 及 现代 代数 中 某 些 发 展 的 起 源 . 

裴 波 那 契 便 等 式 实际 上 是 拉 格 庆 日 便 等 式 的 特例 (一 
2 时 ). 

参考 文献 [4,p. 85],[21,p.49]. 

(WEH) 

Bhāskara 等 式 (Bhäskara’s equality) Вһаѕкага 等 式 , 指 的 是 

在 Bhaskara 著作 中 出 现 的 关于 两 个 或 多 于 两 个 二 次 无 理 数 相 加 
的 运算 的 等 式 . 

Bhaskara 是 12 此 纪 印 度 著名 天 文学 家 和 数学 家 ,他 擅长 对 
无 理 数 以 及 解 方程 的 研究 . 他 的 著作 中 出 现 过 关于 两 个 或 多 于 两 


个 二 次 无 理 数 相 加 的 运算 式 . 例如 , 设 有 无 理 数 / 3 M /12, W 
z m 
УЗ + /12= V i3 +12) +2 УЗ X 12 
= V27 =3V3， 
其 一 般 原理 可 表示 为 


ya + УБ = V(a+b)+ 2 vab. 
Bhaskara 还 给 出 无 理 数 加 法 法 则 ;“ 较 大 的 无 理 数 除 以 较 小 
的 ,所 得 之 商 加 1, 再 平方 ;然后 乘 以 较 小 的 无 理 数 的 平方 , 积 的 
(算术 ) 平 方 根 即 为 两 无 理 数 之 和 .” 即 


Ма + (4) +1] хь, 
另外 ,Bhaskara 还 给 出 了 更 复杂 的 含有 根 式 的 等 式 ,如 : 
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V10+ /24+ /40+ /60= /2 + /3 + v5, 


Мв + 120 V+ /60 + /88 + /而 + ZM 
= /Z + /3 + /S + /6. 


等 等 
参考 文献 [16,p. 211],[27,p. 17,p. 125]. 


(EEH) 

贾 宪 三 角形 我 国 宋代 数学 家 已 掌握 了 利用 二 项 式 展开 的 各 项 

系数 间 的 关系 来 开 方 解 方程 ,并 把 它们 画 出 图 表 来 ,这 就 是 南宋 杨 

辉 收集 在 (详解 九 章 算法 ) 里 的 “ 开 方 作法 本 源 图 ”如 图 3 - 1). 我 

国 上 古代 把 解 方程 称 为 “ 开 方 ”, 这 个 二 项 式 展开 的 各 项 系数 图 ,可 以 
直接 用 于 “ 开 方 ”, 为 创造 高 次 方程 数值 解法 提供 了 条 件 . 


= ж 
积 网 


Oba 
(лз T 

0909 

pO 


© 
@ 
@ 
@ 
° 


жа 
©) 
©) 
© 
© 
@ 
DC 


Nana CD 
БЕ] 
nsspa a GO 
sasan (9) 
sasan СЮ 


图 3- 1 开 方 作法 本 源 图 
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ш ЮН tH x 4- Bl E: JA dt: ЖЕСЕ ЖО Ж (1050 年 前 后 ) 的 
著作 中 发 现 的 ,所 以 我 国 现在 称 这 个 呈 三 角形 的 图 为 “页 宪 三 角 
形 ”", 又 称 为 “杨辉 三 角形 ”元 初 数学 家 朱 世 杰 把 这 个 图 由 7 层 推 
广 到 9 层 (8 次 等 ) ,为 高 阶 等 差 级 数 求 和 问题 和 高 次 招 差 法 的 发 
展 ,提供 了 有 力 的 数学 工具 . 

栅 宪 三 角形 有 如 下 重要 性 质 ; 

а) 该 三 角形 的 两 条 侧 边 ( 萎 ) 上 的 数 都 是 1, 而 其 余 各 数 都 等 
于 它 的 肩 上 两 个 数 的 和 ,用 组 合 记号 表示 ,可 写成 

C=C t Cri 
Ж г 1,2,+=,л,НФ O= ,C;-, = 0. 

这 个 组 合 数 等 式 是 页 完 三 角形 的 最 基本 的 性 质 , 称 为 页 先 等 
式 或 杨辉 等 式 - 

D 除 贾 宪 三 角形 两 条 侧 边 上 的 数 外 ,其 余 各 数 都 等 于 它 的 
右 肩 上 平行 于 该 三 角形 右 侧 边 ( 或 本 身 ) 的 斜 行 上 各 数 的 和 , 即 

C, + Си # Сэ +++ + C, = с. 
МИНА РТ ЮА Е Р REDET 
上 各 数 的 和 . 

上 述 两 个 等 式 的 证 明 , 见 组 合 数 等 式 ， 

一 般 认 为 ,页 宪 三 角形 是 基于 性 质 (1) 给 出 的 ,而 实际 上 贾 完 
本 人 则 是 由 性 质 (2) 构 造 出 来 ,如 图 3-1, 从 右边 开始 各 姻 行 中 数 
( 除 1 外 ) 构 造 如 下 : 


ж-ж" HERT 
1+1=2 1+2=3 
1+1+1=3 1+2+3=6 
1+1+1+1=4 1+2+3+4=10 
1+1+1+1+1=5 1+2+3+4+5=15 


1+1+1+1+1+1=6 
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第 四 斜 行 第 五 斜 行 
1 十 3 一 4 1+4=5 
1+3+6=10 1+4+10=15 
1+3+6+10=20 
第 六 斜 行 
1 十 5=6 


在 西方 ,16 世纪 时 也 已 有 人 知道 这 个 三 角形 的 系数 图 了 . 如 
德国 的 Apianus(1495 一 1552), 在 他 1527 年 出 版 的 (算术 封面 上 
就 有 这 个 图 表 了 . 不 过 ,这 个 图 表 却 是 以 17 世纪 法 国 数学 家 帕 斯 
卡 的 名 字 来 命名 的 ,而 帕斯卡 是 1653 年 才 提出 这 个 图 表 的 - 

参考 文献 [1，p.144], 3, p.427],[7,p.360],[15， 
р.2971,[103] 


CETS] 
#ЛЕ%Ж%®ШШ #И%®=9®. 
杨辉 三 角形 ” 见 页 宪 三 角形 . 
97-Е Ж 0 (Pascal triangle) 见 页 宪 三 角形 . 
FREER YC CHa = (Chp, NOP k p RE 


= 


к. 

李 善 兰 (1811 一 1882) 是 我 国清 代数 学 家 ,他 在 朱 世 杰 等 前 辈 
数学 家 对 吉 积 问题 研究 的 基础 上 ,利用 责 宪 三 角形 的 性 质 ,对 各 种 
堆 才 进 行 深信 的 研究 ,写成 ( 始 积 比 类 ) 四 卷 . 书 中 对 各 种 堆 才 及 其 
各 层 的 结构 , 层 与 积 的 关系 ,以 及 各 种 变化 的 规律 进行 了 探讨 ,将 
各 种 抬 进行 科学 分 类 ,并 把 各 种 翅 全 部 归结 为 有 关 三 角 才 积 的 计 


算 | 杨辉 . 朱 世 杰 研 究 的 三 角 声 积 是 


ү n(n + 1) sime DoR) 
З-б 6 


将 我 国 古代 传统 的 才 积 术 提 高 到 了 一 个 新 的 水 平 ,丰富 了 我 国 级 


S=1+3+64 = 
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数理 论 ` 组 合 数学 等 内 容 . 
1939 年 ,我 国 数学 家 章 用 (1911 一 19397 在 论文 4( 抬 积 比 类 ) 
朴 证 ) 中 ,首次 将 李 善 兰 关 于 夫 积 研究 的 成 果 归 纳 为 一 个 恒等式 ， 
称 之 为 * 李 善 兰 恒 等 式 ”. 1954 年 ,匈牙利 数学 家 Paul Turan 院 十 
来 我 国 访问 , 曾 以 李 善 兰 恒等式 作 学 术 报 告 . 国内 外 对 这 个 恒等式 
已 有 多 种 证 明 , 现 介绍 一 种 证 法 . 
首先 注意 到 
сш = > осе, © 
于 是 i 
Eoceen- Усон! 
= P уусна) 
= DD Gc 
= сг СС (Н O) 
=0 >С; 
= сао, 
即 已 推 得 No = сс @ 
回 的 两 边 都 是 的 (p + Q) 次 多 项 式 . РН ORE 
从 而 对 一 切 n ЮН. £ n 3 — 1 — n, W| 
пп — =G — p + 1) 
b! 


成 为 二 1 一 (一 ek n— P) (уңу, 
FIF Су СОЛ С DCY A 1) Са 这 时 四 就 成 为 


с 


ЕЛ 
DOO НИЕГЕ © 


— 
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特别 地 , 当 p==g 时 , 国 即 为 
А 
E CR = (С, 
= 
参考 文献 [1,pp. 325~328], [2,pp. 386—400, pp. 409 — 
420]. 


KE ЖЕФ) 
组 合 数 等 式 (Combinatorial equalities) ”关于 组 合 数 的 等 式 ,最 
常用 的 有 : 
(DO = CZ, 
(2) Сы = CI+ Се! 
(3) Ci + Cha ++ + С = Chu 
асно +С С 2. 
现 证 明 如 下 ， 
CE 
= cz. 


也 可 这 样 考虑 : 从 m 个 相 异 元 素 中 ,每 取出 一 个 人 元 组 合 ,同时 
必 留 下 另 一 个 (mm 一双 元 组 合 ,二 者 是 一 一 对 应 的 ,因此 (1) 式 成 立 . 
ЖҮ, кН жү. m. 1; 
EC = Hem рр в k Di 
— m![(m - k + 1) + &] 
Вт — k + 1)! 
Сн АЎ 
петер 
= Ср, 


(3) 由 (2) 有 
Cin = CH С, 
*k=0,1,2,-—,m— kb, Ооп) Ар H ENEE 
注意 CH=, PEOR. 
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等 式 (3) 通 常 称 为 朱 世 杰 人 恒等式 ,是 我 国 元 朝 数学 家 朱 世 杰 在 
1300 年 左右 发 现 的 . 
(4) 在 二 项 展开 式 
@+ю = DC 


ф,Ф а= = 1, 即 得 (4) 式 . 

也 可 以 这 样 考 虑 : 从 个 相 异 元 素 中 , 取 1 个 ,2 个 ,….n 个 
的 组 合 ,再 加 上 每 个 元 素 都 不 取 的 一 种 情形 , 恰 是 每 个 元 素 都 取 或 
者 不 取 这 两 种 可 能 的 一 切 情形 . 前 者 的 总 数 为 Cr 十 Cs 十 十 C;， 
后 者 的 总 数 为 2", 因 此 (4) 式 成 立 . 

È: 除了 以 上 4 个 常用 组 合 教 等 式 外 ,还 有 一 些 较 常用 的 组 
合 数 等 式 ,如 : 

(s) C— Cl + + С СА + +++ С ТУС = 0: 


(6) CL +C: +C! Hi = 1|2 + дов Т, 
саста = [н {a — Эк, 

MCHC 1 [2+ жов 02 J 
vag есы tn т 

OCHO [2+ оа 9—0), 


(9) СС; 十 CACH? + ++ + СС, = Се, 
(10) (С) H [OIE H e + (Ct = Chi 


api+iatio+ e+ Hei 
等 等 . 

组 台数 等 式 的 证 明 ,可 以 采取 各 种 方法 ,特别 可 以 

O 直接 由 组 合 本 身 研究 

© 借助 于 恒 等 变 形 ; 


图 根据 多 项 式 性 质 (特别 地 ,利用 牛顿 二 项 式 ) 
@ 应 用 数学 归纳 法 ， 
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以 确定 这 些 等 式 的 成 立 . 
参考 文献 [10,pp. 434~437],[22,pp. 536—540]. 
KEH) 
关于 二 项 式 系数 (On binomial coefficients) {АШ Ch, Ci» 
Cho CE 的 最 大 公约 数 是 什么 ? 

这 是 (美国 数学 月 刊 )1971 年 第 201 页 上 的 问题 E2 227, Hi 
Manitoba 大 学 N. S. Mendelsohn 提出 ,由 St, Ојаг 学 院 的 学 生 
给 出 了 解答 . 

注意 到 


Ch + Oh + С, 


且 所 给 数 的 每 个 公约 数 均 整 除 这 些 数 之 和 , 故 这 些 数 的 最 大 公约 
数 g 可 以 整除 2”!', 所 以 它 是 2 0938. 

假设 整除 ”的 最 大 的 2 的 时 是 2',n = 249,9 是 一 个 奇数 , 即 
Ch = 2n = 214. hF g Ж СЫЙ — 0 Н Ж 2 ЮЕ, g 
不 可 能 大 于 PU. 车 把 g 表示 成 g 二 2*', 对 于 7 一 1,3,5,…*，2n 一 
LAA 


= M 
C = ба iri 
a PN <и... 
r (2n-—r)1G 09] 
= .Ct 
= 
ар 


ВШ 24 |C. 
于 是 , 2! 即 为 C3 ,C3 ,… CE 的 最 大 公约 数 . 
参考 文献 [30,pp.212—213]. 
GE) 
初等 对 称 多 项 式 (Elementary symmetrical palynomial) 
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元 多 项 式 
=, + z: + == + z, Сао); 


жүл, + хүл, + == + луд, Че a); 


Titro ti + тулү"лү т, F "=° +C тле, 
GEHE 2,10: 
ы Сао.) 


称 为 初等 对 称 多 项 式 ,又 称 为 基本 对 称 西数 

解 四 次 以 上 高 次 方程 的 主要 精力 集中 在 解 一 般 性 的 方程 上 . 
在 朝 着 这 一 目标 前 进 的 过 程 中 ,一 些 关于 对 称 函数 的 辅助 性 工作 
被 证 明 是 重要 的 , 当 17 世纪 的 代数 学 家 注意 到 ,而 且 牛 顿 证 明了 ， 
多 项 式 根 的 乘积 的 各 种 和 可 以 用 方程 的 系数 表示 出 来 的 时 候 , 研 
究 对 称 函 数 的 兴趣 就 产生 了 - 

在 高 等 代数 中 证 明了 对 称 多 项 式 基本 定理 , 即 : 任何 对 称 多 
项 式 都 可 以 唯一 地 表 成 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 ， 

可 以 遥 过 递 推 关系 ,用 初等 对 称 多 项 式 表示 某 些 对 称 多 项 式 . 


例如 ,对 于 次 和 的 和 S = Ў) (ЖО, 
n 一 2 时 1,5; = 1+ BEARN 
Se = 9153; — 08,31 
4 二 3 时 ;5, = + а ава 
$, = 018,1 — 05,- + 035,3 


一 般 地 ,有 如 下 两 个 等 式 ( 称 为 牛顿 公式 ) : 
С) 34F< nm, 
S, = 511 os ++ + С 1)*о,.\$, 
HE 10+; 
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(2) Еп, 
$, = Sii 0050. + +} С 1)°t'a,S,_,.. 


参考 文献 [8;pp. 269 一 275],[17,pp. 354~ 355]. 
(EEH) 


一 个 对 称 式 (A symmetrical expression) 证 明 
jz 一 ?| 十 z 十 ?一 2z| 十 |z 一 外 十 工 十 了 十 2z 
是 对 称 式 , 并 求 出 能 使 该 式 的 对 称 性 变 得 明显 的 值 . 
此 题 出 现在 波兰 著名 学 者 H. D. Steinhaus (1887 一 1972) 的 
《数学 100 题 ) 上 ,作者 自己 编 题 并 给 出 了 如 下 解答 . 
用 字母 ш 表示 所 要 证 明 的 式 子 ,不 难得 到 
[21=— y| + 22+ 2y, 38 |z —y| + z+ y — 22 Z 0 Bl, 
М |z- yl +z+ y—2e<0B. 


laz, 
再 考虑 到 2—20 fl z—y<0 两 种 情况 , 则 得 
#х—:>0Нт—-у>0, 
=). #yx—=z20HBy—zZ=0; 
42, Ж=—-у>0Ң=—тт`>0. 


Ё w = 4max(z,y,z). 该 式 的 对 称 性 由 此 得 到 证 明 , 且 该 式 的 值 


4х, 


ВІ 4amax(z,y,z], 


我 们 给 出 另 一 解法 ; 
因为 |z — y| +z + у = 2шах{т,у}, ИШ 


jiz—y]+z+y-—2z]+ jz — y| +z+ y+ 22 
=|(|lz—y| + 2+ y) — 22) + (|z yl +z + y) + 2 


=2тах(2тах{2,у).22) 
= фтах(х,у,2). 


参考 文献 [26,p. 3,p. 56]. 
( 单 8 ЖЕФ) 
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拉 格 朗 日 插值 多 项 式 (Lagrange interpolation polynomial) 给 
定 两 组 实数 royli = 0,1,+-,л) AEP z, Z (56 j), 存在 唯一 
л KEAR P,(z) 满 足 条 件 


Plr) = уб = 0,1,-эл). @ 


这 个 结果 是 拉 格 朗 日 在 1795 年 给 出 的 . 实际 上 ,满足 条 件 @ 
п KEAR P,(z) 是 容易 构造 的 , 考虑 形 如 


Plz) = Dwilz) @ 


的 二 次 多 项 式 ,其 中 4zlG=0,1,…) 是 二 次 多 项 式 . 如 果 
4(z) 满 足 条 件 
м=р = ЧЕ ў = ол, еп, ® 


Ј = 1, 


ПАНО И n И E ЖЕП). 因此 ,只 需 确定 满足 条 
HON n KEAR LNG = 0,1,-- n). HFL) = 00 зт), 
所 以 4(z) 可 以 表示 为 


Uz) = a,(z — rle =t ge 1) 6 тнл) 0а), 
其 中 a 为 菜 个 常数 .又 由 于 4(z) = 1, 所 以 
1 


а a a ae a a) a 006 Y 
从 而 

Leia Са xa — 24) (z — na) (z Bir) G — z.) 
т, ж) mn — =<) (z, а)ба — z) ` 


@ 
如 果 令 olr) = (z — z.) (z — ду) (z 一 zz) ,那么 4(z) 可 
以 写 为 
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— wlz) 
10). = G aG © 


其 中 «од [8]. 


КЕЕН] T W R ИО n K 2 is 0 fF TE НЕ, MERKEA 
这 种 多 项 式 的 唯一 性 . 

设 Qu.(z) 是 满足 条 件 回 的 另 一 多 项 式 ,其 次 数 mn. Ез 
数 R.(z) = P.(z) 一 Quo(z)， 则 R.C) KI Api n 的 多 项 式 . 
因为 P.(z) 5 Qu(z) 均 满足 条 件 四 ,所 以 R(z) = 0G = 0,1,--, 
n), хуту,” wx, 是 R,(z) 的 十 1 个 根 ; 根 据 代数 学 基本 定理 ， 
R.(z) 至 多 有 个 根 . 因此 ,R.(z) 便 为 零 , 从 而 P.) = О„(х). 
这 就 证 明了 满足 条 件 外 的 次 多 项 式 是 唯一 的 ， 

多 项 式 回 (其 中 1:(z) 由 四 或 加 确定 ) 叫 做 拉 格 朗 日 插值 多 项 
式 , 给 定 的 数 orrir ‚т, 叫做 插值 结 点 ( 当 相 邻 两 个 结 点 的 距离 
均 相 等 时 叫做 等 距 结 点 ,否则 叫做 不 等 距 结 点 ) ,条件 四 叫做 插值 
ж. 

АЮ ЕВ, ИЕ ЖЖ (544—610) Ë 3 # T 
Ж}! PU (fl 2: sÇ , fi Ji ЖС РЕ ЖОК Ж (683—727) Н TEE 
距 结 点 插值 公式 ,这 化 拉 格 朗 日 发 表 相应 结果 要 早 1 000 多 年 . 

拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 基本 功能 是 用 来 代替 比较 复杂 的 函数 
或 解析 式 未 知 的 函数 ,以 便 进行 函数 值 的 近似 计算 . 因此 , 它 在 数 
值 分 析 的 许多 分 支 ,如 数值 积分 数值 微分 :微分 方程 数值 解 、 曲 线 
拟 合 .曲面 拟 合 等 方面 均 有 应 用 . 中 学 生 常 用 的 “数学 用 表 ” 中 , 许 
多 初等 函数 值 的 计算 ,实际 上 是 用 线性 插值 多 项 式 来 确定 修正 
值 的 . 

参考 文献 [9,pp.1I 一 要 . 

( 陈 永 林 ) 
欧 拉 公 式 (Euler formula) 设 二 一 1,y 为 实数 , 则 
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e” = cos у 十 isin y,cos y = este siny == = 
英国 数学 家 Roger Cotes (1682—1716) F 1714 年 发 表 了 一 
个 有 关 复 数 的 定理 , 即 


iy = loge(cos y + isin y), 


实质 上 ,他 用 另 一 形式 给 出 了 欧 拉 公式 中 的 前 一 个 ,但 未 能 引起 人 
们 的 重视 .1740 年 \ 欧 拉 在 给 约翰 " 伯 努 利 的 信 中 ， 讲 到 2cos у 和 


可 十 ere 


еН: 年 ,又 发 表 了 cos y = — 


Я G 
sin y 一 一 


让 一 的 结果 ;1748 年 ,他 重新 发 现 了 Roger Cotes 得 
到 的 上 面 那个 定理 (显然 也 可 以 从 1743 年 得 到 的 结果 导出 ). 欧 拉 
还 将 上 述 公 式 作 了 广泛 的 应 用 ,从 而 为 人 们 所 知 . 得当 时 公式 中 未 
用 i 而 用 V 一 1, 直到 1777 年 欧 拉 才 用 i 表示 /— 1. 

为 了 导出 欧 拉 公式 ,我 们 可 上 先 把 无 穷 宕 级 数 xz 所 定义 的 
超越 整 画 数 叫做 复数 域内 的 指数 函数 e°, l 


187 ТИЕ ТОҢ 
е-е tetz t FIEF @ 
然后 设 = АВ ѓу, 并 代入 中 ,整理 得 
= 全 二 | 
w= 
A E E a а a ИА 
和 
= cos y + isin y. 
同样 可 得 e° = соз у — isin y, 从 而 导出 
本 十 ee e ву 


созу = 55 sin y = *— 
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当 y 一天 时 , 据 欧 拉 公式 的 第 一 式 ,得 
er 十 1 一 0. 
它 把 数学 中 最 重要 的 五 个 数 : e\i\r,1.0 联系 在 一 起 了 . 欧 拉 还 获 
得 了 其 他 许多 奇妙 的 关系 式 ,如 i 一 e3 等 . 
参考 文献 [6,p. 87],[17,p. 128],[18,p. 413], [24, pp. 
486—487]. 
КЕФ ЕХ) 
f (cos х) = сов 17x 的 一 个 性 质 (A property of f (cos х) = 
cos 17х) # / (соз х) = cos 17z, 则 Ў (зіп х) = sin 172. 
本 题 为 美国 (数学 杂志 )1954 年 问题 Q103, 由 Norman 
Anning 提出 . 


Se= 7 yM sinz = cos y, 进一步 可 得 
sin17 z = sin [| 到 一 ?| ]= sin (87+ Z — 17) 
= sin | ë — 17у| = cos 17y = /(соз y) 


= /(вїп z). 


此 题 可 推广 , 即 题 中 的 17 可 以 用 形 如 4А + 1 的 任何 整数 
RE. 
# ficos z) = cos [(4k + 1027, M 


flsin z) = sin | (4# + 02]. @ 
由 中 还 可 类 似 地 得 到 : 
车 flsinz) = sin [Uk + 1027], MJ 

(сов z) = cos [ (4k + 1)2]3 @ 


# fig z) = igi + Dz], WJ 
f(cotz) = соі (2k + 1)z]; @ 
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车 f(cotz) = cot[ (2k + Dz], MJ 
fltg z) = tg[ (2k + 1)т]. @ 
参考 文献 [30,р.18]. 
(КЕФ жех) 
富兰克林 “遗嘱 ”问题 (Franklin's problem) 本杰明， 富 兰 克 
Ж (Benjamin Franklin, 1706—1790) ERA FA 03а Ж. (Ж Ж 
H. & 2 Kk X PRA fb 06 R 8. Ch f K Вя. 
“1 000 金 镑 赠 给 波士顿 的 市 民 . 如 果 他 们 接受 了 这 笔 钱 ,应 该 把 它 
托付 给 一 些 公 选 出 来 的 公民 ,让 他 们 按 5% 的 年 利率 借 给 一 些 年 
轻 的 艺 匠 去 生息 , 这 笔 款 子 100 年 后 将 增加 到 131 0004. ЖЖ 
望 那 时 候 用 100 000 金 镑 建造 一 座 公共 建筑 物 , 剩 下 的 31 000 金 馆 
去 继续 生息 . 再 经 过 100 年 ,在 第 二 个 100 年 的 未 了 ,款额 将 增加 
到 4 061 000 金 镑 ,其 中 1 061 000 金 镑 还 是 由 波士顿 的 市 民 来 支配 ， 
而 其 余 的 3 000 000 金 镑 让 马萨诸塞 州 的 公众 来 管理 . 过 此 以 后 ,我 
可 不 敢 多 作 主 张 了 . "现在 的 问题 是 : 这 个 和 遗嘱 实际 吗 ? 
这 是 一 个 复 利 问题 .已 知 本 金 1000 金 铸 , 年 利率 为 5⁄4, Wi 
100 年 后 本 利和 为 zx = 1000 X (1 + 5и)" 28. 


]gz = lgl 000 + 100lg(1 + 5%) = 5.1189, 


所 以 = 131 000 , X Tt Ч FHR- 
又 31 000 金 镑 到 第 二 个 100 年 未 了 , 变 为 


y = 31000 x Q + 5%)'® = 4076500, 


ТА УЯ ЕО 061 000 相 差 不 大 . 
TR 2 ЛЕ АЕО EKERMAN. 
参考 文献 [l4,pp.226—227]. 
(KEP 
火 业 游 戏 (A game of matches) 关于 火柴 游戏 ,有 下 面 几 种 : 
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1. 共有 54 根 火柴 ,两 个 人 轮流 取 , 每 次 最 多 只 能 取 5 很 ( 即 
每 次 可 取 1 一 5 根 ), 谁 拿 到 最 后 一 根 就 是 胜利 者 . 这 个 游戏 称 为 
“ 抢 最 后 一 根 ”. 

2. 把 一 些 火 此 分 为 几 堆 ,最 常见 的 是 分 为 三 堆 , 各 堆 的 数目 
分 别 是 3.5.7, 两 个 人 轮流 拿 , 比 赛 规则 是 : (D 每 次 只 能 在 某 一 堆 
中 拿 ,但 数目 不 限 ! 回 拿 到 最 后 一 根 者 为 胜 - 

3. 将 火柴 分 成 两 堆 , 开始 时 每 堆 的 火柴 数目 是 任意 的 , 警 如 
说 各 是 m 与 4 根 ,游戏 的 规则 是 ,每 次 移 走 火柴 必须 是 下 列 三 种 
移 法 之 一 : O 从 第 一 堆 中 移 走 一 些 火 柴 ;@ 从 第 二 堆 中 移 走 一 些 
火柴 ;@@ 从 两 堆 中 各 移 走 同样 数目 的 火 上 业 . 谁 取 走 最 后 一 根 火 柴 ， 
谁 获胜 . 这 种 游戏 称 为 威 案 夫 CWythoff) 游 戏 ， 

这 三 种 游戏 中 的 前 两 种 ,在 (数学 古今 纵横 谈 )( 桶 之 用 , 匡 伟 
贤 编著 ,科学 普及 出 版 社 广州 分 社 ,1982 年 12 月 ) 一 书 中 收录 ;第 
三 种 是 1907 年 数学 家 威 索 夫 发 明 的 . 

火柴 游戏 问题 的 解决 ,关键 在 于 找 所 谓 的 “胜利 局 势 ” 

先 来 解 第 一 种 游戏 . 因为 每 次 最 多 只 能 拿 5 根 , 若 现在 只 有 6 
根 火 柴 , 则 谁 先 拿 谁 就 要 失败 . 这 种 谁 先 取 谁 就 失败 的 局 面 称 为 
“胜利 局 势 "竞赛 者 一 定 要 想法 制造 出 “胜利 局 势 ”, 然 后 让 对 方 去 
拿 , 则 对 方 无 论 如 何 也 是 失败 的 , 不 难 知道 ,除了 6 是 “胜利 局 势 ” 
外 ,12,18、…、6k、,… 都 是 "胜利 局 势 ”如 一 开始 只 有 бА 8 k 3 WI 
谁 先 拿 谁 就 要 输 , 因 为 若 对 方 取 志 根 , 按 规定 0 二 过 5, 则 余下 的 
根 数 为 的 一 n= 二 6(% 一 1) 十 6 一 4 田 一 方 只 要 取 6 一 r+ 根 ,余下 
6(k 一 1) 根 ,这 样 下 去 ,到 最 后 剩 下 6 根 火 柴 , 就 回 到 上 述 最 简单 
情形 .这样 , 我 们 证 明了 бА E EHAS”. 

车 开头 不 是 “胜利 局 势 ”, 而 是 有 多 十 r 根 火柴 ;其 中 0 二 rr 二 
6 , 则 谁 先 拿 谁 就 胜利 ,因为 只 要 先 取 7 根 ,使 其 回 到 ве 根 这 个 
“胜利 局 势 ", 就 可 稳 操 胜 券 、 

现在 因 54=6X9, 是 “胜利 局 势 ” 所 以 谁 先 拿 谁 就 输 . 当然 ， 
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车 与 一 个 不 惊 得 这 个 秘 读 的 人 比赛 , 则 先 拿 也 有 可 能 取胜 ,因为 具 
要 对 方 有 一 次 取 错 而 没有 回 到 “胜利 局 势 ", 你 就 可 立刻 乘机 创造 
“胜利 局 势 " 而 取胜 . 

下 面 ,我 们 来 解 第 二 种 游戏 . 仿 上 ,我 们 先 分 析 这 种 游戏 中 的 
“胜利 局 势 ”. 

(1) 车 只 剩 下 两 堆 , 而 且 两 堆 的 数目 相等 , 则 这 是 一 个 “胜利 
局 势 ". 因为 只 要 按 对 方 拿 多 少 根 , 你 就 在 另 一 堆 中 也 拿 同 样 多 根 ， 
这 样 一 定 能 取得 最 后 一 根 而 获胜 . 

(2) (1,2,3) 这 个 局 势 是 “胜利 局 势 ", 因 为 无 论 对 方 如 何 取 ， 
你 可 以 立刻 把 它 化 为 两 堆 数目 相同 . 

(3) (1,415) 是 “胜利 局 势 ”因为 无 论 对 方 如 何 取 , 你 总 可 以 
把 它 化 为 上 述 两 种 “胜利 局 势 ”. 

(4) 进一步 可 得 (2,4,6) 是 “胜利 局 势 ”, 然 后 (3,4,7),(2,5， 
7),(3,51,6) 都 是 “胜利 局 势 ” 

(5) 开始 的 (3,5,7) 不 是 “胜利 局 势 ", 故 只 要 懂得 秘诀 , 先 拿 
者 一 定 胜利 , 因为 先 拿 者 第 一 次 就 可 把 它 化 为 (3,4,7) 或 (3,5,6) 
或 (2,5,7) 等 “胜利 局 势 " 而 稳 操 胜 券 . 

以 上 分 析 “ 胜 利 局 势 "的 方法 ,存在 内 在 的 数学 规律 ,这 就 是 下 
面 的 判别 法 则 ; 

把 各 堆 的 数目 化 为 二 进 制 数 , 然 后 把 各 数位 上 的 数字 分 别 相 
加 ,车 都 得 到 侦 数 , 则 这 种 局 势必 为 “胜利 局 势 ”否则 ,不 是 “胜利 
Аў”. 

例如 ,局 势 (1;213) 和 (1,4;5) 均 为 “胜利 局 势 ", 这 是 因为 

Q), = (001), (1) w= (001), 
(2) 1 = (010), (4) = 000); 


+) (3) = (011), +) 105) 0 = (101): 
0,2,2 2.0,2 


但 初始 局 势 (3,5,7) 不 是 “胜利 局 势 ", 因 为 
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(3) = (011), 
(5) = (101), 
+) (Dw= 0111) 
2,2,3 
其 中 有 一 个 数字 是 奇数 . 
Ж. 上 述 判别 法 则 不 仅 对 三 维 火 柴 游戏 适合 ,对 四 堆 、 五 
堆 ,… 火 柴 游戏 也 适合 . 例如 (2,3,6,7) 是 “胜利 局 势 ", 因 为 
(2) w= (010), 
(3) „= (011), 
(6) a= (110). 
+) Mesih 
2.42 
熟练 地 掌握 了 判别 法 则 后 ,我 们 就 能 在 这 类 火柴 游戏 中 取胜 . 
最 后 ,我 们 来 解 第 三 种 火柴 游戏 
我 们 用 数 偶 (a,5) 表 示 在 每 次 移 走 后 两 堆 中 余下 的 火柴 根 数 ， 
并 用 这 种 方法 来 记录 游戏 过 程 中 的 状态 . MRA RREH nn). 
用 代数 方法 表达 这 种 游戏 的 规则 就 是 ,把 (rz,x) 变 为 下 列 三 种 数 
偶 之 一 ; 


G) (m — tn); Cii) (m,n — t); Gii) Ga — tn — t). 


在 所 有 情形 中 , 均 有 + >1 ,因为 每 次 至 少 有 一 根 火 柴 必 须 被 取 
Ж. 谁 取 走 最 后 一 根 火柴 , 谁 就 获胜 . 

我 们 定义 数 侦 (a,5) 对 于 玩 者 A 来 说 是 一 个 “胜利 局 势 ", 如 
果 存 在 一 个 策略 ,使 得 不 论 如 何 从 (a,6) 中 取 走 多 少 ,A4 总 能 在 
比赛 中 获胜 (不 一 定 在 一 次 移动 中 取胜 ). 从 最 未 一 个 “胜利 局 势 ” 
(0,0) 开 始 ,我 们 可 以 构造 一 张 包 含 所 有 “胜利 局 势 " 的 表 , 用 这 种 
办 法 可 以 证 明 任意 一 个 数 偶 或 者 是 “胜利 局 势 " 或 者 是 “失败 局 
势 "然而 ,这 种 麻烦 的 手续 是 完全 可 以 避免 的 , 威 索 夫 给 出 了 一 个 
刻画 所 有 “胜利 局 势 " 特 征 的 公式 , 他 指出 ,胜利 局 势 "是 由 下 列 数 
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偶 给 出 的 ; (0,0) 和 (av 2,) (п = 1,2,3,---), 其 中 to) 与 位 ) 是 对 
应 于 无 理 数 工 一 二 证 的 比特 数列 , 即 : Ж ab. M 


3 十 Y5 [十 了 5 
a| =[ P "|, = [Hn |, 

注 : 这 一 结论 的 证 明 ,可 详 见 (数学 中 的 智 巧 ) 中 译本 
рр. 106—109. 


参考 文献 [13spp. 14~17],[28spp, 104—109]. 


EEP) 
三 角 函 数 的 加 法 定理 (Sum theorem of trigonometric function) 
sin (а + Д) = sin acos B + cos asin B, (Sesa) 
cos (a + ñ) = cos acos A F sin asin 2, (Crta) 
_ tga + tg 8 
(а В) = 1 кавй (Tosa) 


托 勤 密 在 他 的 《大 汇编 ) 中 ,利用 已 证 得 的 引 理 ( 现 称 为 托 勤 密 
定理 ), 实 际 上 已 导出 了 公式 Sa (由 图 3 - 2 可 得 BD - АС = 
AB. CD + AD +: BC, BD) 

2Rsin (а + B) + 2R = 2Rcos В + 2Rsin a + 2Rcos e + 2Rsin ñ], 
也 即 S... ЙК HE З - 3 [iH S. о), ЕНИН sin а 表示 
sin sin 2а 等 的 公式 ， 

B с 
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韦 达 补充 引进 了 和 差 化 积 公式 


sin a + sin B= 2sin zi feos а? 
与 正切 定律 
„А=В 
ay AF 
atk AFE 
tg 2 


以 及 用 sin 0 15 cos 0 表示 sin n0 和 соз ng 的 公式 ,而 三 角 函 数 的 
积 化 和 差 公 式 ,在 欧洲 最 早 为 ] Werner (1468 一 1528) 所 使 用 ,所 
以 有 时 被 称 作 Werner 公式 . Т С.о ЕЖ А П. М. 
Котелъников 的 学 位 论文 ， 
如 图 3-4, 设 P.Q 各 是 角 a、.B 的 
终 边 与 单位 圆 的 交点 ,其 坐标 各 为 
Zp =соза,уь = sing, To = COS Ê, Yg = 
sinf. 于 是 有 
PQ = (zr — ta) + (ye — Ya) 
= (соз а — cos 有 ): + 
(sina — sin 8)* 
=2(1 —cos acos 8 一 sin asin 2). 
把 坐标 轴 旋 转角 B, 则 有 
т} = cos (а — #),уЬ = sin (а — B),z =1,y 0, 
所 以 又 有 
PQ: = (zy — ла) + (уһ — уа)? 
= [соз (a — B) — 1] + вїп'(а — B) 
= 2[1 — cos (a — 8) ]. 


因此 , cos (а — B) = cos acos # + sin asin B. 
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HIA W PTT E С. , R Coa HA 3 — e а, й 
ЯГ C... 得 到 S... ‚ЕЛ = fi СЫ 5..,.С.., 便 可 导 
H Tusa 

公式 Co*z 也 可 利用 向 量 等 知识 来 证 明 . 

参考 文献 [4,p. 151,рр. 168 一 169],[16,pp. 138—139, 
рр. 277—278],[23,pp. 98—100]. 

(ЖХ ЖЕФ) 


RARR ТАЕЖЕ О), PRE, ТЖ R KE 
十 九 斗 ;上 禾 二 秉 , 中 禾 三 秉 , 下 禾 一 秉 , 实 三 十 四 斗 + 上 和 一 秉 ,中 
KOR FRIR KOHAR AEH, РЭ ЛИТ 

本 题 为 ( 九 章 算术 ) 卷 八 “ 方 程 "的 第 1 题 . 
设 上 ,中 ,下 禾 每 秉 实 分 别 为 z,y,x, 则 本 题 即 为 求解 三 元 一 
次 方程 组 


| 
Jez t aytz = 34, 
\т + 2y + 3z = 26, 


ТЕ теа Ия 
在 我 国 ,古代 解 线性 方程 组 的 方法 称 为 “方程 术 "方程 术 不 仅 
以 其 完整 的 解法 领先 于 世界 ,而 且 使 得 我 国 对 负数 概念 的 认识 和 
正 负数 的 运算 也 遇 遇 领先 于 世界 , 它 也 是 我 国 高 次 方程 (组 ) 不定 
方程 得 以 发 展 的 基础 
参考 文献 [31,p. 221]. 
(k) 
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аф трин, ЖП ЖАЛИ. 
HWRE EMA. 
ЖАКТ -+л,. = +2008. 
试问 高 明 能 算 士 , 几 多 酷 酒 儿 多 醇 ? 

这 是 明代 程 大 位 所 著 ( 算 法 统 宗 ) 第 十 三 卷 中 的 一 题 .题目 以 
诗歌 形式 出 现 , 其 中 * 酷 酒 "就 是 度数 较 低 的 “ 薄 酒 ”, 设 为 工 瓶 ， 
“醉酒 ”就 是 度数 较 高 的 “ 厚 酒 ”(“ 好 酒 ”), 设 为 y Ж. 则 依 题 意 有 

工 十 > 一 19， 


yz + 3y=33. 
解 得 酷 酒 为 9 瓶 , 醇 酒 为 10 Ж. 

参考 文献 [34,p. 817]. 

(ERKE) 
三 才 运 元 ” 今 有 股 弦 较 除 纺 和 和 与 直 积 等 . AAAI BR 
和 与 勾 同 , 问 弦 几 何 ? 

我 国 宋 元 时 代 已 掌握 四 元 高 次 方程 组 的 解法 ,并 称 之 为 四 元 
术 ". 本 题 为 朱 世 杰 著 的 (四 元 玉 鉴 ) 中 的 一 题 . 

设 以 a.b,c 代表 勾 , 股 , 弦 ; 则 “ 股 弦 较 "是 弦 与 股 的 差 < 一 b, 
“жж” с 与 勾 股 和 的 和 < 十 (a 十 5)," 直 积 ”是 勾 股 的 乘积 
ab "ARRE с 一 a,“ 弦 较 和 "是 c + (b — а). 于 是 本 题 即 是 解 
方程 组 

а + b+) + G b) = ab, 
|» асу —a) =a, 
a+ P = с. 
83k c = 5. 

参考 文献 [36,p.334]. 

ERE) 
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AENA ” 问 有 圆 城 不 知 周 径 , 四 门 中 开 , 北 外 三 里 有 乔木 
(4), 出 南 门 (8) 便 折 东 行 九里 (C) TAK. 欲 知 城 周 、 径 各 几何 ? 


图 3-5 还 度 图 城 图 


本 题 是 南宋 数学 家 秦 九 韶 的 著作 ( 数 书 九 章 ) 测 望 类 第 八 卷 中 
的 一 题 . 
题 意 如 图 3 一 6 所 示 , 其 中 АСЕ УНИ Р к. 
车 设 圆 城 直径 为 2， 连结 圆心 O 与 切 点 DD, 则 可 知 
RtAABCoRtA4DO. А 
АВ _ АС 3 
m 3885, N, 
3+d 


即 —— 
J УМ, 


_ У@ +4 + 9 x, QU 
3+4 È 图 3-6 


得 d' + 64* + 94% — 9724 — 2916 = 0. 
解 方程 即 可 求 得 贺 城 直径 d = 9( 蜂 ); WU x = 3, MARA 
长 为 27 里. 
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上 述 方程 是 高 次 方程 . 我 国 在 ( 九 章 算术 ) 里 已 论述 解数 字 系 
数 一 元 二 次 方程 的 一 般 方法 ( 开 方 术 ) 了 , 唐 代 已 掌握 一 元 三 次 方 
程 的 解法 .到 了 宋 元 时 代 已 掌握 了 一 元 高 次 方程 的 数值 解法 . 特别 
是 秦 九 部 在 继承 前 人 研究 成 果 的 基础 上 改进 方法 ,整理 提高 ,得 出 
一 元 高 次 方程 数值 解法 一 一 “ 正 负 开 方术 ”. 在 本题 的 解法 里 , 秦 九 
韶 是 通过 适当 的 变换 ,将 求解 方程 变换 成 


z! + 1525 + 72л* — B64z* — 11 664х* — 34 992 = 0, 


然后 解 之 ,从 而 来 说 明 他 已 掌握 了 任意 一 -元 高 次 方程 的 数值 解法 ， 
在 欧洲 ,法 国 的 P. Ruffini(1765~1822) .英国 的 需 纳 也 发 现 
了 高 次 方程 的 数值 解法 ( 常 称 " 霍 纳 法 "). 不 过 , 比 秦 九 韶 要 晚 500 
多 年 . 
参考 文献 [35,p. 183],[32,p. 159]. 
RKE) 
DRAE (ABR M АТ. РЇ]. 或 问 丙 出 南 门 
直行 一 百 三 十 五 步 而 立 , 甲 出 东 门 直行 一 十 六 步 见 之 , 周 径 几 何 ? 
本 题 是 我 国 金 元 时 代数 学 家 李 冶 (1192 一 1?79) 所 著 《 测 圆 海 
镜 ) 卷 七 的 第 2 题 , 李 治 在 总 结 概括 前 人 研究 成 果 的 基础 上 创立 了 
"RER": 设立 未 知 数 建立 方程 (* 立 天 元 一 ”) ,并 应 用 高 次 方程 
的 数值 解法 求 出 问题 的 解 -人 测 圆 海 镜 } 是 系统 研究 各 种 勾 股 形 ( 直 
角 三 角形 ?的 边 与 相关 圆 直 径 ( 勾 股 容 较 ) 问 
题 ,其 中 “天 元 术 ” 和 高 次 方程 数值 解法 也 得 
4 时 到 了 全 面 地 介绍 . 
В; 本 题 的 题 意 如 图 3 -7 BR, AB УВО 
7 нат B A itti OB. 
RIAO4BwRtAC4O， 
cop + OA_ OB 
Os” 00" 
ЫШ! 即 ОА -CO = CA + OB. @ 
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设 半径 OB 一 z, 则 依 题 设 条 件 有 O4 一 z 十 16,OC 一 z 十 135. 
而 AC = ОА* + OC, 将 @ 式 两 端 平方 并 分 别 代入 ,得 


(z + 16002 +135) = [(z + 16) + (z + 135X'Tz:, 


整理 得 ”zx! — В 64022 一 652 320x — 4 665 600 = 0. 
解 方程 得 。 z= 1200). 
所 以 圆 城 的 直径 是 240 步 , 圆 城 的 周 长 是 720 步 ( 习 惯 粗 取 
т= 38). 
参考 文献 [35,p. 169],[33,p. 446]. 
g) 
РВЕ (Number of bees) 07 — ЖК, ERHI RR 


НЕА ENERE EA- ЯЗУ RENER LSA 
HRE, 问 蜂 群 中 有 多 少 只 蜜蜂 ? 


本 题 选 自 12 世纪 印度 数学 家 Bhaskara 的 小 册子 (天 文学 之 王冠 ). 
设 蜂 群 中 有 2 只 蜜蜂 ,由 题 意 得 方程 : 


28 = к 162 +2, 


即 2 一 9z= 18. 解 之 ,得 
х= 6,21 = 172. 


故 蜂 群 中 有 72 ДЕЊ. 
参考 文献 [39,р. 76],[27,р. 17,р. 126], [29, pp. 116 一 
117]. 
(5 *) 
3 9 BB SZ EJ (Fibonacci's problem) 一 人 对 另 一 人 说 :“ 给 我 
7 个 第 纳 里 ( 古 罗 马 银币 名 ) ,我 将 比 你 富 5 售 , ” 另 一 个 回答 说 : 
“给 我 5 个 第 纳 里 ,我 将 比 你 语 7 ЇЙ. " 问 每 人 各 有 多 少 第 纳 里 ? 
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Жа н ЗЕ ЕЛ ЭЕ 0938 EARR) 斐 波 那 契 对 科学 的 伟大 
功绩 在 于 最 早 把 代数 和 印度 计数 法 介绍 到 欧洲 ， 
设 两 人 各 有 cy 个 第 纳 里 , 则 根据 题 意 得 方程 组 


247 = 56у — 7), 
У+ 5 = 702 — 5). 


解 之 ,得 == 77у = 9р 


因此 ,第 一 人 有 7 区 个 第 纳 里 ,第 二 人 有 9 уййн. 
参考 文献 [18;,p. 274],[27,p. 34,pp, 166—167). 
(E ж) 
卡 丹 问题 (Cardan problem) 试 将 10 分 成 两 部 分 ,而 使 两 者 之 
积 等 于 40. 
本 题 出 自 意 大 利 数学 家 卡 丹 的 代数 学 著作 《大 法 ). 在 16 tit 
纪 , 人 们 认为 “负数 的 平方 根 " 是 没有 意义 的 ,尽管 如 此 , 卡 丹 在 解 
本 题 时 指出 ,如 果 把 答案 写成 5 十 /—15Я15— у 15 这 两 个 
人 怪 模 怪 样 的 表达 式 ,就 可 以 满足 要 求 了 . 后 人 对 这 两 个 表达 式 的 进 
一 步 研 究 , 导 致 了 复数 的 产生 和 代数 学 的 发 展 . 
设 一 数 为 z, 则 另 一 数 为 10 一 z. 根据 生意 有 


z(10— z) = 40, 
12: — 10:4 40=0 #2,@ 
z =5 4 Viin =5— vI5i (=— 1), 
参考 文献 [l4,pp.l35—138],[27,p. 35,pp.170—1711. 
(& Ж) 
解 一 个 45 次 方程 (Solve an equation of degree 45) 解 方程 
45z — 8.7952? + 95 634z! 一 ee 十 


945z“ 一 45z + z“ = C. 
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求解 该 方程 是 比利时 数学 家 A. van Roomen(1561 一 1615) 于 
1593 年 向 欧洲 数学 家 提出 的 问题 .为 了 解 这 个 方程 ,当时 法 国 国王 
亨利 四 世 召 见 了 韦 达 . 韦 达 来 到 后 ,就 看 出 了 这 个 方程 相当 于 单位 


国 中 给 定 一 部 所 对 的 弦 , 要 求 该 浙 的 调 所 对 的 驼 , 也 就 是 用 sin a 去 
表示 sin 45a, 并 求 出 sin a 的 值 .于 是 他 运用 三 角 学 知识 ,很 快 就 求 
出 了 一 个 根 . 第 二 天 他 找到 了 该 方程 的 全 部 23 个 正 根 , 但 他 没有 给 
出 负 根 ,因为 那 时 人 们 认为 正弦 值 为 负 是 不 合理 的 , 两 年 后 , 韦 达 在 
他 的 (回答 》(Responsum,1595) 一 书 中 ,给 出 了 这 个 方程 的 解法 . 
因为 4 一 3 X 3 X 5; 所 以 可 先 将 这 一 弧 5 等 分 ,然后 把 每 一 
份 接连 作 两 次 3 等 分 ,并 使 它们 各 与 一 个 五 次 方程 和 两 个 三 次 方 
程 相对 应 . 这 样 , 上 述 方程 的 求解 ,就 归结 为 先 求 出 方程 3y 一 
y'= C 的 根 y, 再 求 出 方程 3 一 = уг, ВЕНЕ 
Бг — 5z' + z° = 1, 则 可 得 出 两 根 , 即 为 原 方程 的 根 . 令 C = 
2sin p, 则 有 工 一 2sin É. 这 里 提出 的 两 个 三 次 方程 和 一 个 五 次 方 
程 ,是 依据 表示 sin 30 和 sin 50 的 倍 角 公 式 而 得 到 的 . 
自 于 上 述 求解 过 程 中 过 到 了 用 sin 9 表示 sin n 的 问题 ,后 来 
者 达 又 专门 写 了 一 篇 论文 ( 截 角 术 》(4d angularium sectionum) , 
讨论 了 倍 角 公式 . 就 应 用 而 言 ,他 已 能 给 出 当 * 为 任意 正 整数 时 的 
WAART. 
参考 文献 [6,pp.151—152],[16,p. 2781. 
(EEF #22) 
遗产 问题 (The problem of distributing a legacy) 一 位 父亲 临 
终 时 ,让 他 的 几 个 孩子 按 如 下 方式 分 配 他 的 遗产 ; 第 一 个 儿子 先 


分 ,分 得 100 克 六 以 及 剩 下 遗产 的 和 ;接着 第 二 个 儿子 分 分 得 
200 ИШЛЕГЕ Жү ;然后 第 三 个 儿子 分 ,分 得 300 克朗 以 及 
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剩 下 遗产 的 证 …… 最 后 发 现 这 种 分 法 好 极 了 ,因为 所 有 儿子 分 得 的 


遗产 一 样 多 . 问 这 位 父亲 共有 几 个 儿子 ,每 个 孩子 分 得 多 少 遗产 ? 
本 题 出 自 于 欧 拉 的 著作 《代数 基础 》 
设 每 个 儿子 分 得 工 克朗 ,遗产 共 у ya BH. 


第 一 个 儿子 分 得 == 100 2100, 


第 二 个 儿子 分 得 “= 200 + — 
第 三 个 儿子 分 得 z= 900 +22230, 


解 之 ,得 工 一 900,y = В 100. 
故 老 人 共有 8 100 克朗 遗产 ,9 个 儿子 ,每 个 儿子 分 得 900 克朗 . 
参考 文献 [14,pp. 146 一 147]. 
( 黄 *) 
钟 针 的 对 调 (Exchanging clock needles) 时钟 上 的 时 针 和 分 针 
在 什么 位 置 时 ,它们 可 以 互相 对 调 ,并 仍 能 指示 某 一 实际 可 能 的 时 刻 ? 
有 一 次 著名 物理 学 家 爱 因 斯 二 病 了 ,他 的 朋友 、 传 记 作 家 莫 希 
柯 夫 斯 基 给 他 出 了 上 面 的 这 个 题目 作 消 得 - 
爱 因 斯 坦 画 了 一 个 草图 ,很 快 就 解决 了 这 个 问题 . 
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钟 盘 上 共有 60 个 刻度 ,分 针 运转 的 速度 是 时 针 的 12 f- 

设 所 求 的 钟 针 位 置 是 在 工 点 ? 分 ,此 时 分 针 在 离 12 点 有 ?个 
刻度 的 位 置 ,时 针 在 离 12 点 有 = 个 刻度 的 地 方 . 

时 针 所 指 的 时 间 , 需 分 针 从 12 点 起 转 过 60z + y 个 刻度 . 由 


于 时 针 运转 速度 是 分 针 的 十, 所 以 时 针 转 过 的 刻度 是 
_ 6Or+ y 
тр 
把 时 针 、 分 针对 调 以 后 , 设 时 针 所 指 时 刻 为 z, 点 = 分 ,这 时 时 
针 离 12 点 有 y 个 刻度 ; 则 
_ 60zi 十 = 
了 
这 样 ,就 有 
ro BEHI: бола 
а 0275-7 
其 中 工 和 五 是 不 大 于 11 的 正 整数 或 0. 
由 此 可 得 12 Xx 12 = 144 组 解 ,但 因 z= 二 0,x = 0 与 工 = 11， 
z = 11 是 同一 组 解 , 故 满足 要 求 的 对 调 位 置 有 143 个 ,如 : z 二 1 
Wa =1, ШШ у=5 е = 5], AI 151] 分 ,两 针 重 合 ， 
135 


可 以 对 调 ;z 二 2,z 一 3 时 ， 解 出 y 一 15 了 5, 一 11 闪 5， 就 是 说 


2 点 15 1 分 与 3 点 тн Ка. 
参考 文献 [29,pp. 102—105]. 
G *) 
三 次 代数 方程 的 解法 及 卡 丹 求 根 公式 (Solution of cubic 
algebraic equation and cardan’s formula on roots) 研究 三 次 代 
数 方程 解法 的 历史 其 为 信和 久 , 古代 巴比伦 人 人 异 助 于 由 的 值 求 
п\п? 的 值 的 数 表 , 解 出 了 某 些 特殊 的 三 次 方程， 
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程 ,而 且 从 由 评注 家 Eutocius 保存 下 来 的 古代 文献 的 片断 中 可 以 
看 到 , 阿 基 米 德 曾经 讨论 过 三 次 方程 具有 正 实 根 的 条 件 - 

530 年 左右 ,我 国 隋唐 王 幸 通 的 (给 古 算 经 ) 中 记载 了 20 个 涉 
及 建造 观象台 ,修筑 堤坝 . 开 挖 沟渠 等 的 体积 容积 问题 ,他 用 开 带 
从 立方 法 求解 由 这 些 问 题 归 结 成 的 三 次 方程 , 因此 , 王 孝 通 是 世界 
上 最 早 所 出 三 次 方程 的 代数 解法 的 人 . 

波斯 的 数学 家 Omar Кћаууат (27 1044 #0 1123) #9 
究 了 三 次 方程 的 几何 解法 一 一 用 圆锥 曲线 的 图 像 来 解 , 他 的 研究 成 
果 发 表 在 1079 年 出 版 的 《代数 学 ) 一 书 中 . 他 考虑 了 所 有 形式 的 三 
次 方程 ,但 系数 只 限于 正 数 ,并 只 考虑 正 根 , 他 将 一 、 二 ,三 次 方程 归 
结 为 25 类 ,属于 三 次 方程 的 14 类 ,每 一 类 都 给 出 几何 解法 . Omar 
Khayyam 也 曾 探索 过 三 次 方程 的 算术 (代数 > 解法 ,但 没有 成 功 . 

意大利 数学 家 斐 波 那 契 在 其 著作 《繁花 }(Flor) 中 给 出 了 三 次 
HE + 22° + 10х = 20 的 一 个 根 的 近似 值 (用 十 进 记 数 法 表 
示 )1. 368 808 107 5, 精 确 到 九 位 数字 ,但 他 没有 作出 任何 解释 ,所 
以 人 们 至 今 不 知 他 是 如 何 求 出 这 个 根 的 . 

印度 数学 家 Bhaskara 也 曾 考虑 过 三 次 方程 . 

总 之 ,在 12 世纪 以 前 ,只 能 解 一 些 特殊 的 三 次 方程 ,从 解法 上 
讲 , 比 较 成 功 的 是 几何 解法 . 直到 16 世纪 ,意大利 的 数学 家 们 才 用 
代数 方法 解 出 一 般 的 三 次 方程 ,接着 又 解 出 四 次 方程 ， 

关于 意大利 数学 家 求解 三 次 方程 的 代数 方法 ;有 一 个 离奇 而 
生动 的 故事 

大 约 在 1515 年 ,博洛尼亚 大 学 数学 教授 S. де! Ferro(1465 一 
15267 用 代数 方法 成 功 地 解 出 不 含 三 次 项 的 三 次 方程 ,但 他 只 是 将 
它 秘 传 给 他 的 学 生 А.М. Fior, 后 来 ,大 约 在 1535 年 ,N. Fontana 
(1499 一 1557), 即 塔 尔 塔 利 亚 (Tartaglia, 意 为 “口吃 者 ”) 宜 称 ,他 
已 经 发 现 了 不 含 一 次 项 的 三 次 方程 的 代数 解法 . Fior 不 相信 ,并 
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向 他 挑战 ,要 与 他 进行 一 场 公开 的 竞赛 : 在 规定 的 时 间 内 ,求解 由 
两 人 事先 提出 的 同样 多 的 三 次 方程 . 塔 尔 塔 利 亚 接受 了 挑战 ,在 况 
赛 的 前 几 天 里 ,他 发 现 了 不 含 二 次 项 的 三 次 方程 的 代数 解法 . 这 
样 , 在 竞赛 时 , 塔 尔 塔 利 亚 能 解 两 种 类 型 的 三 次 方程 ,而 Fior 却 只 
能 解 一 种 类 型 的 方程 , 塔 尔 塔 利 亚 获胜 , 后 来 , 曾 在 米兰 讲授 数学 
兼 行医 的 卡 丹 ,在 宣 哲 保守 秘 密 的 情况 下 ,从 塔 尔 塔 利 亚 那里 骗取 
了 三 次 方程 代数 解法 的 关键 .1545 年 , 卡 丹 在 德国 弓 伦 堡 出 版 了 
他 的 拉丁 文 代数 学 巨著 (大 衍 术 )(4rs magna) EIRAN TH 
尔 塔 利 亚 的 三 次 方程 解法 ， 

现在 来 介绍 一 般 的 三 次 方程 的 代数 解法 . 

设 有 复 系数 三 次 方程 多 Hay + by + с = 0. ЖИИ 


> 三 工 一 全， 则 得 不 含 二 次 项 的 三 次 方程 
2% + pz + q = 0. Ф 


南 代数 基本 定理 知 ,方程 四 有 三 个 复数 根 , 设 zi 是 其 任 一 根 , 考察 
复 系数 二 次 方程 
£ 


i z — у = 0, @ 


方程 @ 有 两 个 复数 根 a 与 B. 由 韦 达 定理 ,得 


a+ f= t, [9] 
аб =— £, @ 
将 回 代 人 人 得 
G+ В)? + pe + В) +a = 0, 
或 m + # + (Зай + p) (a + B) + q = 0, 
注意 到 @ RNA 


@ 


m +Ë =— q. 


168 数学 名 是 词典 


又 由 @ 得 e= Б. 
回 与 @ 表 明 ,o 与 所 是 复 系数 二 次 方程 
#+е—Ё=о 
的 根 . 解 @, 得 
= аа a 
二 
从 而 得 
Вр St as EE a. ц 
а=—#+ tE, 
J 
ОТА Е 
B= у + 
所 以 
аав 1+4) 
И гае У 
+ 2 4 +27 
公式 @@ 通 常 称 为 卡 丹 公 式 . 


FEAD E ft) K З, H. Eves 在 其 数学 史 著作 Great 
Moments in Mathematics 中 称 公式 回 为 卡 丹 一 塔 尔 塔 利 亚 求 根 


AR. 


在 意大利 数学 家 发 现 了 三 次 方程 的 代数 解法 以 后 ,还 有 许多 


数学 家 研究 三 次 方程 的 解法 
韦 达 提出 了 求解 三 次 方程 


2° + Зат = 2b 
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的 一 个 巧妙 方法 ,但 直到 他 死 后 的 1615 年 才 发 表 . 
设 


方程 四 变 成 
y + by =a, 
这 是 关于 y 的 二 次 方程 ,因此 可 以 求 出 y RIRH y, 最 后 求 出 z. 
1732 年 , 欧 拉 首 次 指出 三 次 方程 有 三 个 根 ,并 指出 如 何 去 求 
HEN. 
参考 文献 [36,p. 195], [8,pp. 295~ 304], [41›рр. 130— 


157]. 
(kak) 
四 次 代数 方程 的 费 拉 星 解法 与 条 卡尔 解法 (Ferrari's and 
Descartes’ methods for solving quartic equation) 设 有 复 系 数 的 
四 次 方程 
+ + ar tbr + cz + d = 0, @ 


先 把 方程 四 写成 
ык. 
再 引进 参数 +, 将 加 变 成 
ты ilge 
(jaie a 


选取 上 的 值 使 方 括号 中 并 的 二 次 多 项 式 是 一 个 完全 平方 式 . 为 此 ， 
需 使 它 的 判别 式 等 于 零 , 即 
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[#—‹|'—4{&—»+‹|[{—4)=, 


整理 得 
P — bt + (ас — 4002 — а?а + Аа — с = 0. @ 


图 是 关于 + 的 三 次 方程 ,用 求解 三 次 方程 的 方法 可 以 解 出 上 设 入 
是 方程 图 的 任 一 根 , 则 当 上 го 时 ,方程 国 变 成 


ЕЕЕ 5 d| = 0. @ 


方程 @@ 可 分 解 为 以 下 两 个 二 次 方程 : 


ы, Ж йа Ай. үү. 
= |+ Fitre (340—4) =0, '® 


БҮ СЫ Је анаја СО төн) =o @ 


解 方程 @ 与 加 ,可 以 得 到 方程 四 的 四 个 根 . 

以 上 就 是 费 拉 里 的 四 次 方程 解法 , 章 拉 里 是 卡 丹 的 学 生 ,这 个 
解法 被 卡 丹 写 进 他 于 1545 年 出 版 的 Ars magna — В. 

此 后 , 箱 卡尔 于 1637 年 提出 了 求解 四 次 方程 


х* + Ва? + cz Ба = 0 
的 待定 系数 法 , 设 方程 @ 的 左 端 等 于 乘积 
С? + kz + h)G2 — ka + т), 


АВГ ЖЕЗ ЭЙ А ЛОЙ К) RAAS И X T khm 的 三 个 等 
式 .从 这 三 个 等 式 消去 天 与 mm, 就 得 到 关于 E 的 三 次 方程 .于 是 ， 
求解 四 次 方程 加 化 为 求解 这 个 三 次 方程. 


© 
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参考 文献 [8,pp. 295~304],[41,pp. 151—158]. 

《 陈 永宁 ) 
因 式 定理 (Factor theorem) 多 项 式 f(z) 有 因 式 工 一 2 的 充 要 
条 件 是 f(a) = 0. 

ВЕЛЕ 1637 年 发 表 了 著作 (方法 论 》, 书 中 附 有 “折光 ”“ 气 
象 " 和 “几何 ”三 个 附录 ,本 定理 就 是 他 在 “几何 "第 三 编 中 提出 的 . 
第 卡 儿 还 利用 这 个 定理 和 他 提出 的 其 他 事实 ,建立 了 求 多 项 式 方 
程 有 理 根 的 现代 方法 : 

H fa) = 0, 则 由 余数 定理 (多 项 式 7(z) 除 以 工 一 “所 得 的 
余数 等 于 f(w) ,余数 定理 又 称 为 Bezout 定理 ) 知 ,f(z) 除 以 一 4 
的 余数 等 于 0, 设 商 式 为 Q(z), 则 Sa) = (z — a)Q(z). 因此 
f(z) 有 因 式 工 一 &. 

反之 , 设 f(z) 有 因 式 z — a, WJ f (z) т 一 a 所 得 的 余数 
等 于 0, 根据 余数 定理 ,有 f(a) 一 0. 

根据 因 式 定理 ,可 以 得 到 以 下 重要 推论 ， 

(1) Ш ab, 多 项 式 7(z) 在 且 只 在 /(а) = f@) = 00 
= (= — а)(= — Б), 

(2) 如果 f| L| — o, Bi qz РЕ ГС, 

(3) == a R Jr fGo = 二 0 的 一 个 根 的 充 要 条 件 是 多 项 式 
J 了 (lz) 有 因 式 一 a 

参考 文献 [40,pp. 429—431],[16›р. 316]. 

КЕР жх) 

第 卡尔 符号 法 则 (Descartes” гше of sign) 多 项 式 方程 

J(z) 一 0 的 正 根 的 最 多 个 数 等 于 系数 变 号 的 次 数 ,而 负 根 的 最 多 
个 数 等 于 两 个 正 号 与 两 个 负 号 连续 出 现 的 次 数 - 

这 一 符号 法 则 是 简 卡 儿 在 “几何 ”里 未 加 证 明 而 陈述 了 的 . 在 
今日 的 教科 书 里 ,后 一 个 法 则 的 说 法 是 , 负 根 的 最 多 个 数 等 于 
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天 一 z) 一 0 里 的 系数 变 号 的 次 数 , 

这 法 则 被 18 亿 纪 的 好 几 个 数学 家 所 证 明 . 

现今 高 等 代数 书 上 的 笛 卡 儿 符号 法 则 是 这 样 表述 的 : 实 系数 
多 项 式 f(z) 的 正 根 个 数 (%& 重 根 按 个 计算 ) 或 者 等 于 这 个 多 项 
式 的 系数 组 的 变 号 数 , 或 者 比 系数 组 的 变 号 数 少 一 个 正 偶数 ; 负 根 
ЛИОНЕ 大 个 计算 ) 或 者 等 于 多 项 式 /一 z) 的 系数 组 的 变 
号 数 ,或 者 比 这 个 变 号 数 少 一 个 正 偶数 . 

证 明 中 要 用 到 下 面 的 引 理 : 

1. 令 a 是 一 个 正 数 ,那么 实 系数 多 项 式 7(z) 的 系数 组 的 变 
FHERR (z — a) f (z) 的 系数 组 的 变 号 数 少 一 个 正 奇 数 + 

1 设 实 系数 多 项 式 

fa) = аы” + ay” p +. + ал^”'(а, A 0,a, £ 0) 


没有 正 根 ,那么 7(r) 的 首 项 系数 a, 与 末 项 系数 a, 5. 
假定 02) Н k AER msasa А 
f(z) = (а — mia — а) (а — a) ñ(z), 


其 中 pLz) 是 一 个 没有 正 根 的 实 系数 多 项 式 . 由 引 理 1 ,glz) 的 首 
项 与 末 项 系数 同 号 ,因此 pg(=) 的 系数 组 的 变 号 数 是 一 个 偶数 . 现 
在 依次 应 用 引 理 1 到 多 项 式 

ф(х), (2—1) 0а) (2а) 0—0) plr), fC) 


Е Гоа k 的 差 是 一 个 偶数 . 故 
对 于 正 根 个 数 的 符号 法 则 为 真 . 
对 于 负 根 个 数 , 显 然 也 可 得 到 有 关 法 则 成 立 . 
参考 文献 [8,pp.316—318],[16,p.315J. 
GA $) 
斯 图 姆 定理 (Sturm theorem) 设 实 系数 多 项 式 f(z) 没 有 重 
BAEREN at bla < b) 都 不 是 f(z) 的 根 ,那么 ,f(z) 在 a 与 5 
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之 间 的 实 根 个 数 等 于 f(z) 的 斯 图 姆 组 在 + 二 a 与 x 二 时 的 变 号 
数 的 差 V(a) 一 V(b). 
1829 年 ,法 国 数学 家 斯 图 姆 得 出 了 求实 系数 代数 方程 在 已 知 
区 间 上 的 实 根 个 数 的 简单 方法 一 一 斯 图 姆 方法 ,而 这 方法 的 依据 
就 是 斯 图 姆 定理 . 刘 维 尔 说 ,“ 由 于 这 一 巨大 的 发 现 , 斯 图 姆 立即 简 
化 并 且 完 整 了 代数 的 原理 ,用 新 的 解法 充实 了 它们 ,” 
注 : 关于 斯 图 姆 定理 的 证 明 可 参阅 张 禾 瑞 、 郝 销 新 编 ( 高 等 代 
数 》( 高 等 教育 出 版 社 ,1958 年 8 月 版 ) 下 册 pp. 312—314. 
参考 文献 [8,pp, 310~316],[44,pp. 132 一 136]. 
EEH) 
代数 方程 根 与 系数 关系 的 韦 达 公式 (Vitte's Formula on Roots 
and coefficients of algebraic equation) ”代数 方程 根 与 系数 的 关 
系 癌 题 , 伴 随 着 代数 方程 的 求解 问题 而 被 注意 . 
卡 丹 在 其 1545 年 出 版 的 {大 衙 术 》(Ars maad PRANE 
于 三 次 方程 的 根 与 系数 间 关 系 的 结果 : 
设 三 次 方程 x + pz 十 9z 十 7 二 0 的 三 个 根 为 a,8,7, 则 


«+Ё+7=—, 
ай+ ВУ + 7а = 0, 
оду =— т, 


MTHFR HARRERAZ ЙЕ gm T. 

韦 达 是 16 世纪 法 国 的 伟大 数学 家 ,他 为 代数 学 的 符号 化 的 发 展 
作出 了 重大 贡献 , 他 在 1591 年 完成 ,但 直到 1615 年 在 巴黎 出 版 的 重 
要 著作 《方程 的 认识 和 订正 ) 一 书 中 发 表 了 根 与 系数 的 关系 : 

Ë n Ky z" + pani + = + p. = 0 п TERA а, 
Za, z, |. WJ 


Уа =- b 


= 
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Drz =. 
= 


Tia = c re. 


(又 说 这 个 结果 是 他 在 1595 年 发 表 的 ) 这 个 结果 中 * 根 "的 前 面 多 
了 个 “ 正 * 字 .直到 1629 年 ,这 个 “正字 才 由 荷兰 数学 家 Girard Ж 
掉 , 此 时 韦 达 已 去 世 20 多 年 了 

牛顿 在 (普遍 的 算术 ) 中 也 叙述 了 根 与 系数 的 关系 ,但 末 给 出 
证 明 . 

现在 通常 所 称 的 韦 达 定 理 如 下 : 设 复 系数 方 程 


а" 4 ал27 4 аздт ° 4 Ба, = 0 Ф 


Ë n ТУА аваз ече за, 


в=(—1* У) ааа, = 1,26 n. © 


убт 


参考 文献 “[37,pp. 287 一 290],[8,p. 250]. 


(Fk ak) 
柯 西方 程 (Cauchy equation) ”以 下 两 个 函数 方程 
Faty = Рб) + СУ) @ 
与 

(ху) = gl) + 80), © 

称 为 柯 西方 程 . 

方程 O 在 有 理 数 范围 内 的 解 是 

Рб) = РА) - z, 图 


并 且 ; 方 程 @ 在 实数 范围 内 的 连续 解 也 是 @@- 
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事实 上 ,不 难 用 归纳 法 证 明 : 当 n 为 自然 数 时 ， 
finz) = nf(z). @ 
在 @ 中 令 z 一 ?一 0, WASO = 0, 从 而 有 
/С— 2) =— f(z), 


进而 可 得 
Fe nz) =— nf G) (n 为 自然 数 ): [9] 


Е@®@5@#Ф z = 1, 得 
Јо) = пра) п) =—nf(>, @ 


Жел HARK. 
Ë p tš q ЖЕРК, Ин @ ,®,®@ 


ж/а) = fO = |a |=), 
= f(— "一 £| 
-#0 р = Far Ё|=4/|— 2), 
因此 有 
“из Ёш] ~ = | Ё 
Д2 |= ла) Ё, Ёла): |—Ё|. 
这 就 证 明了 方程 中 在 有 理 数 范围 内 的 解 是 @)， 
另外 ,者 /(z) 是 连续 的 , 则 因 任 一 实数 可 用 一 有 理 数列 通 近 ， 


故 通过 极限 过 程 可 知 ,在 实数 范围 内 的 连续 解 也 是 加 . 
方程 加 在 正 实数 范围 内 的 连续 解 是 


g(z) = С\пт (C ЖЖ). 
实际 上 , 若 令 


Fla) = gle) (e 为 自然 对 数 的 底 )， 


e 


则 由 加 得 
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f(r + у) = f(z) + /Су). 
当 g(z) 连 续 时 ,f(z) 是 连续 的 . 由 关于 方程 的 结论 知 


gle) = Сх (C 为 常数 )， 
经 变量 替换 即 得 
glz) = Сіпа. 


柯 西 方程 与 @ 的 意义 在 于 用 函数 方程 来 定义 初等 函数 Cz 
与 Clnz. 


《 陈 永 林 ) 


(一 ) 一 般 不 等 式 

算术 平均 值 -几何 平均 值 不 等 式 (Arithmetic-mean-Geometric- 
mean inequality) # а;,а:,"--,а, 是 个 正 数 ,它们 的 算术 平均 
值 4,(a) 定 义 为 


а tart mta, 


A, (a) = Ж 


它们 的 几何 平均 值 G.(a) 定 义 为 


G,(a) = (аагеа*, 
则 
A,(a) > G.(a), @ 


ЧЕК Ча, = a, = … = a, 时 等 号 成 立 . 
最 早 使 用 两 个 正 实数 的 算术 平均 值 ,几何 平均 值 概念 的 大 概 
是 毕 达 哥 拉 斯 ,他 似乎 已 经 知道 不 等 式 
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ab 


a+b 
2 


但 是 其 证 明 是 由 欧 几 里 得 给 出 的 . 

1897 年 , 柯 西 第 一 个 给 出 了 АС 不 等 式 四 的 证 明 . 他 在 证 明 
中 首先 使 用 了 向 前 向 后 归纳 法 (也 称 倒 推 归纳 法 、 反 归纳 法 ). 此 
后 ,许多 数学 家 基于 不 同 的 数学 原理 给 出 了 AG 不 等 式 四 的 多 种 
证 法 .许多 证 法 可 以 在 哈代 , 利 特 尔 伍德 与 波 利 亚 ,Beckenbach 与 
Bellman，Mitrinovit 与 Vasit 等 关于 不 等 式 的 专著 中 找到 .下面 介 
绍 的 是 柯 西 的 证 法 、 

对 于 两 个 正 数 arar RMA 


ata (aai, 
当 且 仅 当 a = 时 等 号 成 立 
т T ua E E (акш, 


spa aca piate: инш T 


> [Gayi база) 11 


= (aman), 


HANY а; =a = а, = а, 时 等 号 成 立 . 
重复 上 述 论证 六 次 ,我 们 有 


атаса Sad) @ 


ЩН{Д Ча =а = = ae 时 等 号 成 立 , 
今 设 正 整数 普 满 足 2 >п, 取 


bi = ali = len), 
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һы = = be = Аа), 
АРКО boe br MA 


РРСРР = + = 一 ү 
= (A.(a))”, 
化 简 之 即 得 中、 

АС 不 等 式 人 有 其 重要 的 极 值 意义 . 实际 上 , 早 在 1729 年 , 马 
克 劳 林 就 以 几何 语言 叙述 道 :“ 若 将 线段 AB 分 成 任意 多 个 部 分 AC, 
CD,DE,EB, 则 所 有 这 些 部 分 之 积 当 这 些 部 分 均 相等 时 达到 极 大 . ” 

AG 不 等 式 有 加 权 的 形式 . # pipe ,是 个 正 数 ( 权 ), 则 

Фа + ba, 十 … 十 р.а, РЯ 
Бератор рд. "ОТЕ уй : ө 


车 引进 新 的 权 数 


aegypto FR iT РЁ» 
则 加 权 АС 不等式 辐 变 为 
аа + qay + = + 4а, 2 iaga y @ 
RP perg HEK Hq ++ + g. = 1. 
3 p. = 13 q. — 1 时 ,图 或 @ 均 变 为 四. 反之 ,从 加 出 发 , 通 


过 一 个 极限 过 程 ,可 以 获得 回 与 图 .所 以 ,许多 不 等 式 命题 尽管 是 
就 加 权 平 均值 立论 的 ,但 其 证 明 则 只 要 考虑 通常 的 平均 值 也 就 够 
T. 自然 ,就 实用 性 而 言 ,加 权 形式 的 AG 不 等 式 图 或 图 在 使 用 时 
较为 方便 灵活 些 

AG 不 等 式 是 最 重要 最 基本 的 不 等 式 之 一 , 它 在 初等 数学 与 
高 等 数学 中 有 非常 广泛 的 应 用 . 
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参考 文献 [42,pp. 16~19],[38,pp. 131~134]. 
СЖЖ) 
柯 西 不 等 式 (Cauchy inequality) $ asar,“ sa, ЫВ... 
是 两 组 实数 , 则 


БЕ <| a) Ee @ 


m 2 
当 且 仅 当 a 5 b, Ë i p| EREL. 

PARYK- Schwarz 不 等 式 ,或 柯 西 - Schwarz- 
Buniakowski 不 等 式 . 这 个 不 等 式 首次 出 现在 柯 西 于 1821 年 出 版 
的 著作 (代数 分 析 )CAnalyse algebrigue) 里 , 柯 西 不 等 式 有 多 种 证 
法 ,下 面 是 常见 的 一 种 . 


考虑 关于 了 的 二 次 多 项 式 (可 设 Da Z 0), 


А 
f(z)= er +b): 


=| Darla tal аја Ўы, @ 
=“ 
由 于 恒 有 f(z) > 0, ЖАНКА < 0, HHH A= 0 Bf 
f(z) = 0 有 等 根 . 由 此 可 得 四 以 及 中 取 等 号 时 的 条 件 . 
Ж asarna 与 色 ) 梧 …sb 是 两 组 复数 , 则 不 等 式 四 写成 
[Zeal < Dl Dat), @ 


= 


БЕКЕР 5 b Ñ DIRI SUR YT 
柯 西 不 等 式 有 不 少 推广 . 例如, Wagner 不 等 式 ; 若 0 < z < 
1,0 


| SR Dat) < Se + 2: Yaa) 
= я) =: = 
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( Уһ 十 2z У): 


= ГЕЛ] 
Callebaut 在 1965 年 证 明 ; # anb #ДЕТЕШ,1<<у<2 
Җ0<у<=<1,)ШИ 


( Dal Dl> l Хатт) I Sare) 


>| аге) Хав) >| Ува) 


Mclaughlin 在 1966 年 证 明 : 车 a; raryyan Н birbir rba 
是 实数 , 则 


| Saa)’ 
<( Pai) (Da)— (È astui — aiita) 


柯 西 不 等 式 的 积分 形式 是 : 设 /与 & 是 在 [4a,5] 上 的 实 可 积 
函数 , 则 


(eos (лсо (Гас), @ 


当 且 仅 当 了 与 5 是 线性 相关 丙 数 时 等 式 成 立 

不 等 式 @ 称 为 Schwarz 不 等 式 或 Buniakowski-Schwarz 不 等 
式 .实际 上 ;不 等 式 四 似乎 由 Buniakowski 给 出 在 先 (1859), 由 
Schwarz 给 出 在 后 (1885)。 

柯 西 不 等 式 是 最 重要 、 最 基本 的 不 等 式 之 一 , 它 在 初等 数学 与 
高 等 数学 中 的 应 用 非常 广泛 . 

参考 文献 [38;pp. 40~41,pp. 54 一 56]- 

(W kak) 
Wagner FER 见 柯 西 不 等 式 . 
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契 比 雪夫 不 等 式 (Tchebycheff inequality) Ж#а,а,-э›а, 与 
Б.Б," sb 是 两 组 实数 , 且 


a<a< <a S b S 65 < < h, 


或 a2a2> D a, b >b > Sbn 
则 
L 1 < 1 < 
1. 515 2А За, Ф 


HANY a, 相等 或 名 相等 时 等 式 成 立 ， 
契 比 雪夫 不 等 式 的 积分 形式 是 , 设 f 55 g 是 [ab] 上 的 实 可 
积 函 数 , 且 同 为 递增 的 或 同 为 递减 的 , 则 


окшош 
> = ea [жю ® 


奥 比 雪夫 不 等 式 外 首次 出 现 的 年 代 不 详 ,可 能 是 不 等 式 加 出 
现 较 早 ,因为 1918 年 Fujiwara 对 之 作 了 推广 . 
现在 介绍 问 比 雪夫 不 等 式 的 一 个 证 法 , 因为 


п Dat 一 1 в) t Xe) 
= > Siab — abi) 


M £t 


= 5) Slak ар) 


= = 


= 1 Y) Убай + abi — abi — ab) 


= = 


= 1 a — >o, 


= = 
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所 以 可 得 四 , 且 可 得 等 式 成 立 的 充分 必要 条 件 ， 
身 比 雪夫 不 等 式 可 以 推广 到 两 组 以 上 数 的 情形 , 若 


La < <a, 
0<b See <, 


OKAS l 


= 


Уа De, Уш Dart 
Shs Сару Рат š 
n п п п 
壬 比 雪夫 不 等 式 在 不 等 式 、 积 分 论 与 通 近 论 中 有 重要 应 用 . 
参考 文献 [43,pp.47—53J. 
《 陈 永宁 ) 
排序 不 等 式 (An inequality concerning rearrangements) 设 
a <a ab 是 1,2,… wn 的 任 
一 排列 , 则 
Bab < БУЛА < Saki @ 
БЕРЕР WFR 5, 相等 时 等 式 成 立 . 
一 般 地 ,车 两 组 实数 5x20 z, F yuyay. 对 12 
BEHER k. k. H 


ж, л, <" <> Hy «у < < y 
则 称 这 两 组 实数 工 与 y, 是 同 序 的 ,而 车 
ж Жл, < < z, Б y S Yy 2 Z у, 


则 称 这 两 组 实数 z y: 是 反 序 的 车 两 组 实数 既 不 是 同 序 的 也 不 
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是 反 序 的 , 则 称 它 们 是 乱 序 的 . 用 同 序 、 反 序 与 乱 序 的 术语 ,排序 不 
等 式 0 可 以 简单 地 写成 


反 序 积 和 三 乱 序 积 和 三 AFRA. @ 


ТЕКА ЗСО RIIE b, byr D BIB Career ien 
考虑 积 和 


5 = асу + азс, + "+ + асу. @ 


车 所 有 的 w 相等 或 所 有 的 b, AFERON th t рна. 
Sita, >ar 并 考虑 两 个 积 和 
S, = да + ас, + ++ Бас, + а, + = + aje, 
每 
S, = а,б, + йүс + == + ас, + Аас + е + aza 
S, 55 S; 不 同 的 仅 是 与 er 调换 了 位 置 . 因为 
5, — S, = ак, + a.c, — а„с,— ас, 


= (a, — а,)(0, — ce), 


所 以 , 著 c <c 52 Sa # с> c, Щ 5, < S. 这 就 是 说 ,a,， 
a, 与 cscr 同 序 时 的 积 和 大 , 反 序 时 的 积 和 小 .现在 对 任 一 对 svr 调 
整 cvc' 在 积 和 中 的 位 置 , 则 可 知 当 两 组 数 与 5 同 序 时 的 积 和 最 
天 , 反 序 时 的 积 和 最 小 , 这 就 证 明了 不 等 式 加. 
排序 不 等 式 人 在 不 等 式 的 证 明 中 很 有 用 ,例如 ,可 用 它 来 证 明 
算术 平均 值 -几何 平均 值 不 等 式 \ 柯 西 不 等 式 、 契 比 雪夫 不 等 式 等 . 
在 经 济 生活 中 ,工件 加 工 的 安排 ,生产 过 程 的 调度 以 达到 工时 最 
少 ,效益 最 大 ,能 耗 最 少 等 涉及 排序 的 问题 ,有 时 可 用 排序 不 等 式 
来 解决 . 
参考 文献 [42,pp-260 一 265]. 
(Wk ak) 
Gram 不 等 式 (Gram inequality) Ë zz; ez, 是 实 的 或 复 
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的 内 积 空间 的 向 量 , 则 称 矩 阵 

(mazi) ++ (Eita) 

GTi sgr") = H 

(zam) ++ (тэл) 

为 向 量 zi,zs,*… W Gram HERE, 7 
Раздан) =detG (т, оез) 
ЖЖ тууту, ,zs 的 Gram 行列 式 .我 们 有 
Ю(ду,ту,е,л„) 20, ° 

当 且 仅 当 向 量 zv, zv, z, 线性 相关 时 等 式 成 立 . 不 等 式 四 称 为 


Gram 不 等 式 ， 
a= (aysa y0.) yb = Cbr sbar sb) W 


(а,а) (asb) 
Dab баб 00) |>, © 
当 且 仅 当 a 与 线性 相关 , 即 a, 5 b Ñ e p| at 8 st Ray. 不等式 
回 即 柯 西 不 等 式 . 
Gram 不 等 式 还 有 积分 的 形式 


从 历史 上 看 ,大 概 积分 形式 的 Gram 不 等 式 出 现 较 早 , 例 如 ， 
C. Andreief 在 1883 年 就 著 文 论 及 它 . 
Gram 不 等 式 在 高 等 代数 、 积 分 论 \ 不 等 式 论 中 都 有 应 用 . 
参考 文献 [461pp. 59~63],[45,pp. 59—61,p. 88]. 
( 陈 永 林 》 


Young 不 等 式 (Young inequality) ab 2200221,5 + 
Жар 
з =1, 则 


y + — > ab. @ 


aje 
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这 个 不 等 式 ,实际 上 是 非 负 数 ab 的 加 权 形 式 的 算术 平均 
值 一 几何 平均 值 不 等 式 . 它 可 以 写成 


т^ + “ла >а, 


从 而 可 看 出 
“= [ea lon = Јанча, 


而 f(z) = z (05А Н 71020) = хел, 故 可 推广 为 积分 形式 

的 Young 不 等 式 ; 设 f 是 在 [0,c](c 二 0) 上 的 实 值 连续 且 严 格 

递增 函数 ,车 1(0) = 0,a € Гос) B b € [0,/(с)], W 
[Удаа + | F adz ав, @ 


ж f E ГБ, HERH 5 = f(a) 时 回 取 等 号 - 
不 等 式 @ 是 W. H. Young 在 1912 年 证 明 的 , 令 


giaj роь. @ 


HF g(a) = b— fla) 且 了 严格 递增 ,因此 有 
(2 0,40 <a < f(b) В, 
g' (а)) = 0,4 a = f) 时， 
| 区 0,234 a > 广 !(5) 时 ， 
故 当 za = f -1(0) 时 ,g(a) 取 到 g 的 最 大 值 , 即 有 
gla) < maxg(z) = gf (6)). @ 
分 部 积分 :得 


La 
区 一下 一 | "теда 


"te, 
= =zf'(z)dz, 
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ERR y = fca), 则 上 面 的 积分 变 为 


80) = |70285, @ 
#OSORAONHO. 
Young RROBA RE UB ЗЕТЕ Й 


尔 德 不 等 式 . 
参考 文献 [43,pp.63—66,pp.38—39J. 
(Mk ak) 
赫 尔 德 不 等 式 (Hilder inequality) # а, 2 0,52 0,i = 1, 


2em Нр. +1=1,0 


{г} 22061 > Уа, @ 
当 且 仅 当 存在 非 负 常数 = 与 B, а + > 0 Baat = В = 1, 
Zren) 时 等 式 成 立 , 
不 等 式 四 是 赫 尔 德 于 1889 年 获得 的 . 


车 > ar = 0 8 310 = 0, 则 人 中 取 等 号 . 


今 假定 а^ > 0 B Ўн 0. # Young 不 等 式 


1 1 


+“ +t gv @ 
中 令 
а= i = кес @ 
(Sant (P: 
= 
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ар от Й ай, 


> > q Sa | Уа) Уні 
= = = 


= 


将 这 些 不 等 式 从 j = 1] j= п, 


a 
于 24% 
Же Кя = 
РА ЫА 


БОРЩ 


由 于 市 十 =, 这 个 不 等 式 等 价 于 Q)， 


因为 当 且 仅 当 a? = 6 NORE, AROR H, HEOR 
等 号 ,必要 且 只 要 对 i 二 1,2,…,n, 有 


af Е bs 
即 aa = Bo 这样 就 证 明了 
对 于 0<p 达 1 亡 十 证 一 1 的 情形 ,四 中 的 不 等 号 反 向 . 即 : 


Жа 02206 =l), + у= 1 Җ#0<р<1ж 
0<а<1,Ш 


j Saz) ШП Ук) < Уб, © 


34 Н f 5 Fe о УВ, а + 8 >o B oat = GI, 
2, n) 时 等 式 成 立 ， 


ж ЕШ оао. ф0= 1.2 P.N 
1 1 
өо>їнр+ ө =1. BEROR 
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(ХАА Daet > lan, ® 


Ж А, > 0,8,2 0G = 1,2,+=,л). OPS А, = at В, = 
abs, 8 


(Be) H Хај ун, 


两 边 取 q КОН, ДИВА). 

不 等 式 @ 通 常 也 称 为 赫 尔 德 不 等 式 . 

显然 , 柯 西 不 等 式 是 p = 2 时 的 赫 尔 德 不 等 式 中 、 

赫 尔 德 不 等 式 有 各 种 拓 广 . 较为 常用 的 一 种 拓 广 是 : # 
agli = 1,2,+еэп,) 二 1,2,… sm) EER, BER arsa, W 


+++ >, 
гуа, < | Уа) Pakai Хам)". 


不 等 式 回 是 由 儿 L. W. У. Jensen 在 1906 年 给 出 的 . 
参考 文献 [43,pp. 66 一 71],[42,p. 29]. 
(W kk) 
闵 科 夫 斯 基 不 等 式 (Minkowski inequality) $f a; > 0,0, > 0 
@=1,2,+э›л3,р > 1, Ml 


(ави (а(н), Ф 


34 B (R a 5 b, ЖНА. 
Кр ДЕ РЕЖ ЖР 1896 年 获得 的 . 
D. E. Daykin У C. 1. Eliezer + 1968 年 证 明了 更 一 般 的 结果 ， 
# а >0,Ь;>0@ = 1,2, ,п),Вр>1, ДЖАЗО, 
并 且 


代数 不等式 189 


(зә! + (Du)’< (Jata) ð 


йү о< p< 1, 加 与 加 中 的 不 等 号 反 向 . 

Фа, 2 0,6,2 0G = 1,2,--,n),p < 0, 则 四 中 不 等 号 反 向 

在 每 一 种 情形 下 ,等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 都 是 a, Н b, 成 比例 . 

有 时 也 将 不 等 式 0 以 及 户 一 0 (ВН а 20,620) 5 0 < 
方志 1 时 加 的 反 向 不 等 式 ,都 称 为 六 科 夫 斯 基 不 等 式 ， 

现在 介绍 不 等 式 四 的 证 明 . 将 恒等式 


(a, + bi)? = a,(a, + 6)? + bila; + bi) 
HF i= 1.2, ол Т.8838] 


Da +6) Zaa, +b)" + Ук. +b @ 
BARAT >. +11 
Уа, +< | Žar) | Уе +з), 
Ук, + < | э НЫ У ву). 
注意 到 g(p 一 1) = р, 两 式 相 加 ,得 
Хе +» 


«(аи + (0r) (Ја), 


两 边 同 除 以 | $) + 507] вво. 
对 于 0<<p<<1 的 情形 ,可 用 0 二 二 1 时 的 赫 尔 德 不 等 式 导 
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出 闵 科 夫 斯 基 不 等 式 、 
闵 科 夫 斯 基 不 等 式 的 一 个 推广 是 : 
Фау 200 = 1.2, n,J = 1,2m), B p> 1, 则 
(Èl Sa 00, ® 
НТО ртр O UER co > 0), RERO HR. 
在 每 一 种 情形 下 ,等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 都 是 a ,0,，,…， 
a REH. 
闵 科 夫 斯 基 不 等 式 在 不 等 式 论 , 泛 函 分 析 等 学 科 中 有 重要 应 用 . 
参考 文献 [43,рр.72—75],[45,рр. 19—21]. 
(ЖЖ) 
Aczél BÆR (Aczél inequality) даз." ran Б бз sbn 
是 两 组 实数 , 旦 有 


研一 其 一 … 一 人 这 0 或 三 一 地 一 一 一 到 二 0 
则 


ИНД a, 与 把 成 比例 时 等 式 成 立 , 
不 等 式 @ 是 由 J. Aczél 于 1956 年 得 到 的 ， 
为 了 证 明 @, 我 们 首先 假定 a, 5 КАЙН Н – 0 — 一 
所 之 0, 这 时 有 
f(z) = (bl — В) — 2(a,b, ар, — + 
= a,b,)z + Cai — aš — = — а) 


= (bx — a) — (т — а) — + — (8,z= —а,)*. 


JK. ВЕ b Z 0, 且 因 a 与 如 不 成 比例 , 故 
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п) аа) (а а) <o. 


因为 当 rto з= оой fao Ш f(z) 有 两 个 零 
ЕА -0,5 | S| Fto]. RI Fo A 
别 式 为 正 . 

当 = 与 为 成 比例 时 ,加 显然 成 为 等 式 ， 

根据 对 称 性 , 当 用 性 一 吐 一 …… 一 到 盖 0 代替 条 件 曙 一 
bio — bi > 0 Bf, BEBE 4109. 

T. Popoviciu 于 1959 年 给 出 了 不 等 式 四 的 下 述 推广 : 

Фа 2 0620.7 = 1,2,-,л, 且 对 某 个 户 过 1 有 


а{—а&—- -2>0#0-0—- -Ы>0 D 


则 
(af — a — =e — a) QL — bf — +: — B) 
«(а — asb, — + — а,Ь)". @ 
KZRA Popoviciu 不 等 式 . 
R. Bellman 于 1956 年 证 明了 ， 
Жа, 20,6200 =1,2,…yn) 且 满 中 条件 @, 则 对 于 户 二 1 有 
(一 一 一 
<[(a, + b)? — (a + by) — ++ — (a, +]. @ 
不 等 式 @ 称 为 Bellman 不 等 式 . 


参考 文献 [43.рр,76—78]. 
(ok ak) 
Schweitzer 不 等 式 (Schweitzer inequality) 设 0<m=<a<M. 
ї=1,2,+е,л›Й 
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ў 起 (M + т)? 
е эВ (012) о, Ф 
等 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 个 a; т HRR nk а % 
于 MM, 这 里 的 上 由 下 式 确定 : 


"1ш, ч» анин, 
к= 
T, 5 п 为 偶数 时 . 


不 等 式 @ 可 以 写成 : 
В 0о<т<а < М, = 1,2,+=,п, WH n 为 偶数 时 有 


Д. а 


рр» l< +" 


3 n 为 奇数 时 有 


БОР ЕЕ =+ m= E Jal. @ 


不 等 式 四 是 由 P. Schweitzer + 1914 年 证 明 的 . 他 同时 证 明 
了 积分 形式 的 不 等 式 ; 


荐 7(z) 与 7 在 [5 可 积 , 且 在 [ev 妇 上 有 0 < т < 
f(z) <M, W 
(M +m) Ga @ 


[ озде ror ы” 
下 面 介绍 不 等 式 四 的 证 明 . $ u = a, + ао = 
A He d girai saer vana 是 固定 的 va 是 变动 的 , 则 


ЕД 
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(Da (X 2) wtr antt 


т 


Жа, 的 函数 . 
考虑 函数 G) = oz + É PG) = [vz 一 хао 


因此 , що = 2,02 = =, 时 ,7(z) 取 极 小 值 .容易 证 明 严 入 


局 
М <м. 于 是 可 证 明 ， 


ЕК EE [eulte k- [>= + #)>0. 
这 表明 ,在 азар a Нета | Уза || $ 二 | 人 
Ма =m R a, = МЛ КЇЙ Х\Н. MEERA а, 都 变动 , 则 


таяна) | У) 2) AHR a арр л, a, FF 


M 时 才能 达 最 大 , 
设 有 上 个 & 等 于 msn 一 上 个 a 等 于 以 , 则 


(Bel (2) m+ оом к") 
==+ю-ю|/н- |. © 


因为 kn 0, BERRA НИ =n bn 39 
BEH A= 5, Т л AAR E 0—1 наз 
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成 立 当 且 仅 当 = 二 或 "二. 这 样 就 证 明了 因 与 @, 杰 即 证 


HTO: 
用 不 等 式 人 与 定 积分 的 定义 ,可 以 证 明 图. 事实 上 , 若 令 大 一 


B-A т, ауа = л, H 1,0,0) МО Ста) < 
M, HOH 
[I sl e Sta yn 
Сео уан] а k 


lË поо, PHO. 
参考 文献 [43,pp.79—811. 


(Ek k) 
Diaz-Metcalf 不 等 式 (Diaz-Metcalf inequality) 设 i 二 1， 


Premda + O ERMA т <M, М 


Уи + mM Yla? < оп +M) Уай, @ 
= a 


= 


当 且 仅 当 对 每 个 ;或 者 到 = ma, RE b = Ма, 时 等 式 成 立 . 
ЖОАН J. B. Diaz 5 F. T. Metcalf 在 1963 年 给 出 的 ， 
其 证 明 是 初等 的 ; 因为 


lš — m] (м = А jar> oi = 1,2, эл, 
求 和 得 
SI — та) (Ма, — hieu: @ 


— УГ — @ + Mab, + тМа?] > 0, 


= 
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由 此 可 得 四 , отау, B R 34 @ h —Ж 
(h; — ma) (Ma, 一 Б) РЗ, ЮВ bi = ma, Ь, = Ма. 
1964 年 ,J. B. Diaz, А. J. Goldman $ F. T. Metcalf 证 明 的 不 
PAOS В.С. Rennie 在 1963 年 获得 的 如 下 不 等 式 是 等 价 的 : 
i=l na © 0 ЖЗ, р, ВЕЖ, B 0< m < a < 


Mp 


Ува +тМ У Ë < + M. @ 


= 


Diaz 与 Metcalf 同时 还 证 明了 ， 
Жа Z 0,bG = 1,2,+"л) 是 复数 , 且 对 于 i = ,2,-,n Ж 


b, b, 
m<Re +1 SM 


b, Д 
т Кет Ma М, 


ЎЫ +тм Уа п Ве Уа. © 
Я 各 各 


不 等 式 四 包含 了 波 利 亚 - 合 贵 不 等 式 与 玉 antorovich PER. 
参考 文献 [43,pp.81—88]. 
(Wk k) 
波 利 亚 - 会 贵 不 等 式 (P6lya-Szeg6 inequality) #0< m, < 
a; < М,,0 < m < b, Ми = 1,2,=--,n, WJ 


(Za) Эё) | M.M, 


: 
mim; 
mim, + А 9 ° 
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当 且 仅 当 对 每 个 或 有 ma = Mb RA mb, = Ма. 
不 等 式 D 是 由 波 利 亚 与 会 贵 于 1925 年 得 到 的 . 
ee: Diaz- PEA 不 等 式 推出 .事实 上 ， FEN аЬ 


的 候 设 可 得 ТҮ < Ера Маа Asha т = 
м= и» 则 得 

УЗ ЛЕ + се өз ысы i| Dade @ 
将 加 与 


Sja) (3162) 
Pi IP < 1. Men | MM mmj? 
С 1 4 Мт; | уту 
(Dat) 


1| [MM [mm | 
4 V mm M.M, | ` 


参考 文献 [43,pp. 79 一 82]- 


《 陈 永 林 ) 
Kantorovich 不 等 式 (Kantorovich inequality) $ 0 < m < 
À SMG = 1,22," n), W 


| Ba) > з) 2, Jš] Хн)" Ф 
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当 且 仅 当 对 每 个 i, 或 及 二 m RA ¿L = M 时 等 式 成 立 , 
不 等 式 四 是 由 工 , В. Kantorovich + 1948 年 得 到 的 ,他 还 指出 
不 等 式 @ 是 波 利 亚 -会 贵 不 等 式 的 特例 . 
参考 文献 [43,pp. 79—82]. 
( 陈 永 林 ) 
Greub-Rheinboldt 不 等 式 (Greub-Rheinboldt inequality) 设 
0 <m <a, < Му,0 < т, < b, < Mni = 1,2,+=,л, ЙЇ 


( Уат [| Ўв) < 96 тт тт Уа) Ф 
ЖФ W.Greub 与 W. ты: 于 1959 年 给 出 的 - 
由 假设 知 m = T: < #: < M: _ М, 在 Kantorovich 不 等 式 


中 ,将 和 ней u, RRN аф, Kantorovich 不 等 式 变 为 这 
里 的 不 等 式 @. 
参考 文献 [43,pp. 79—81]. 
(M kak) 
Ostrowski Ж 3 z (Ostrowski inequality) Ë alay, a, 与 
бб, sb, 是 两 组 不 成 比例 的 实数 ,并 设 实数 torz, 满足 


ав = 0, Das =], (0) 
m д 
Ўы шии @ 
ШАР”: Zal уи) ( Saa” 


当 且 仅 当 
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SNI уе 
a= ua Sua aa эе @ 
(23а) Zat) — (Уа)! 
时 等 式 成 立 . 
不 等 式 回 是 由 А. Ostrowski 于 1951 年 给 出 的 ,但 他 没有 叙 
述 使 等 式 成 立 的 条 件 . 
5 ТЕЗГЕ ум, 


= 


ЕУ © 
c= аб,» = 8—0 
不 难 验证 ууз езу, MED 而 对 于 适合 四 的 任意 实数 z 
жаз "z, Й 


` A 
Ое» авс" 
特别 地 有 Èx- ав ав 
于 是 、 Pat 一 Sx = Уа + У» —@ Pas 


i = 


= 


从 而 推出 
X> - АЖ =” 
此 即 不 等 式 @， 
由 上 可 多 ,为 使 不 等 式 @ 取 等 号 成 立 , 必 须 且 只 须 z; = yG = 
1,2,…yn)w 即 条 件 加 成立. 


参考 文献 [43,pp. 89~90]. 
(RKA) 
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Ë 388 - 4 88 + sÇ (Fan-Todd inequality) W a, sar, ya, 与 
bisbes b, EB ЗЕК, 84 í > j BD, ab, Z abi WJ 


Dat 
(Уа) (У) | Dat) 
ана a h 
<|) ЖЖак= D 
ACE ЗЕН УВ 1955 年 证 明 的 . 
Ф 二 三 | Ў ъд: 
在 二 重 和 数 
= п аа) 
аы (3) УУУ 7 
中 的 n(n — 1) 个 项 可 以 按 下 面 成 对 的 形式 重新 组 合 ， 
8 да, аа ЖЫ 
s| еллер 


而 这 两 项 之 和 为 零 ,因此 有 》 aiz = 0, 类 似 地 可 得 到 Ула = 
1. Ë Ostrowski 不 等 式 ;可 得 


ЭЯ т, а АЫ 
m o (2e Da БУ ЛЫ 
жата. 


ЗУН T RERO КЖЕ: 
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op, G, j= 1,2, nai j) 是 实数 , 且 满足 


у= фе P= У) pHo 


16у 
则 对 满足 аб, Z ajb:(i A j) ЕЖА Э азата, УЫ. 
bob. H 
Хг 


(Her) Jaj- аа)" 
参考 文献 [43,pp, 89~90]. 


1 Ç baa, |? 
<= 2 руз кау < 


(ok k) 
Jensen 不 等 式 (Jensen inequality) Pa; > 0G = 1,2,+=›л), 
o<r<s, Й] 


> |1 z i 
(24) (08), Ф 
当 且 仅 当 某 个 a, > 0 而 其 余 a, 均 为 零 时 等 式 成 立 . 
不 等 式 人 通常 称 为 Jensen 不 等 式 ,但 实际 上 А. Pringsheim 
FE 1902 年 就 证 明了 它 , 而 J. L. W. V. Jensen 是 于 1906 年 得 到 


OH. Jensen F 1906 年 同时 证 明了 一 个 不 等 式 ,可 把 它 看 做 替 尔 
德 不 等 式 的 一 种 拓 广 (参见 赫 尔 德 不 等 式 )， 


记 4 = Datta >, 则 
各 
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这 就 证 明了 不 等 式 D， 
参考 文献 [42,pp.26—27,p.4]. 
(Mo kak) 
r 阶 加权 平 均值 不 等 式 (Inequality on weighted mean of order r) 
Baisar yas 5 рур, pa 为 两 组 正 实数 ,pi(i 二 1,2," sn) 
称 为 权 数 , 另 设 ~ 为 “广义 的 "实数 . > 阶 加 权 平 均值 定义 为 


Spant 
ма = |Ë | Gr 0,|т| <+ оо) Ф 
Уһ 
Ж qt 
=| Jj] à" (r=0) @ 
„ей сен, (т =— оо) 


=max (á; ya ya, 


当 7 二 一 1 时 得 到 加 权 调和 平均 值 , 当 7 = 0 时 得 到 加 权 几 何 
平均 值 , 当 r = 1 时 得 到 加 权 算 术 平 均值 


изн с =з D = 1, 
i = 


这 时 四 与 @ 变 为 标准 加 权 平 均 ， 


Маз) = | Уеа) 0,|r| <+ e°) @ 
= 
= Пак G= m, 
а 


其 中 权 数 gj а ЖА Ууф: = 1. 
# a, = a, = ~~~ = a, Ч — оо < r <+ оо Bf, М, (аур) 
均等 于 a 着 arara, 不 全 相等 , 则 М (а p) ERF r 88 
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格 递增 函数 , 即 对 于 — со < <í <+ оо, A 
Мар) < Masp). @ 


不 等 式 回 就 是 关于 阶 加 权 平均 值 的 不 等 式 , 有 人 也 称 之 为 
Schlomilch 不 等 式 ， 


жтт, Ул =1. 定义 函数 


fa) = (Урал)? 
ё 


= 

О) = еу =p} zl 7108 Ура | 
У)раова; А 

=. =: -iog D bar. 


Y pat 1 


因为 f(1) > 0, KAT S F |]. 现在 来 证 明 ЕО) > 0. 
由 于 
= [í Dpat) | У) райо а, — 
(Ура) С! з 


( > рал\ова;| '] А 


所 以 据 柯 西 不 等 式 可 知 F'(t) 与 + 同 号 , Nt, > 0 M.F 是 增 
函数 , 当 ! 一 0 时 ,下 为 减 函数 ,于 是 , 当 z 一 0 时 开具 有 极 小 值 ,这 
个 极 小 值 等 于 零 . 由 此 可 知 , 当 上 关 0 时 ;F У ЛЕЕ. 

现在 考察 (0), 首先 注意 到 , 据 M,"(a;p) 的 定义 ,用 洛 必 达 
法 则 易 验 证 M, (а, р) Ж r ЖЕКС, И] FKz) 是 :的 连续 函数 ， 
其 次 ,由 于 
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FG) fO) 
КЫШ sd 


(Sipai) Уралов Sipa” log Ypa 
Spal n 1 
用 洛 必 达 法 则 求 上 式 当 10 时 的 极限 ,得 


f= 


ғ = Так ГУ) dogan! –( 56а), 
方 括号 中 的 表达 式 可 以 写作 
[ Boll Dpdogay|— [ мош, 


ЖИН Ж]. EREN D / p, У Z Piloga, 成 比例 时 才 
为 零 . 因此, 当 а, 不 多 相等 时 ,有 f' (o) > 0. 
这 样 ,我 们 就 证 明了 М.а p ERF r 的 严格 递增 函数 . 
1858 年 ,0. Schlamilch 在 p, = Р, s 与 + 是 自然 数 或 属 


FRA |+: | 的 情形 下 证 明了 不 等 式 @, 1888 年 ,H. Simon 
对 于 加 = "= p, 与 任意 的 :与 1 证 明了 不 等 式 @。 

对 于 任意 的 po pn J. Bienaymé F 1840 年 不 加 证 明 地 叙 
述 了 不 等 式 @. 第 一 个 公开 发 表 的 证 明 属 于 D. Besso(1879). 

上 面 给 出 的 证 明 是 Mitrinovit 与 Vasic 于 1970 年 给 出 的 , 它 
是 N. Norris 于 1935 年 给 出 的 证 法 的 改进 ,后 者 利用 上 述 方法 对 
T p. = ++ = p, 的 情形 证 明了 不 等 式 @)， 

利用 不 等 式 回 ,容易 证 明 下 面 的 不 等 式 ; 

ФАА ++ >1,Н А> 0,А„>0, АЈ 
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aa 


首先 考虑 atate + Ó = 113836. ӘН: = 0, 


r=, = p Ај = n, 
$a 
à & 
e) GEE Tapay Aa 
УДЫ Уа, Уул УА. 
= = = = 


H k = 1 #J k = n fil ЕЖА + + À, = 1, Д0. 
其 次 考虑 А+А+=+А=В>1ЮНЖ.ФА= А, 
А; SAS WA + +A = 1, ВЖ 
А-А} = Уда 


<| $a) Sas)" 
(ал бал, @ 


= 


因为 对 于 及 之 1 与 4 > 0 0 = 1,2,,n) 有 


z“ = | — ўу аё. 
| У ЕА j £t У at = ҳа at 
= = 全 
即 (Ba)t< Sa 
= Е 


对 不 等 式 @ 的 右边 用 不 等 式 加 ,可 得 @)， 
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不 等 式 @ 与 赫 尔 德 不 等 式 的 一 个 拓 广 即 Jensen 不 等 式 实质 
上 是 一 致 的 . 
参考 文献 [43,pp. 99—105]. 
(kak) 
哈代 - 兰 道 不 等 式 (Hardy-Landau inequality) ita: >0G=1, 
Zeen p> 1,38 A = + Dan Bl 


Уле тя 让 Be @ 


当 且 仅 当 所 有 a, 篆 相 等 时 等 式 成 立 . 
哈代 于 1920 年 证 明了 关于 正 项 级 数 的 一 个 不 等 式 ; # p > 


Іза, 2 00 = 1,27), A, = a, + * + а„,Ң Da,” ИЮ, 


"k С 
кук е De @ 
但 是 哈代 没有 能 够 确定 加 中 的 常数 . 这 一 缺陷 后 来 是 由 兰 道 于 
1926 年 补救 的 . 不 等 式 回 通常 称 为 哈代 不 等 式 . 上 面 的 不 等 式 @ 
是 加 的 有 限 形 式 , 我 们 称 之 为 险 代 - 兰 道 不 等 式 . 

为 了 证 明 加 ,不 失 一 般 性 ,可 以 假定 a, > 0. 利用 算术 平均 
值 一 几何 平均 值 不 等 式 , 得 


Pr 
=A= pip = = DAJA 
=л/|1— 00) + Рд, 


=? @ ОР лу сл} 


=4|1- |+ 
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<л/| t= 52) K si -DA + А[-\1 
= Sa - DAt-, — kA]. 


АЕ = 13 k = n 00,48 


РРР ЕАР 
Аи СЯ ЖАА < er 
再 利用 赫 尔 德 不 等 式 , 则 有 
Zazi Јата, 
<; аг Уди], @ 
= a 


aeg- 从 两边 约 去 | Y1Ae]* М HE p ЖЕНИЗ. 


图 中 等 号 成 立 仅 当 a 与 А? 成 比例 , 即 a, 与 A, 成 比例 . Я 
а, = А.А, = kank = 1,2, n. 这 只 有 所 有 ai 皆 相 等 时 才 有 
可 能 . 

注意 ,对 于 不 等 式 名 而 言 ,等 式 成 立 仅 当 所 有 a, W 3 0. 这 是 
因为 , 若 所 有 a, ОНА ЈЕ, А Da EE fk at. 

参考 文献 [42,pp. 239—241]. 

жж) 
Rado Ж (Кайо inequality) ааз, "за, 是 正 数 , 则 


п(А,(а) — G, (a)} > (п — 1)(А,-,(а) — С,-(а)). @ 
由 于 n4, — (л — 1)A,-, = а,, ПИЖ 
а. + (а — 10б. — G 
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而 这 个 不 等 式 可 将 算术 平均 值 一 几何 平均 值 不 等 式 应 用 于 nn 个 正 
数 mm,G.-i(a，%"G (a) 得 到 ,于 是 不 等 式 中 等 号 成 立 仅 当 
а, =С.. (а). 


за М.а) = | Jar), 则 不 等 式 @ 可 推广 为 : 当 < 1 f, 
ж 


пА,(а) — nM (а) 
ZG — l)A, la) — (n — DMI, (а); @ 


4 r > 1 时 ,@ 中 不 等 号 反 向 . 

不 等 式 伸 与 加 以 及 形式 与 它们 类 似 的 不 等 式 ,有 时 统称 为 
Rado 型 不 等 式 . KAROE Mitrinovie 与 Vasit 于 1966 年 用 他 
们 创立 的 方法 ”所 证 明 的 许多 较 一 般 的 不 等 式 的 一 个 特例 

现在 用 "4 方法 ”来 证 明 不 等 式 @， 

考虑 函数 

fla.) = nA.(a) 一 Ma)， @ 


其 中 4 二 0 是 一 参数 . 
由 图 得 到 
(а) = 1 — a (M.'3(a))! 7”, 


J'a) = 一 Mr 一 TD = layi 


СМ (ау) M a) Y. 


ЩО <А < л ОЕ. 


а, = АМ, (a) 


AAr>1 HA> 08 (a) < 0, 所 以 得 到 下 面 的 不 等 式 : 
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nA,(a) 一 zaM.D(a) < (п — 1)А,„—(а) 一 
An = D| @ — а — Ж) F) MA, (а), @ 


其 中 r 之 1 且 0 二 和 <n 
4 r<1 HA> 0] /"(а„) > 0, 所 以 四 中 的 不 等 号 反 向 . 
车 在 @ 中 令 4 = 1, 则 得 不 等 式 @. 
参考 文献 [43,pp. 1217-126]. 
(ЖЖЖ) 
Popoviciu RÆ (Popoviciu inequality) 设 aj,as,… ,a 为 正 
数 , 则 


G,(a)|* [Gla))"! 
(Жо! <)". 9 
当 且 仅 当 a, = Ani (a) 时 等 式 成 立 . 

将 不 等 式 G,(a) < Ala) МНЕ п ЕЖ а,,А, (а), 
A. (a), WHO. 

Mitrinovie 与 Vasić F 1966 年 用 "4 方法 ”证 明了 如 下 两 个 较 
一 般 的 不 等 式 ， 


Ма) |+ Мі, (a) 

(3) >in Daa ta — 1с<0, @ 
Mia) | Мій, (a) = 
amal >O- D| gen ш пке 


在 Rado 不 等 式 的 回 中 到 一 л, ОКНЕ 


DPA a RE а. з = rt, 则 可 得 上 面 的 @ 式 . 
另外 ,在 Rado 不 等 式 的 函数 


f(a,) = nA,(a) — nM (a) 
{Фут = 0, 可 得 不 等 式 
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пА,(а) — Элб,(а) 
>(п — DA,.,(a) — X (n — 1)G,_,(a), @ 


着 在 @ 中 取 4 一 全， 也 得 不 等 式 0 


上 面 的 不 等 式 @、@@ ,加 ,有 时 统称 为 Popoviciu 型 不 等 式 ， 
Rado 型 不 等 式 与 Popoviciu 型 不 等 式 ,又 可 统称 为 Rado- 

Popoviciu 型 不 等 式 . 这 类 不 等 式 ,已 经 有 许多 更 一 般 的 结果 . 
参考 文献 [43,pp. 121~127]. 


(ЖЖ) 
Kober 不 等 式 (Kober inequality) ааз, = sa, ВУЗЕ, 
п2 2, Hasan a, 不 全 相等 , 则 


(п = 2) > us 十 naiaiea 半 一 2 У) aapt 220, Ф 
“ == 


当 且 仅 当 对 某 个 a 为 0 且 其 余 а 篆 相 等 时 等 式 成 立 . 
不 等 式 @ 是 H. Kober 于 1958 年 证 明 的 . 
不 失 一 般 性 ,可 以 假定 a; < а, < + < a,, 考察 函数 


gla) = (п— 2) У)а 4 п(аа,еад+ —2 У) (аат. 


«== 
假设 对 某 个 二 2, 不 等 式 加 成 立 , 即 g.(a) > 0. 

ЯФ а = aral = А = (ача) і = п + 1, W| 
griila) = (л — la, + (л + 1)а+тА#11 — 2л(а,А)}. 
Жа =0,ЙЇ gla = 0. # a, > 0, WJ 


вна) 一 E n y "lan 


ее энш. а ++ 和 — аА}. 
лауя+1 
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ккан тЫ н 8,1(а') 20, + 
且 当 且 仅 当 a; = А, а, = а, 一 … 一 aofl 有 时 等 式 成 立 , 但 这 种 情 
况 被 排除 在 假设 之 外 , 因此 ,gr+:(e') Z 0, HERY a = 0 时 等 
式 成 立 . 

再 考虑 差 g... (a) 一 go+i(Q ): 


Barila) 一 даба!) 


+1 


=(n— D Уа — l| Yad ал) — 2 У) Ga) 
£ = н 
аі 


=g,G) + 2 ai — 2243 | Улі — nA =s аё ; 


人 i: 


其 中 a 表示 азалий. 
Ва <А, (ачал) 一 A 与 8.(3) 之 0; ЖА Dat — 
nA: > 0, 所 以 


Bn ые) — 8,+1(4') 


HANM a: = AG = 2,957 +1), а, = ++ а, 时 等 号 成 立 . 
ЖАТИ ТМО. 
Н. Kober 于 1958 年 还 证 明了 比 四 更 一 般 的 不 等 式 . 记 
Alas q) =A,(a, q) 一 Gay @),5.(а) = У) (af— at) 


[ Куг 
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Жир а,б = 1,2, n) 是 非 负数 ,9iG = 1,2, n) 是 正 数 且 适合 
Dg = 1. жаза, 不 全 相等 , 则 


тіп (д1, q.) — А„(а, д) 
和 


< max (gy sgn). @ 


参考 文献 [43,pp. 502~503,pp. 109—110]. 
(M kak) 
Rasa 不 等 式 (Rasa inequality) asaz sa, WAERO A 
0<а<а,<@ =1,2‚+=›л). IER, a) =n[A,(a) —G.(a)], W 


т“(1 = Б FA 5) 6,00) — Raila) 


= | aml 


Ж 4° Ж @ sÉ 1. Каза F 1982 年 证 明 的 , 见 Math. Rev. 
84426 024. 


( 陈 永 林 ) 
Sierpinski 12 (Sierpinski inequality) n > 2, W| 
A,la)H, Кау < G, (a)" < A, (a) H; (a), © 


HP aea АПЕЙ, Ha) = 一 < 一 (a 的 调和 平均 值 ). 
Уа 


Bn — 2 HORR. $ n > 2 显然 有 


A,(a) = 


А, (a) А УЗ 


нш = = т, 
ноба) T a, 
[Ga 了 三 去 [Ga 
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为 证 @ 中 右边 的 不 等 式 (左边 的 类 似 ), 设 
f(a,) = (п — Dlnd,(a) + InH,(a) — In[G,(a)]' 
= (n — Din[@ — 1A,- (a) + an] — 


а Ni 
ау а. 


| — Ina, 

— In[G. DT — (т — 20а. 
容易 证 明 , 当 z > z, Bl, P (z) > 0, MH z< z, BF, 户 (z) < 0, 
gm. АН) 因此, G) > G, 由 
此 可 得 


[A0] TH, la) 
G,(a)]" 


Эе снаа шыш 
ч пт 2) | 26.07" 


> [A.C He) 
* Gaw 


因此 ,着 外 中 右边 不 等 式 对 于 一 1 成立 ; 即 


[А.-э] Н. (а) 
ORO) = 


[Aa] H, (a) " m-i 
则 得 Ср A 1, B [G,(a) F < ГА, (а) Н. (а). 


ЖЕНЕ, Жа ОАНҢЕЙ n > 2 у. 
参考 文献 [38,pp: 140~141]. 
Ek) 
Carlson RÆ (Carlson inequality) Ё а.а, e a, W 31 E 
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Ж.А, - ie = (Пај i=in Maza 
时 ,有 
LG, + G, + = +G) < (Ar... Ф 


ЉТ, RM ij = 1,2,6, Ф 
A, = А, G, = G,, 


м XA, = nAn | [б = G. нева 


йа (Уе) (6). 
m G < [T] Do), 


= ЖЛ 11 


再 以 了 0 < XA, = nA, ft A WIPRO, 


= jat 


参考 文献 [38,pp.161—162J. 
(akak) 
Beckenbach 不 等 式 (Beckenbach inequality) 8 a, > 0,#, > 
OG =1,2,+эл),1 < p< 2, 0 5,(а,р) = Dat, WJ 


= 


$„(а + b,p) < S.Ga,p) S.G, p) 


5а ъв D SS, sD Ф 
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ЖО Е, Е. Beckenbach F 1950 年 证 明 的 ， 
ТВО, RER k 86 A (рс 1) 可 以 等 价 地 
DEH: 


( >74)" = max Dayo 
i=l RG) Fei 


@ 
其 中 R(y) 表 示 y: > 0G = 1.2, n) 且 满足 
> =1, 图 
这 里 = 满足 >+ L= 
KREE p> 1 时 的 赫 尔 德 不 等 式 
Ber < (Da) 5и)! ® 


成 立 , 广 意 到 af 与 | 成 比例 时 四 中 取 等 号 ,显然 可 得 到 加 

反之 , 设 加 成 立 , 对 于 任意 的 < 宇 00i 二 1,2,…,n) 且 zi 不 全 
у= Мургон Ууу =1, y WR ft 
(Za F 


= 


9. 于 是 由 @ 得 


ш (Sa Ea > У). 
亦 即 加 成 立 . 这 就 证 明了 元 尔 德 不 等 式 (/ > 1) 与 加 式 的 等 
f. 


ЯЕ КУО. 对 于 三 1, 名 是 等 式 . 设 1<p 志 2, 用 
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回 式 若 能 证 明 
[5] (а + КАТ ( Уаз j= КРЕ J) 
Уа аж! ` Z= ` D | 


@ 


д y >o W Yt = 1, 则 利用 取 极 值 的 过 程 ,就 可 得 到 四. 
为 了 简化 @ 式 ,我 们 令 


( Уа)" (Хь) B 
re = 
Sar БО 
这 样 , 回 式 可 改写 成 
Шат) + yl Se) 
арфу © 
Dla +6) 
= 


H T RADR її її, (121080 жй РИК ЕКЕ 
式 , 得 


[z(t 15) *|' 


= 
-1 


<œ Хат) |] т, 
ро ОРТ ER, A 
(Ўт) Уи [Z a + tor Y. ә 


= 


#@5@BH89@. 
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IH 0< p < 1ЮТИ1ЮЙ0 КЕЛ ӨЫ BR KN ЖЖ 
Җ p > 1 ву ЖК I Pr bL, 4 0 < p < RFA 
加 也 反 向 成 立 - 
参考 文献 [45,pp. 23—28]. 
( 陈 永 林 ) 
牛顿 不 等 式 (Newton inequality) i$ asar a, 是 正 数 ,它们 
的 二 次 对 称 函 数 定义 为 


e= e laj= DB aaa, © 
ЕРА 
HEL e = ela) = Lal = 1.2.90) 的 > 次 对 称 平均 值 为 
b = ин 01,2, ° 


л 
(| 
则 对 7 二 1,2,…,n 一 1 有 
HS Prab @ 
当 且 仅 当 a, 篆 相 等 时 等 式 成 立 ， 
不 等 式 @ 是 由 牛顿 提出 的 - 实际 上 , 它 对 实数 a, 皆 成 立 . 
考虑 二 元 多 项 式 
Убу) = (z + ауу)(ж + а,у)+ бе 十 oo， @ 
据 Rolle 定理 , 若 对 了 取 关 于 工 与 y 的 偏 导数 , 则 所 得 二 元 多 项 式 
(次 数 三 1) 的 根 都 是 实数 . 因为 
Жа,» = эр| + һ| | !э+ (ау, 


适当 地 求 偏 导数 ,所 得 多 项 式 的 根 是 二 次 方程 
piit + 2pzy + bay = 0 
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HR ет, ег 
РЇ — Фара 27 0, k = 1,2, 1. 


这 就 证 明了 不 等 式 @. 
参考 文献 [45.р.11],[42рр. 52—54]. 
《 陈 永 林 》 
马克 劳 林 不 等 式 (Maclaurin inequality) ВІ 5 << ns p, 
表示 正 数 asa, 的 7 次 对 称 平均 值 , 则 
к<, Ф 
当 且 仅 当 a 缘 相 等 时 等 式 成 立 ， 
不 等 式 四 是 由 马克 劳 林 于 1729 年 提出 的 . 
据 牛 顿 不 等 式 ,我 们 有 


PD (Pip) (P pO Саара) < ЇР РЁ, 
由 此 得 到 PEY 
pe 2 Б. 四 
因为 > 二 Шз + 1<1, 由 加 得 
рев > 天 
这 样 就 证 明了 不 等 式 四 . 
参考 文献 【45,p, 11],[43,pp, 130—131]. 
(жж) 
Marcus - Lopes 不 等 式 (Marcus-Lopes inequality) j e, (a) $ 
示 正 数 asa a, 的 次 对 称 函 数 , 则 对 1 < p < r <n, A 


еа + b) | eta) |? | eb) |+ 
226050) ool peo = о 


当 且 仅 当 oi 与 如 成 比例 或 7 二 1 与 2, 记 二 1 时 等 式 成 立 . 


|> 
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不 等 式 四 是 由 M. Marcus 5 L. Lopes 于 1957 年 提出 的 . 
为 了 证 明 四 ,首先 假定 = 1 时 人 @ 成 立 , 则 对 二 1 有 


elato) |# (ру emila +в)? 
(26060 = EEI | 


He а 


Jer 


对 @@ 的 右边 应 用 拓 广 的 赫 尔 德 不 等 式 ,得 


ela +b) | fy esla) £u. s- bF 
e— (a + b) ^Ш ейн | “ШР e= (0) | 
_|&@. е0) 
| 26) +0 tjt 
其 次 ,考察 p = 1 时 的 @ 式 . 显然 可 以 假定 a 与 不 成 比 
例 . 令 


g(a) = (а 29 ab) = в,а + b) — gla) — g.b), 


则 
ув, = bA) 
alh = ABA FES’ 


ж A, = Ya B, = > 可 见 思 二 1 与 7 二 2 时 ,有 (Qa;6) = 


= 


о, OESR. т> 2. 
车 用 表示 (n — D $a esa, san ia" van ЖЖ В ЮЕ 
如 下 的 恒等式 : 
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теба) = 2ae,- (al), 
ёХа) = ae, (al) + eli), 


(n = r)e,(a) = Sruti 


re,(a) = А,е (а) 一 Sua stay: 
= 
由 此 可 以 推出 
= 2 


а 
таба) = A, — > арат, 
eal ls 
ва = | СУЛЫ ле Sa 
(a, +b)? | 


a, + b, + g,- (ai +)! 
对 r 用 归纳 法 验证 . 假设 有 


веба + B) 2 g,- (al) + 8,108), @ 
"4 B f 5 a 5 ина. HOTA 
a A 
EEDA ET + i 
(а, + bi) 
re '® 


当 且 仅 当 对 所 有 irat h А ОУ ИН 
将 @ 式 括号 中 的 三 项 通 分 ,得 其 分 子 为 


Caig (B) — bg,- (a,))t. © 
РЇ irait БОНИ, В а =A RERO RH 
(а, 一 Ab)’ g7- б). 
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由 于 已 假定 a 与 不 成 比例 , 故 对 某 个 i, 回 式 的 值 为 正 . 总 之 ， 
我 们 证 明了 plab) > 0, 亦 即 证 明了 : 
当 a 与 如 不 成 比例 时 ,严格 的 不 等 式 中 成 立 
参考 文献 [43,pp.138~140],[38,p.134]. 
(ok ak) 
关于 凸 函 数 的 Jensen 不 等 式 (Jensen inequality on convex 
function) 用 了 表示 开 区 间 (a,5),I7 表 示 闭 区 间 [as5], 下 是 定义 
在 工 或 5 上 的 实 函 数 . 车 对 任意 两 点 z,yET, 不 等 式 


[Ejiet ro @ 


成 立 , 则 称 函 数 了 是 在 7 上 Jensen УКС 1-3%. 

若 对 任意 两 点 zy € 1,29 у, 严格 不 等 式 四 成 立 , 则 称 函 数 
了 是 在 7 上 严格 了 - 凸 的 . 

著 f 在 T 上 是 ]- 同 的 , 则 对 任意 点 zi,…,z,ET 以 及 任意 非 负 
ЖЕЙ rotoren t т 1.9 


fl Ула) < Shetty: © 


J.L. W. V. Jensen F 1905 年 首先 用 不 等 式 人 @ 来 定义 凸 函数 
并 且 注 意 到 了 它们 的 重要 性 ,1906 年 证 明了 不 等 式 回 . 

但 是 ,在 Jensen 之 前 就 已 出 现 了 一 些 关 于 凸 函数 的 结果 . 例 
如 ,1889 年 薪 尔 德 在 于 了 上 两 次 可 微 且 7(x) 宇 0 的 条 件 下 ,证 
明了 不 等 式 @. 替 尔 德 研究 的 了 实际 上 是 凸 函数 ,虽然 他 在 论文 
中 没有 特别 阐明 这 一 点 

凸 函数 的 另 一 定义 是 : 车 对 一 切 z,y E 了 以 及 一 切实 数 4 € 
[0,1], 有 


Far + (1 — Ау) < А/С) + (1 — А/О?» І] 
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则 称 地 在 7 上 是 凸 的 . 8 zZ y, 且 0<4 过 1 时 ,严格 不 等 式 加 成 
立 , 则 称 地 在 7 上 是 严格 凸 的 。 

函数 了 在 7 上 的 严格 凸 性 的 几何 意义 是 ,连结 (z*F(z)) 与 (>， 
fO))(z,y€ DW 80988 T f ЕН Е. 

BR u PE J- h Е J-i BE h 

若 了 是 7 上 的 凸 函 数 , 则 对 任意 的 z € T, = 1.2, n, 以 及 


(>O Sai 
fl Уља)< Уа са). @ 


用 数学 归纳 法 ,从 不 等 式 四 可 以 证 明 不 等 式 加 ,从 不 等 式 回 可 
以 证 明 不 等 式 图 . 不 等 式 四 显然 包含 了 不 等 式 @, І-ай 
还 具有 连续 性 时 ,利用 极限 过 程 ,可 从 不 等 式 四 推出 不 等 式 @. 

现在 ,人 们 通常 将 不 等 式 @ 称 为 Jensen 不 等 式 . 

Jensen 不 等 式 还 有 积分 形式 : 

设 f 是 T 上 的 是 函数 ,pp 在 T 上 可 积 , m < Kz) < М, 


pG) >= € D В |(рою4 > 0, BI 


@ 


f pada [чого 
ы 
[рса Госа 


Jensen 不 等 式 有 许多 推广 - 例如 ,J.F. Steffensen 于 1919 年 
证 明了 下 面 的 结果 : 

设 了 是 凸 函数 , z G = 1.2, n) 是 不 增 的 ,c(i = 1,2,6, 
n) 满足 条 件 


< Ул к= 142,5 юа Ў >0, 


= 
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则 
өшү Dara 
5 = 


这 个 不 等 式 显然 比 不 等 式 四 更 一 般 , 因 为 数 c(i = 1,2,…,n) 未 
必 全 是 正 的 ， 
又 如 ,哈代 于 1929 年 证 明 的 关于 优 劣 向 量 的 一 个 不 等 式 ( 也 
称 优化 定理 ) ,也 推广 了 Jensen FER. 
参考 文献 [43,pp. 13—21;р. 146; pp. 219~ 220],[45, 
рр.70—74]. 
СЖЖ) 
€ AS (Szegó inequality) $f a, > a, > + D ami 220, 
且 节 是 在 [0,ai] 上 的 凸 函数 , 则 


Si Dfl) > f[ У D'a): (0) 
不 等 式 四 是 舍 贵 于 1950 年 得 到 的 ， 
不 等 式 四 可 以 从 Steffensen 不 等 式 ( 见 Jensen 不 等 式 之 不 等 


式 @@) 推 出 ， 实 际 上 , aili 一 1,2,… +2m — 1) 是 不 增 的 , 若 令 c, 一 
{ә юе =1,зу-+ узт — 1), Ж 55 = 1>0 у= 01, 


= 
эм a-i 


因此 0 三 Das Der $ Steffensen 不 等 式 得 


7 = 


ке = 
AE Da) K Dfa), 


mi = 


АЛЕН] T O). 
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参考 文献 [431pp. 143 一 146,p. 149], [45,p: 47]. 
(Wk ak) 
Bellman 不 等 式 (Beliman inequality) Жа, >a, > >a, > 
0 了 是 [0,ai] 上 的 凸 函 数 , 且 feo) < o, WJ 


с pria >AS Da): Ф 
=, 各 


Жа 038 R. Bellman 于 1953 年 得 到 的 ， 

ži n= 2m 一 1, 即 n 为 奇数 时 ,不 等 式 D 即 会 贵 不 等 式 ,此 时 
条 件 了 (0) < 0 可 以 省 略 , 

H n = 2m, 即 n 为 偶数 时 ,不 等 式 @ 可 从 Steffensen 不 等 式 
СЖ Jensen 不 等 式 之 不 等 式 加 ) 推 出 . 此 时 令 


т; = a(i = 1.2, 2m), Tm = 0, 


ът 

йс = (一 DT = 1,2,+°,2т + 1), W У)с=1, B# 0 < 
= 

эы 


e, < 1, 因此 由 Steffensen 不 等 式 得 


= 


fl Si 1)a | = А S= Da + 0) 


<D Df ia) + 700), 
由 于 /(0) < 0, PFL 
= = 
HER Dra) 1 Da), @ 


Ж лп = 2m ВАО 0). 
1. Olkin F 1959 年 导出 了 一 个 较 一 般 的 不 等 式 ,而 舍 贯 不 等 
式 与 Bellman 不 等 式 缘 是 它 的 特例 .Olkin 的 结果 如 下 : 


224 LEEI LEJ 


ВІ р phh pha 2а, 2 2а, 20, Ж 
F ÆKECO a JERAR, W| 


i- Sonalo + Урта) 
= 


= 


>f St 1)”'ea,)- @ 


= 
参考 文献 [43,р.150,р.146],[45,р. 48]. 

(Wk k) 

Lyapunov 不 等 式 (Lyapunov inequality) # а, аг," a, 为 正 


Ж. > 007 = len) 满足 SZ = 1, 并 记 M,a) = 
& 
(Saa), досе: 之 t 时 有 


[М,(а)} < I[M,Ga) EHEM ауу), @ 


当 且 仅 当 所 有 a 皆 相 等 时 等 式 成 立 . 
RERO А, Lyapunov 于 1901 年 得 到 的 . 
事实 上 ,对 菜 个 a,0 二 a 二 1,， 有 5s 二 ra 十 t(1 — а), 此 时 不 
等 式 D 就 成 为 


Ума <l Ума] ( Уа) Ж; ð 
= = = 
+ u, = (да }*,®, = (фай! *. Ж] uu G = L, n) 应 用 替 尔 德 不 


等 式 并 注意 到 uv — qat, MEO: ORA FERREE ur Уо" 
成 比例 ,这 等 价 于 各 个 a, 全 都 相等 - 
参考 文献 [38,p.137J. 
(kk) 
Levinson Ж (Levinson inequality) 设 f(z) 在 区 间 (0,2a) 
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上 满足 Fr(z) > 0, ЖО < z, Sap > 0G = 1,2,---,n), MJ 


A 


YP Ga — J Shoa — =) 
= 2 4 ri | Ф 


当 且 仅 当 所 有 z, W 1380138 CR Ут . 
EG F(z) = Fl) — / Фа — z), 则 由 条 件 "tz) 二 0 易 知 
F(z) 是 严格 上 凸 的 ， 由 此 可 得 不 等 式 四 . 
KROF N. Levinson 于 1964 年 得 到 的 - 
参考 文献 [38,p. 162j. 
( 陈 永 林 ) 
阿达 玛 不 等 式 (Hadamard inequality) Ë f E[a,b] E fü gh 8 
Ж,а<л < z, < b, W 


[zta 1 firo 


<U) +601, Ф 


当 且 仅 当 /为 线性 函数 时 等 式 成 立 : 
不 等 式 @ 是 阿达 玛 于 1893 年 得 到 的 
EXE hS HDE T z < z < z, 有 
== 


ЕЙ zt- а 
fa) < B= E E Ga), 


两 边 从 z 到 т, 积分 , 即 得 四 中 右边 的 不 等 式 ， 
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оиа фт З 1, 


[уот = [ГА Дажа а 


кр 


иен) 


° 


== 


ж Pog(at | 


= 204 ata), 
这 就 证 明了 不 等 式 (D- 
阿达 玛 不 等 式 四 已 有 许多 推广 . 


参考 文献 [43,p.18],[38,p. 151]. 
(W kak) 
关于 向 量 优化 的 哈代 - 利 特 尔 伍德 - 波 利 亚 不 等 式 (Hardy- 
Littlewood-Pélya inequality on vectors majorization) # = = 
(тү, эл) 5 у= Ono) 是 两 个 实 向 量 ， 若 将 它们 的 分 量 重 
新 排列 之 后 使 之 成 为 
а> Жа H yx2y2 2 y 
这 时 有 


ИЖ т ИТА y fE z уф y < z. 
哈代 、 利 特 尔 伍德 与 波 利 亚 于 1929 年 证 明了 ， 
对 于 任意 的 在 区 间 工 上 的 凸 函数 了 有 
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Drw Sro, жу, € I, @ 
34 B 34 z < y. 
不 等 式 回 是 凸 函 数 的 Jensen 不 等 式 的 推广 . 事实 上 ,在 回 中 
Nz = z =з = =z,= 1 Èr 就 得 到 Jensen 不 等 式 . 
现在 来 证 明 上 面 的 结果 - 


定义 f(z) 一 工 与 8(z) =— z, WAR f 5 к 在 任意 闭 区 间 
ERER AKA 
Sia < Sy Sy x) < б у), 
= = = = 
айн Уа = У) 
又 车 定义 


0,34 r< y Bf, 
2 Ë — x 3 z> y hb, 
则 了 在 任意 闭 区 间 上 是 非 负 的 与 西 的 , 且 有 ЛС) 22 у. 因此 ， 


对 大 一 1 2 一 1 有 
А 
а He + a — ky < Pf) 
= 


А 
< Уо) =» + = hy 


这 证 明了 条 件 z < y 的 必要 性 .下 证 这 个 条 件 也 是 充分 的 . 
XT Й S, H z, > ул, > ya Z лу, у, # уз hA 
Ка) — f) „ Р) — fo). 


= 
= =e Ур ys 
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CN] 


2. — x 


р, (ж, Z у), 
R Di > Dur AR z < y, 有 


УХ, LYDD, — Б) + (Х, - У90,<0, @ 


其 中 X, = Dm Y, = 215 
由 国 推出 


DI RCD, — D...) + X,D, 


1 


< >YY,(D, — D...) -+Y,D., 


即 
Za, A Ў =: 
Ш X 一 各 -三友 六 一 Yt 二 所 以 
xe = y)D, < 0, 
由 此 推出 不 等 式 @， 


1932 年 ,J. Karamata 重新 发 现 了 上 面 的 结果 - 因此 ,有 人 将 
不 等 式 回 称 为 Karamata 不 等 式 . 据 Mitrinovic 与 Vasic 的 考证 ， 
上 面 的 结果 应 该 归于 哈代 , 利 特 尔 伍德 与 波 利 亚 (1929) ,所 以 我 们 
应 称 不 等 式 @ 为 哈代 - 利 特 尔 伍德 - 波 利 亚 不 等 式 

上 面 的 结果 有 一 些 拓 广 . AML. Fuchs 于 1947 年 证 明了 ， 

对 任意 凸 函 教 与 任意 实数 如， 加 ,不 等 式 
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Saf < Saso @ 


成 立 必 要 且 只 要 


2-9 2® л„,у, Z Z Yas 
‚ 


а 
Уа < Урун 1,26 1, 
© 


= 


Ур = Dp 
= © 


ЗЕ (Ку Fan) + 1951 年 证 明了 一 个 优美 的 结果 
# х>0,у 宇 0( 其 意义 是 向 量 z,y 的 分 量 均 是 非 负 数 ), 则 
工作 ?的 充分 必要 条 件 是 对 于 任何 对 称 尺 度 函 数 F A 


Р(х) < FG). @ 


这 里 ,对 称 尺 度 函数 (symmetric gauge funetion) 的 意义 如 下 : 
设 王 是 以 二 维 向 量 为 变 元 的 实 函数 , 若 对 任意 向 量 工 与 y 有 
F(z) > 0 (= #0), 
Fitz) = |t| F) ,i 为 实数 ， 
F(z +y) < FG) + FG); 
Fir.) = F(z); 
F(zJ) = F(z), 


其 中 т. 表示 将 z 的 分 量 做 任意 排列 后 得 到 的 向 量 ,/ 是 对 角 线 上 
的 元 素 为 十 1 或 一 1 的 任意 对 角 矩 阵 , 则 称 E WAREK 
参考 文献 [43,pp. 218—227]. 
(Wk ak) 
Schur FÆR (Schur inequality) #2, у.2 ЖЕНА З 
数 , 则 
ala — y)(z — z) Убу z)(y — z) 
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+= — z)(z — y) 20, @ 


当 且 仅 当 z 一 y 一 = 时 等 式 成 立 . 
不 等 式 是 1 Schur 大 约 在 1934 年 或 更 早 些 时 候 得 到 的 . 
为 了 证 明 加 ,不 妨 假定 z 二 ?二 = 二 0 + 
ау кечее — у! 
b = 202—5), = 205—2), 
则 用 柯 西 不 等 式 可 以 得 到 
[а а)" < (a, + ах + b), 
即 
(z — y)(y — z)[ 2 + z + 2(za)3) 
< eala y) +Е(у—)). 
щА42>0Ю,х >у\{ щ4<0}, 22 у. 因此 ; 当 4 为 任 一 实数 
时 ,总 有 
Z + Z 200201 > y, 
从 而 有 
(z — y)(y zy 
жї (л — у)(х — г) + (y — s)(z— 2), 
Bp $ KOD. 
Schur 不 等 式 四 有 各 种 推广 ,其 中 最 广泛 的 大 概 是 U. C. 


Guha 于 1962 年 证 明 的 如 下 结果 : 
РА WREX, B 


уров, 
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ubc — vea + wab > 0, Ф 


ров, КУФ а, 9р 101, EROSO 
反 向 . 在 每 一 种 情形 , 欲 使 四 取 等 号 ,必要 且 只 要 回 与 人 @ 均 取 等 
号 , 且 


аі opno _ 


v aq” akar” ia 
参考 文献 [43,pp.159—160],[42,p. 64]. 
《 陈 永 林 》 
Redheffer 递归 不 等 式 (Redheffer recursive inequality) 设 
DG = 1,2,…sn) PREHRA R f. = Лад) Ык, = 
дабаа) = 12.0) ЖЗНЕ, Дро € D G = 1, 
25). 关于 实 参 数 G = 1,2,…,n) 的 不 等 式 


Л, + +” HAS < a + +z. @ 


称 为 递归 的 ,车 存在 函数 F СИ 
върби, — g) = Efa 2 mh = 1), @ 


R. Redheffer 在 1967 年 给 出 了 递归 不 等 式 的 上 述 定义 ,并 证 
明了 如 下 的 定理 ， 

为 使 上 面 定义 的 递归 不 等 式 对 于 所 有 的 a Є D Gü 1,2,-- л) 

成 立 必要 且 只 要 存在 实数 (i = 1,2,--- n), (#8 <0, =0 8 

H= ENO dC = 1.2, n), @ 


其 中 F (RPE FGO 二 6 的 一 个 解 。 

我 们 对 用 归纳 法 来 证 明 这 个 定理 . 显然 ,当地 一 工时 定理 
成 立 - 假定 它 对 于 nn 一 1 成立, 为 使 不 等 式 对 成 立 ,必要 且 只 要 
当 它 将 除了 а, 外 的 其 他 变 元 看 做 常数 而 a, 任意 选取 时 成 立 . 由 
于 不 等 式 是 递归 的 ,利用 归纳 假设 ,我 们 得 到 定理 的 对 于 i 壹 
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n 一 2 的 各 个 关系 式 以 及 
F a) + ph = Pr (6,_.). 
因此 , 若 定义 8 = Fon) 就 可 看 出 定理 对 于 nt 是 成 立 的 - 从 而 
完成 了 证 明 、 
Redheffer 的 定理 提出 了 推广 各 种 已 知 不 等 式 的 一 种 方法 . 
作为 例子 ,我 们 来 考察 不 等 式 : 


мб + + AG, < Аа, + = Аа, @ 


Hp À > 0 是 给 定 实数 ,G, 是 wy…ai 的 几何 平均 值 ,而 д, 是 使 
不 等 式 @ 对 一 切 w > 0 成 立 的 待定 参数 ， 
不 等 式 @ 是 递归 的 .为 此 ,考察 便 等 式 


иб — да, = Gi Cpt — А), 


sanela 
Fò = Ë рач 
0 (и< 0). 
t. <A В}, Ён) = 0, Y и> A Bb, (д) =+ eo. 由 于 
F) >> 0 ЖЖЖ 3, > 0, 所 以 可 令 
& = «раг, 

则 有 = (Ай — В). 
KE В, ЖЕ A <1,В,2> 0 5 B,,, = 0 的 任意 实数 . 取 及 一 
e (> 0), 则 据 拉 格 朗 日 定理 ,有 

В вА) > 

假定 ary… wa, 不 全 为 零 , 且 令 大 一 1, 则 得 
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G+ 


G, < Ae +t "@>0). ® 


其 中 4, 是 a,,…,a, 的 算术 平均 值 ,G Жа, a, 的 几何 平均 值 
G = 1,2," n). 
参考 文献 [43,pp.173—175]. 
(Wk ik) 
Carleman 不 等 式 (Carleman inequality) t a, saz, san 为 正 
ilara 的 几何 平均 值 为 GG = 1,2,=-,n) , WJ 
G, + ++ + G, < e(a, +- + а,). @ 


不 等 式 人 四 是 T, Carleman 于 1923 年 得 到 的 - 
事实 上 ， PERN EAREN af RE ai, 则 得 
А+ + a? ка ка) , 
> wF m a <| i Èa 


令 请 一 十 со 1 则 因 


(а ао 28), 


所 以 立刻 得 到 不 等 式 四. 
另外 ,不 等 式 四 也 可 用 Redheffer 不 等 式 回 (参见 Redheffer 
ме 


hih -L REG- LOG +- - +G), M 
elar + "+ a") >ейбяб. 
因为 eS 之 1, 所 以 可 得 出 不 等 式 (D. 


参考 文献 [42,p. 239,p. 249],[43,p. 175]. 
СЖЖ 
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(三 ) 特殊 不 等 式 


Hlawka 不 等 式 (Hlawka inequality) # R" 表示 m 维 实 的 
Euclid 向 量 空间 . ШЖ а = Caye an) 的 范 数 定义 为 


аа а, 
则 对 任何 a,b,cER", 有 
la| + lèl + lel — |b +c] — 
le+a| — la + b| + la + b + e| 2 0. © 
АОН АЗИ Ë T IR Hlawka 恒等式 
推出 : 
《lal 十 12 十 lc 一 志士 引 一 1 十 中 一 le 十 寻 十 
le 十 8 十 el)Clal + |5] + lel + la + b+ c|) 
= (bl + lel — lb +e (a| — lb+c| + [2+6 +]? 
+ (|| + |а| — 14а) — je +a] + la +b+c|) 
+(la| + |Ь| — la +ó|>(|e| — la +b| + |a +b+c|). © 
Hlawka ФНО БАРОИ AER Хар ШЖ 
记载 . 据 Mitrinovic 与 Vasie 的 著作 《分 析 不 等 式 ) 所 述 推断 ,四 与 
回 出 现 的 年 代 大 约 在 1942 年 之 前 ` 


D, D. Adamovic F 1964 年 得 到 了 不 等 式 四 的 一 个 推广 : 
Йа € RG = 1,2," ,п), A] 


@—2) Хм + | «|> X ааа @ 


D. Z. Djokovie 1963 年 证 明了 更 一 般 的 不 等 式 ， 
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2 la +а, + Раі 


«|86 04). © 


参考 文献 [43,pp. 227—231]. 


《 陈 永 林 》 
Ногпісћ 不 等 式 (Hornich inequality) ğa Є Ra € К” 


G= 1,2,5), HEA Ja = ta. 着 :之 1, 则 
a 


Dipta a ialay © 
а, 则 中 未 必 成 立 - 
下 面 来 证 明 @. 由 Hlawka 恒等式 得 
тах(|а, + a| — |а,| + |а,+а|— la,|) 
<la +a,+ a| — la; +a,| + lal. @ 


加 中 的 max 是 对 所 有 使 得 w + а, УЖЕШ a, 5 a, 取 的 .由 加 
可 以 看 出 GD 式 左边 的 和 数 中 , 当 用 向 量 0,a1 азаа RRE 
向 量 ayaa, 时 ,和 的 值 不 会 减少 ， 辣 理 ,所 得 的 新 和 数 在 用 
0,0, а, +a азал" a, ЖЛ ШШЩ 0, а, 十 aay asia, В}, 
其 值 仍 不 会 破 少 ， 重 复 这 一 过 程 即 可 推出 

Soa tal- laD 06а lh, @ 


JEH bi = 0, = а + +a, Ш, 


Fila tal — lal 
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«0 – Dia| + la + а, + a| — |а + == + al- 
应 用 已 知 条 件 得 
Dla, + a| — 141) 
© 
<@m—1-— |40141 + 12—101). 


ще 18, eil |t| =— 1, 由 此 推出 不 等 式 @@. 

H. Hornich 于 1942 年 给 出 的 一 个 不 等 式 是 不 等 式 四 的 特殊 
情形 ,其 证 明 很 长 上 面 的 不 等 式 四 及 其 证 明 是 D. E. Djokovit 于 
1963 年 给 出 的 . 

参考 文献 [43,рр. 230—231]. 

СЖЖ) 
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节气 昌 长 ” 凡 八 节 二 十 四 气 , 气 损益 九 寸 九 分 ,六 分 分 之 一 。 冬 
至 里 长 一 丈 三 尺 五 寸 ,夏至 凡 长 一 尺 六 十 .了 问 次 节 损 益 十 数 长 短 
各 几何 ? 

本 题 是 我 国 最 古老 的 天 文 著作 ( 周 合 算 经 多 公元 前 2 世纪 ) 
中 说 明 测算 24 个 节气 的 方法 : 立 一 根 8 尺 标 竿 ,在 每 天 正午 时 
刻 测量 影 ( 蜂 ) 长 .定义 一 年 中 县 最 长 的 那天 为 冬至 , 骨 最 短 的 
那天 为 夏至 ,然后 在 夏至 到 冬至 之 间 , 冬 至 到 次 年 夏至 之 间 各 安 


排 11 个 节气 ,每 相 邻 两 个 节气 的 器 长 相差 ( 气 损益 )99 йш 
组 成 以 99 十 为 公差 的 等 基数 列 + 它们 分 别 是 : 
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+ БГ Р 
2 3 4 5 
g 457-5596 -5 |655- | 755 [asa 
立秋 | ж 秋分 жй 
5 5 4 3 
1250 1350 |1 250-11 151510525 
кы J 
大 雪 | 冬至 жж | 立春 
5 2 1 
655 01556 -5 457-5 [358 — |259 — 
清明 | 谷雨 Ма | 芒种 
参考 文献 [31:p. 63]. 
(шж +) 


HESA 今 有 竹 九 节 , 下 三 节 容 四 升 ,上 四 节 容 三 升 , 问 中 同 


二 节 欲 均 容 ,各 多 少 ? 


本 题 是 ( 九 章 算 术 ) 考 六 “ 均 输 ”的 第 19 题 


一 根 九 节 的 竹子 ,下 粗 上 细 , 均 匀 生 长 . 下 一 节 的 容量 比 上 一 
节 的 容量 多 出 的 升 数 总 是 相同 的 . 所 以 这 是 一 个 等 差 数列 问题 . 
设 自 上 而 下 各 节 的 容量 为 aoas an ARAE d 的 等 差 


数列 , 则 根据 题 意 
тота U ai 
а + a, + a; = 4. 
4a; +104 = 3, 
" | 
ads +32= 4. 
Зар МИЕ. ЧУР, el 
Bü 4 = т eia 
于 是 自 上 而 下 各 节 的 容量 ( 升 ) 依 次 为 
39 46 5360,1 22 ‚29 


66'66'66 `56°1 661 ёл 18.12.12. 
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参考 文献 [3l,p.196]. 
kt) 
ХЕШ жуя, налж. 初 日 织 五 尺 , 今 一 月 织 九 匹 
三 丈 , 问 日益 几何 ? 
本 题 是 ( 张 印 建 算 经 ) 上 卷 第 22 题 ， 
题 中 的 织女 一 天 比 一 天 织 得 快 ,第 一 天 织 5 尺 ,一 个 月 (30 
天 ) 共 织 390 尺 (每 匹 为 40 R). 问 每 天 增加 几 尺 ?这 是 等 差 数列 
问题 ,已 知 首 项 .项 数 及 和 , 求 公差 . 


№ 总 一 下 他 十 区 十 人 一 1D)d]) 48 


390 = Ps 二 [5 十 《30 一 1)a]}， 


= 160) = 525 
故 a= 20) = 5 р). 


《 张 邱 建 算 经 ) 中 已 有 系统 的 等 差 数列 理论 ,是 世界 上 最 早 的 . 
参考 文献 [31,р.347],[1›р.81]. 
Rt) 
女 不 善 织 ” 今 有 女子 不 善 织 , 日 减 功 退 ， 初 日 织 五 尺 ,未 日 织 一 
尺 , 今 三 十 日 织 论 . 问 织 几何 ? 
本 题 是 ( 张 抒 建 算 经 ) 上 卷 第 23 题 ,也 是 等 差 数 列 问题 : 已 知 
KM а RM a, 和 项 数 n RA S.. 张 印 建 的 解法 为 “并 初 .末日 织 
尺 数 , 半 之 , 余 以 乘 织 旋 日 数 , 即 得 ” RAN ВЕ нА 


5, = = X n. 
对 这 一 具体 问题 ,有 
S, = 1 зо = 90(R). 


2 


参考 文献 [31,р.3471.Г1,р. 81]. 
(gt) 
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分 钱 问 题 SHIAR. 初 一 人 与 三 钱 , 次 一 人 与 四 钱 , 次 一 人 
与 五 钱 ,以 次 与 之 , 转 多 一 钱 ,与 论 , 还 敛 取 与 均 分 之 ,人 得 一 百 钱 ， 
问 人 几何 ? 

本 题 是 ( 张 邱 建 算 经 ) 上 卷 第 32 题 . 意思 是 : 将 钱 分 给 若干 
人 ,第 一 人 给 3 钱 , 第 二 人 给 4 钱 , 第 三 人 给 5 钱 , 依 此 类 推 ,每 人 
比 前 一 人 多 给 工钱 ,分 完 后 ,再 把 钱 收回 平分 给 各 人 ,结果 每 人 分 
得 100 钱 . 问 有 多 少 人 ? 

原 书 给 出 的 解法 是 :“ 置 人 得 数 ,以 碱 初 人 得 数 , 余 倍 之 ,以 转 多 
钱 数 加 之 , 即 得 人 数 .“ 即 

(100 一 3) X 2 + 1 =19506Д). 

实际 上 ,这 是 一 道 求 等 差 数列 项 数 的 问题 , BJ, 已 知 S, = 100и, 

а =3,4=1, Жл. 将 已 知 数值 代入 公式 5, 二 [2ai + (л 104748 


100n = n+ 0, р, 
вр 20100 — 3) = —1, 
于 是 п = (100 — 8) X 2+ 1 = 195. 

注 ; 44 Z 1 КОСОН ОТАТ. 如果 在 术 文 
“PAAR NAPE E URS B k 2 "—], WJ ж а 
是 否 为 1 均 适 用 了 . 

参考 文献 [31,р.353]. 

KEE) 
甘草 才 问 题 ” 今 有 菊 草 积 一 千 四 百 作 十 五 东 , 问 底面 几何 ? 

本 题 选 自 朱 世 杰 ( 算 学 启蒙 )(1299). 题 意 是 : Ж — 3 3. 
共计 1485 束 ,第 一 层 1 束 ; 第 二 层 2Z 东 ,以 下 各 层 依次 增加 W. 
问 底层 获 草 有 多 少 束 ? 

此 题 为 已 知 次 草 才 东 数 总 和 , 求 底层 束 数 问题 ， 由 于 本 题 层 
数 与 底层 东 数 相等 ,所 以 就 是 求 获 草 翅 层 数 问题 , 即 已 知 1 十 2 十 
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3 十 … п 1485, Rn 因为 1 十 2 十 3 十 … 十 nn 二 
лай 


ala + 1) 
一 


NR T >= 
根 ,得 二 299 
参考 文献 [50,pp. 122—123]. 


= 1485, л? + n — 2970 = 0. 解 此 方程 , 取 正 


(EEH) 
分 面包 问题 (The problem of distributing some breads) 100 
只 面包 5 个 人 分 ,从 第 二 个 人 起 ,依次 比 前 一 个 人 多 分 得 相同 数量 
的 面包 . 此 外 还 知道 开始 两 人 所 得 总 数 是 其 余 三 人 所 得 总 数 的 七 
分 之 一 . 间 每 人 各 得 多 少 ? 
本 问题 出 自 兰 德 纸 草 书 ， 
设 第 一 人 得 面包 数 是 z, 后 一 人 比 前 一 人 多 得 的 面包 数 是 у, 
则 第 二 人 得 面 包 数 为 z + у, 第 三 人 得 面包 数 为 十 2y, 第 四 人 
得 面包 数 为 zx 十 Зу, 第 五 人 得 面包 数 为 z 十 4y, 由 题 意 得 
х + (z + y) + (z + 2y) 
+ (z + Зу) + (z + 4y) = 100, 
?[z + (= + у)] 
=(z + Фу) + (z + Зу) + (z + Ay) 
ERORE z+ 2y= 20, 
RORE 11x = 35. 


联 立 回 , 因 两 式 , 解 得 一 1 和 ,一 9 
所 以 ,5 个 所 得 面包 数 分 别 为 


eee e 


1 Faz 6 5 20 291 © asd. 


参考 文献 [l8,pp.41—44,p.54],[29,pp, 149—152J. 
(& ж) 
Nichomachus 问题 (Nichomachus” problem) WEH: 如 果 把 
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由 所 有 奇数 组 成 的 数列 从 1 开始 加 以 分 组 ,第 一 组 只 有 一 项 , 即 
1, 第 二 组 有 两 项 , 即 3,5, 以 后 每 组 递增 一 项 , 则 每 一 组 的 和 和 皆 等 
于 该 组 项 数 的 立方 - 

公元 100 年 前 后 的 古 希 腊 学 者 Nichomachus 在 他 所 著 的 ( 算 
术 入 门 ) 一 书 中 提出 这 一 问题 . 《算术 入 门 ) 在 相当 长 的 时 期 内 ,被 
作为 数学 教科 书 ,阿拉 伯 数 学 家 al-Karaji 在 11 世纪 前 后 用 几何 
图 形 给 出 证 明 . 

通过 直接 验证 可 知 

1= m, 
3+5=8 = 2, 
Т+9+1=27= 8, 
13 +15 +17 +19 = 64 = 4°, 

等 等 , — ЖШТ. 

前 (n 一 1) 组 数 的 总 个 数 为 


1+ї+а+=+@—1=”®—Р, 


于 是 ,第 (n 一 1) 组 的 最 末 一 个 数 是 


ах ETD ena- 


由 此 推 得 第 ”组 的 第 一 个 数 是 
п(п — 1) 1+2 = nm — 1) +1, 
最 后 一 个 数 是 
п(п—1)+1+2(ни—1)=л#+л— 1. 
所 以 ,第 ”组 各 项 之 和 为 
m — a + YES Бп, а 


2 п = п". 
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参考 文献 [51,p. 219,pp. 221~222],[27,p. 7,pp. 84~85]. 
(= £ ЖЕФ) 
斯 图 姆 问题 (Sturm's problem) 一 个 邮递 员 从 4 城 出 发 ,第 一 
天 行程 为 10 ерак 1 里 约 约 等 于 4.5 公 
里 ), 以 后 每 天 比 前 一 X#+ Hf. 三 天 后 ,第 二 个 邮递 员 从 距 
4 城 40 里 约 的 召 城 沿 与 第 一 -个 部 得 员 相同 的 方向 前 过 ,他 关 — 
天 行程 为 7 里 约 ,以 后 每 天 比 前 一 天 多 走 之 里 约 。 问 第 一 个 邮递 
员 出 发 几 天 后 两 人 相 过 ? 
ЖЕ ЕН ЕҢ ЖОЕ ЖОЙ ТЕШНЕ ЕЕН. 
设 二 天 两 人 相遇 ,第 一 个 邮递 员 的 总 路 程 是 一 个 等 差 数列 前 
工 项 之 和 
10+ [104 |+ + [i+ 8 


= Ttar (B). 


лат z 一 3 天 ,总 路 程 为 
2 [54.02 4х2 
о к gl 
љт эса D (ш). 

由 题 意 得 

GEEET n ише ш) о 
m ar — 125z + 552 = 0, Ф 
解 之 ,得 x= 5. 12er 19.275 

这 两 个 根 不 是 整数 , 没 能 回答 题目 所 问 .但 从 它们 的 整数 部 分 ， 
可 知 他 们 两 人 两 次 相 过 的 时 间 ; 第 一 次 是 5 天 后 ,第 二 次 是 19 天 后 
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进一步 地 ,验证 上 述 两 个 答案 - 
设 第 一 个 邮递 员 r 天 后 总 行程 为 ,第 二 个 总 行程 加 上 40 为 
5 同上 做 法 ,得 
Ба? — 1252 + 552 = 24(b — а). @ 


现 分 别 将 一 5 和 z 一 6 代 人 方程 四 或 便 等 式 @ 之 左 端 , 则 前 
一 个 结果 大 于 0, 后 一 个 结果 小 于 0. 故 对 照 回 式 得 ,在 第 5 ЖЖ. 
а <b, ШЕ 6 ЖЖ, a >b. 这 就 是 说 ;第 一 次 相遇 在 第 五 天 后 ， 
即 第 6 天 内 . 

同样 道理 可 证 ,第 二 次 相遇 是 在 第 19 天 之 后 ,第 20 天 内 . 

其 实 , 容 易 明 白 这 两 次 相遇 的 可 能 性 . 第 一 个 邮递 员 的 速度 
原 比 第 二 个 快 , 故 在 第 6 天 赶 过 第 二 个 邮递 员 . 但 第 二 个 邮递 员 
的 速度 增长 得 比 第 一 个 快 ,在 第 14 天 两 人 速度 相同 ,以 后 第 二 个 
速度 大 于 第 一 个 , 故 在 第 20 天 又 赶 上 了 第 一 个 邮递 员 ,两 人 第 二 
киж. 

参考 文献 [14,рр.161-1637,[27,р. 41,рр. 221-223]. 

(& ж) 
ши Hh Seul. НАЖ ЖАН Вт OA 
AE RALE НЛ нле. 问 各 几何 ? 

本 题 是 (孙子 算 经 ) 下 卷 第 34 题 ,是 一 个 等 比 数列 问题 , 答案 
ШО, 9 = в Ж, 9 = 7292Ж, 9' = 6561 0, 9° = 59049 8, 
9° = 531 441 8, 9' = 4 782 969 £, 9' = 43046721}. 

在 二 埃及 纸 草书 中 已 有 一 题 画 着 格子 ,各 格 之 间 写 着 7,49， 
343,2 401,16 807 五 个 数 ,旁边 注 有 人 ; 猫 , 鼠 , 大 麦 ,容器 等 字 . 后 
人 揣测 题 意 :“ 今 有 7 人 ,每 人 有 7 M ERT ERR Т 
德 , 每 个 麦 禹 可 长 成 7 容器 的 麦 粒 ， 求 各 项 数 为 多 少 ?” 

参考 文献 [31,p. 321],[49,p. 318], 

Gk k) 
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横 盘 放 米 问题 (The problem of putting rice into chessboard) 
传说 古代 印度 有 一 个 人 发 明了 国际 象棋 , 棋盘 为 64 个 方 格 . 献 给 国 
王后 ,国王 玩 得 很 高 兴 , 便 问 那 人 要 何 赏赐 ， 那 人 说 :“ 第 一 格 一 粒 
米 ,第 二 格 两 粒 米 ,第 三 格 四 粒 米 ,…, 总 之 ,每 一 格 比 前 一 格 放 米 
多 一 倍 , 我 只 要 这 么 多 米 . ”国王 一 听 , 认 为 这 点 米 算 不 了 什么 ， 
就 满口 答应 了 却 不 料 , 那 人 领 米 时 ,所 有 仓库 的 米 也 不 够 给 他 - 
请 算 一 算 , 究 竞 要 给 他 多 少 粒 米 ? 

这 是 一 道 等 比 数列 求 和 问题 , 所 需 米粒 数 为 


1+@+ +2 + 2+ 8 2"—\ 
==] 
=18 446 744 073 709 551 615. 


参考 文献 [58,p. 23]. 
(ЕФ) 
买 马 问题 (Problem of buying a horse) 有 人 卖 一 匹 马 , 得 156 
元 钱 . 但 买主 买 了 后 又 反悔 ,将 马 退 给 卖主 说 ;这 马 根本 不 值 这 
么 多 钱 . "于 是 卖 马 人 提出 新 的 条 件 :如果 你 嫌 这 马 价钱 贵 , 那 你 
就 只 买 它 的 马蹄 铁 上 的 钉子 好 了 , 马 可 以 白 送 ， 每 一 马蹄 铁 上 有 
6 个 钉子 ,第 一 个 钉子 只 要 给 我 1/4 分 钱 , 第 二 个 钉子 1/2 分 钱 ， 
第 三 个 钉子 1 分 钱 , 依 此 类 推 下 去 . "买主 被 这 廉价 交易 打动 了 
心 就 接受 了 卖 马 人 的 条 件 , 必 里 估算 着 ,钉子 总 共 花 不 了 10 元 
钱 ,我 就 白 得 了 一 匹 马 ， 请问: 买主 究竟 要 花 多 少 钱 ? 
本 是 是 一 道 趣味 名 是 . 买主 为 马蹄 铁 上 的 24 个 钉子 要 付 
тафо 
= — + = 41903033 (分 钱 )， 


即 大 约 42 000 元 钱 ， 卖 马 人 在 这 样 的 条 件 下 ,当然 乐意 把 马 白 送 了 . 
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参考 文献 [60.р. 32]. 
(REE) 
Hanoi # [5] Ж (The towers of hanoi problem) RAF, Z. 7 
三 根 针 ,在 甲 针 上 插 有 从 小 到 大 的 ”个 圆 片 ,最 大 的 一 片 在 最 下 层 
CERE). 现在 要 将 这 些 圆 片 插 到 乙 针 上 去 ,而 每 次 仅 能 移动 一 
片 ,并 且 要 求 每 次 移动 时 ,不 能 将 大 圆 片 置 于 小 项 片 之 上 ,两 针 可 
作 辅 助 用 . 设 把 甲 针 上 的 壮 个 辑 片 全 部 移 到 乙 针 所 需 的 最 少 次 数 
为 a,， 试 求 : (1) ar sazasi (2) av 
本 题 即 魔 针 间 题 ,也 称 为 “世界 未 日 "问题 ,来 源 于 印度 的 一 
个 古老 的 传说 : 相传 在 佛教 圣地 贝 那 勒 斯 的 一 个 寺庙 里 ,有 一 
块 黄 铜板 , 板 上 插 着 三 根 宝石 针 印 度 教 的 主神 梵天 在 创 世 时 ， 
在 第 一 根 针 上 , 自 下 而 上 串 上 了 由 大 到 小 的 64 块 金 片 ,这 就 是 
Hanoi Ж. 不论 白 天 黑夜 ,寺内 都 有 一 个 僧人 按照 上 面 所 说 的 规 
定 移动 金 片 . 神 预言 , 当 这 64 片 金 片 都 移 到 一 个 针 上 时 ,世界 
未 日 就 来 临 了 . 
我 们 来 算 算 xs, 究竟 是 多 少 WR а, 的 公式 求 得 ,as 就 得 知 了 - 
(1) 当 甲 针 上 只 有 一 个 圆 片 时 ,只 需 移动 一 次 就 可 将 它 移 到 
乙 针 上 ,所 以 a = 1. 
当 甲 针 上 有 了 两 个 圆 片 时 ,必须 利用 两 针 作 过 渡 ，, 即 先 将 第 一 片 
移 到 两 针 上 ,再 将 第 二 片 移 到 乙 针 上 ,最 后 将 两 针 上 的 小 贺 片 移 到 
乙 针 上 ,这 样 就 完成 了 . 因此 ,aa = 3. 
当 甲 针 上 有 三 个 贺 片 时 ,由 于 必须 一 片 一 片 地 移 ,并 且 大 的 不 
许 压 在 小 的 上 面 ,所 以 , 想 要 移动 甲 针 上 最 底下 的 一 个 贺 片 ,就 必 
须 将 上 面 的 两 片 小 的 先 移 到 两 针 上 (这 就 需要 中 一 3 次 ), 然 后 就 
可 以 将 最 大 的 第 三 片 从 甲 针 上 移 到 乙 针 上 (又 是 1 次 ), 最 后 再 将 
两 针 上 的 两 片 通过 甲 针 移 到 己 针 上 (又 要 由 一 3 次 ), 于 是 ,一 共 
要 2a, + 1 = 7 IK, Ñt, a, = 7. 
《2) 仿照 以 上 思考 过 程 , 应 有 


246 LEELEE 


а, = 2a +1 (QG = 1) 


或 a+l=2G- + G +1 2). 
数列 {a, 十 1} 是 等 比 数列 , 公 比 为 2, 首 项 为 a + 1 = 2, 因此 


а +1= (a + 1) + 2%! = 2 + 2”! = 2“. 


所 以 а=? —1 (n= 1,2,3,4,+). 

特别 地 , aa = 2" 一 1. 如 果 移 动 一 次 需要 1 秒 ;那么 
(29 —1)% == 58 万 亿 年 ,这 是 一 个 非常 长 的 时 间 ( 现 代 科 学 家 
估计 ,太阳 系 的 寿命 不 过 200 亿 年 ). 

tE; 关于 解 Hanoi 塔 问题 的 种 种 算法 的 研究 ,可 参阅 (邮票 “ 
自行 车 。 雨 中行 ) 一 书 中 收录 的 fHanoi 塔 问题 及 算法 分 析 ) 一 文 

参考 文献 [55,p. 195],[59,p. 8]. 

KE) 
PERG MORM AETA HERAF HEt 
HK OIL EI EEH HHI 6. 

本 题 是 宋代 科学 家 沈 括 (1031 一 1095) 所 著 ( 梦 溪 笔 谈 ) 第 十 八 
卷 的 第 4 条. 意思 是 : 一 堆 整 齐 堆放 的 酒 坛 ,每 一 层 都 舞 成 正方 
形 , 最 上 层 长 宽 各 为 2 个 ,最 下 层 长 宽 各 12 个 , 相 邻 两 层 长 、 宽 各 
相差 1 个 ,从 最 上 层 的 2 个 往 下 直至 底层 的 12 个 ,共有 11 层 . 
求 这 堆 酒 坛 的 总 数 . 这 是 数列 求 和 问题 , 即 求 

S=2 PHE + = + 122. 

在 沈 括 以 前 ,这 类 问题 前 用 刍 童 的 体积 公式 计算 ( 见 刍 童 求 
积 ). 沈 括 指出 这 样 得 出 的 结果 是 不 准确 的 ,因为 由 棋子、, 酒 坛 等 
妈 成 的 堆 体 中 间 有 空 附 ,不 能 用 体积 公式 来 计算 ,而 应 该 用 由 他 首 
创 的 " 除 积 术 "来 计算 . 一 般 地 ,对 于 上 ,下 都 是 矩形 的 坛 堆 , 设 最 
上 上 层 宽 是 “个 ,长 是 5 个 ;最 下 层 (底层 ) 宽 是 < 个 ,长 是 过 个 ,共有 
n E. WJ 
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S=ab+ (a + 1)(6 + 1) + (a + 2)(5 + 2) + ed 
= [ab + d) + c@d + b)]+ SG — а). 


沈 括 应 用 这 个 公式 算出 正确 的 答案 为 649 个 ， 而 用 刍 童 公式 


计算 ,结果 是 630 气 个 ,显然 是 错误 的 - 
沈 括 开创 了 高 阶 等 差 数 列 求 和 的 研究 . 后 来 南宋 的 杨辉 .元 
代 的 朱 世 杰 等 进一步 得 到 不 少 高 阶 等 差 数列 的 求 和 公式 ,杨辉 的 
方法 称 为 * 翅 积 术 ”, 朱 世 杰 的 方法 称 为 “ 才 积 招 差 术 " ФИЛ, 
在 (详解 九 章 算法 ) 中 就 有 : 
果子 吉 S=ab+ (a+ 1)(b + 1) + Ga + 09042) 4 
+e- 10064 — 1) + ad 
= 8100 + dba + (2d + be] + EG — a), 
S= +2 + 3 + = + nt 
=#e+D[s+ 1]: 
Ж Ж 5=а*+(а+1)#+ (а+2)'+ +++ G@— 1: + P 
= Fatti abt 5а), 


=й S=1 +a Het iot {+ "ЕР 


= Ba + DG + 2), 


参考 文献 “[48,p, 134],[1,pp.187 一 197]. 
(#4) 
MRR ЛЫЖИ. 
RAR MARS RE. 
ДУЖНЕ RFH, 727—0, РЛ? 
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本 题 选 自 杨辉 k 详 解 九 章 算法 ) 题 意 是 ， 有 堆积 成 正四 棱 俊 状 
的 果子 一 翅 , 顶 层 1 个 ,底层 每 边 14 个 . 问 这 翅 果 子 共有 多 少 个 ? 

该 题 是 “ 求 前 ”个 自然 数 的 平方 和 ”的 特例 (n = 14). 原 题 所 
给 解法 为 "下方 加 一 , 乘 下 方 为 平 积 ,又 加 半 为 高 ,以 乘 下 方 为 高 
积 , 如 三 而 一 ”, 即 : 设 果 子 总 数 为 5,, 底 层 每 边 个 数 为 4, 则 


PES | 1 
5, = "т +1)|л + z). 
当 n 二 14 时 ,有 
1 29 
54 = q х14Х15Х > = 1015. 


参考 文献 [50,pp.119~120]. 

GA $) 

如 象 招数 ” 今 有 官司 依 立方 招 兵 , 初 招 方面 三 尺 , 次 招 方面 转 多 

一 尺 ,每 人 每 日 支 钱 二 百 五 十 文 ,已 招 二 万 三 千 四 百人 , 支 钱 二 万 
三 千 四 百 六 十 二 贯 ， 问 招来 几 日 ? 

本 题 是 朱 世 杰 的 4 四 元 玉 鉴 ) 卷 十 中 的 一 题 ， 意 思 是 : 按 立 方 数 
招 兵 ,第 一 天 招 3' 个 人 ,以 后 每 天 招 的 人 数 是 下 一 个 立方 数 ， 每 人 每 天 
RIA 250 文 钱 , 已 招 25 400 人 ,发 钱 23 462 贯 ， 问 共 招 了 几 天 ? 即 已 知 

PH (3+ 1)*+ (34+ 2)#+ == + (8 + n i) = 23400, 
求 n( 本 题 中 ,250 X 523 462814 489) ft). 

元 代数 学 家 朱 世 杰 发 明 * 招 差 术 "来 解决 这 一 类 问题 . 招 差 术 
即 现代 的 差分 法 - 

按 朱 世 杰 的 方法 ,把 每 日 招 兵 数 及 各 阶 差 列 成 下 表 : 

第 一 天 ”第 二 天 “第 三 天 ”第 四 天 第 五 天 
27 64 125 216 343 
37 61 91 127 
24 30 36 
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他 的 招 差 公 式 , 即 高 阶 等 差 数 列 的 和 
5, = пА + gm Од + (а DG — 23А + 
"т —1)5@— 2) — At p 


用 5, = 23 400,А = 27,4 = 37,Л* = 24,А* 一 6( 以 下 各 阶 
差分 为 0) 代 人 并 加 整理 ,得 


nt + 10п* + 371я* + 60n — 93 600 = 0, 


解 得 n= 1505). 
参考 文献 【1sp. 2001. 
(вва) 
жах 见 如 象 招数 ， 
藩 一 形 问 题 今 有 萎 草 六 百 八 十 东 , 欲 令 落 一 形 域 之 , 问 底子 
Л? 
本 题 选 自 朱 世 杰 ( 四 元 玉 鉴 》 
意思 是 , MARR 680 束 , 想 把 它 堆 成 落 一 形 ( 即 三 角 坊 ), 问 
底层 每 边 有 几 束 ? 
原 题 术 文 为 必 立 天 元 一 为 藩 一 底子 ,如 积 求 之 ,得 四 千 八 十 为 
益 实 , 二 为 从 方 ,三 为 从 廉 ,一 为 正 隅 ,立方 开 之 , 合 问 -." 即 : 设 工 
为 落 一 形 底子 的 束 数 ,以 680 x 5 一 4.080 为 常数 项 ( 负 ),2 为 一 次 
项 系数 ,3 为 二 次 项 系数 ;1 为 三 次 项 系数 ,得 三 次 方程 z 十 3z + 
2х 一 4080 = 0, 解 之 即 得 所 求 . 
本 题 为 落 一 形 ( 又 叫 三 角 吉 ) 问 题 ,所 求 之 底层 每 边 的 束 数 即 
为 该 种 堆 翅 的 层 数 ， 落 一 形 的 堆 法 为 ; 第 一 层 1 束 ,第 二 层 (1 十 
2) 东 , 第 三 层 (1 十 2 十 3) 束 心 sf 第 = 层 上 十 2 十 3 十 … 十 功 
R. 故 本 题 即 为 : 已 知 
\+а+®@+а+2+3)++@а+2+3++=+ л) 
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=680, 
Жл. 因为 


11 G(01424+04+24+3 + 

+а+2+4+=+ п) 
SHD 1р З 
=з д Эрэ 
各 © 


© 
ааа аы 
=l 6 аган 


= "= +1@+, 


故 方程 为 十 n(n 十 1)Cn 十 2) = 680, Ш n? + Зл? + 2л — 4 080 = 
0 (与 术 文 表达 式 一 致 ), 解 此 方程 可 得 — 15, 此 即 为 所 求 . 
参考 文献 [50,рр.123—124]. 
( 张 思 华 ) 
撒 星 形 问题 ” 今 有 苯 草 一 千 作 百 二 十 东 , 欲 令 撤 星 形 震 之 , 问 底 
子 几 何 ? 
本 题 选 自 朱 世 杰 (四 元 玉 鉴 ). 意思 是 : MARRI 820 束 , 想 
把 它们 堆 成 撤 星 形 ( 即 四 角 翅 ). 问 底层 每 边 有 几 束 ? 
原 题 术 文 为 :“ 立 天 元 一 为 撒 星 形 底子 ,如 积 求 之 ,得 四 万 三 千 
六 百 八 十 为 益 实 ;六 为 从 方 ,一 十 一 为 从 廉 ,六 为 从 下 廉 ,一 为 正 
BERAZ A”: 设 工 为 搬 星 形 底 边 的 束 数 ,以 1 820 X 
24 = 43 680 为 常数 项 ( 负 ),6 为 一 次 项 系数 ,11 为 二 次 项 系数 ,6 
为 三 次 项 系数 11 为 四 次 项 系数 ,得 四 次 方程 а ба + ilr + 
бх 一 43 680 = 0, 解 之 即 得 所 求 . 
本 题 是 撤 星 形 ( 又 叫 三 角落 一 形 ) 和 问题 , 撤 星 形 各 层 为 落 一 形 
MZA JERE: 第 一 层 1 束 ,第 二 层 (1 十 3) ж. 第 三 层 
(1+3+6) R, $E 131-6 4-10) R, fn E (1 + 3 
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+в+10+ p "СЕ Ру ж, нин: вй 

+а+з+а+з+е+е+[1+3+6+=+ 
пп +1] _ 
"© ЕР] =1820, 
K n Вж 


1AHDEAHIHO + к[1+3+6+=+ 
we 


~ 


1 
6 
(e+ Detz Da) 


[лт Де, wt Dt Is | 


У) + 5 + 2) 


= 


= X) + DG + 2) = 
= 


Ш 


|= ај ml 


п(п + 1)(n + 2) + 3), 


С 


4 


Ж mO G +D + 3) = 1820, 


Ш nt ôn’ + lin" + бп — 43 680 二 0( 与 术 文 表达 式 相同 ). 
$E ky Ban] f п = 13, 比 即 为 所 求 . 
参考 文献 [50,pp. 124—126], 
(KOR) 
撤 妊 更 落 一 形 问题 #3ERATHEASTAR КоА 
还 一 形 二 之 , 问 底子 几何 ? 
本 题 选 自打 世 杰 《四 元 玉 鉴 ), 意思 是 : 现 有 甘草 8 586 束 , 想 
把 它们 堆 成 撤 星 更 落 一 形 , 问 底层 每 边 几 束 ? 
原 题 术 文 为 , 立 天 元 一 为 撤 星 更 落 一 底子 ,如 积 求 之 ,得 一 百 
二 万 八 千 一 百 六 十 为 益 实 ,二 十 四 为 从 方 ,五 十 为 从 上 廉 ,三 十 五 
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为 从 二 廉 ,一 十 为 从 三 廉 , 一 为 正 陋 ,四 乘 方 开 之 , 合 问 . " 即 : Wk = 
为 撤 星 更 落 一 底层 每 边 束 数 ,以 8568 x 120 = 1028160 为 常数 项 
( 负 ),24 为 一 次 项 系数 ,50 为 二 次 项 系数 ,35 为 三 次 项 系数 ,10 为 
四 次 项 系数 ,1 为 五 次 项 系数 ,得 五 次 方程 x’ + 10z' + 35z? 十 
50z* + 242 — 1 028 160 = 0, 解 之 可 得 所 求 . 

本 题 是 撤 星 更 落 一 形 问题 . 撒 星 更 落 一 形 的 堆 法 是 : 第 一 层 1 
东 , 第 二 层 (1 十 4) 东 ,第 三 层 (1 十 4 十 10) 束 ,第 四 层 (1 十 4 十 
104 20 Же, # л [1 +4 10204. + Pn (л +1) 
@ + 2)] 8. Bth R tJ ЕЕ ЕЛ ЖКК, BE ЖЕ АИ. 
所 以 该 题 是 已 知 总 东 数 , 求 搬 星 更 落 一 形 层 数 的 问题 , 即 : 已 知 


а+а+о+а+а+ + [1+4+10+ + 
"= + DG + 2) ] = 8568, 
жп. HA 
а+а+р+а+а+ш+е+[1+4+10+=++{я 
@+р о +2] 


= X ge + DG + DG + 3) 
名 


=L D WHE фин +в) 


= 


л (яб tilen бнт + я — 1) mt + 12 
=l 于 +ех” Dn 
x "+ DntD) у дутар 


= оное 20 3) 4), 
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HD m° + 10n* + 35n' + 50л* + 24n 一 1028160 二 0( 与 术 文 表 
达 式 一 致 )- 
解 此 方程 可 得 n = 14, 即 为 所 求 。 
参考 文献 [50,pp. 126~128]. 
(жж) 
=йт®—-жыш ” 今 有 三 角 撤 星 更 落 一 形 ,果子 积 九 百 
二 十 四 个 , 问 底子 几何 ? 
本 题 选 自 朱 世 杰 《四 元 玉 鉴 》 意思 是 : 现 有 果子 924 个 , 堆 成 
三 角 撒 星 更 落 一 形 , 问 底层 每 边 有 几 个 ? 
原 题 术 文 为 , 立 天 元 一 为 三 角 撤 星 更 落 一 形 底子 ,如 积 求 之 ， 
得 六 十 六 万 五 千 二 百 八 十 为 益 实 , 一 百 二 十 为 从 方 , 二 百 七 十 四 为 
从 上 廉 ,二 百 二 十 五 为 从 二 廉 ; 八 十 五 为 从 三 廉 ,一 十 五 为 从 四 廉 ， 
一 为 正 阳 , 五 乘 方 开 之 ,合同 . "BD, 设 zx 为 三 角 搬 星 更 落 一 形 底层 
每 边 的 个 数 ,以 924 X 720 = 665 280 为 常数 项 ( 负 ), 分 别 以 120、 
274.225.85.15,1 为 一 次 项 系数 ,二 次 项 系数 ,三 次 项 系数 ,四 次 
项 系数 ,五 次 项 系数 .六 次 项 系数 ,得 六 次 方程 
= + 152° + 8524 十 225z + 2742" + 1202 — 665 280 = 0, 
解 之 可 得 所 求 - 
本 是 为 三 角 搬 星 更 落 一 形 问题 . 三 角 撒 星 更 落 一 形 的 堆 法 是 : 
第 一 层 1 个 ,第 二 层 (1 十 5) 个 ,第 三 层 (1 十 5 十 157 个 ,第 四 层 
(1+5 +15 + 35) 4, Жал E 


[1+5+15+35++=+-+дия+0(и+20(я+-3) |ж. 


ЕЕ 9 oR Xh ая BD 29 = 
已 知 
Га) =14 (@+5+ (+ 5+15) + + 5+15+ 35) 


++ [1+8++16+з5+- + дии + DG + 9 
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@ +] 
= 924, 
Rna 因为 


== > TW + DG + DG + G + O 


= Baro etas Detso Beta žl 


4 Е пп + 1)(2л* + 4n? + n — 1) 
= 120 12 


-gynn 10 (6л? + Эп? + n — 1) 
+10х 30 


n(n + —— +1) 


rat р 


+35х — 
n(n 十 zD] 


+ 50 х +24 х 


=n" +1)@+2)@G+3)(@n+ 4) (п 4 5), 


№ от +0069 + 2)(n + 3)(n + 4)G@ + 5) = 924, 
ËD п" + 15n° + Ви + 225я* + 274n° + 120n — 665 280 = 0 
(与 术 文 表达 式 一 致 ). 

解 此 方程 可 得 x = 7, 即 为 所 求 . 

参考 文献 [50,pp. 129—131]. 

注 : 以 上 四 个 条 目 为 四 种 恕 积 的 数列 问题 , 均 为 已 知 前 项 
ZARDA n. 这 几 个 数列 均 为 高 阶 等 差 数 列 ; 这 类 数列 的 求 和 
公式 可 以 归结 为 如 下 公式 : 

КЫС, P + DQ + Q 3) 1) 
Si 
PHD! 


т(п + 1)(n + 2) и + p). 


GA $) 
ВЕ Е CThe problem for the sum of natural numbers 
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power) 求 前 二 个 自然 数 的 m КОГ ЖП 
„= е = 1” + 2" + 3” + = + zn" (m 为 自然 数 ) 
的 计算 公式 ， 
这 是 一 个 很 古老 的 问题 . 
众所周知 , 当 m = 1 时 ,有 
S= Увоз п lin +1). 


驶 二 2 时 的 计算 公式 , 旱 在 公元 前 200 多 年 时 就 被 阿 基 米 德 
RA: 


S= = Fr 2 31 п? 
“ 
= + Qn + D), 


他 是 用 几何 方法 证 明 的 
m = 3 时 的 计算 公式 由 Nichomachus 给 出 , 他 先 列 出 
Y=] 
®= 3+6, 
#=7+9+11, 
4 = 13 +15 #17 + 19, 


利用 这 种 特殊 关系 ,再 根据 连续 奇数 和 公式 ,他 归纳 得 出 立方 和 公式 ， 


S= УР = 15+ 22 + 3' т 
= 

=: > в. [nG + DT 
= ааз [RED]. 


印度 的 Brahmagupta 和 Bhaskara 都 考虑 过 立方 数 的 和 ,如 
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A 
+++ +10 E хох), 


公元 11 世纪 ,中 亚细亚 的 al-Kashi 提出 立方 和 公式 及 四 次 方 
和 公式 ,后 者 可 写成 


= Y= 1 + 2* en 
= 


= Lien 4 5 一 
= 20067" + 15“ + 10и" — л), 


被 称 为 alj-Kashi 恒等式 . 
我 国清 代 中 叶 的 陈 世 仁 (1676 一 1722) ,在 所 著 ( 少 广 补遗 ) 一 
书 中 ,记载 了 继 杨辉 


++ ++ Тя Deth] 
之 后 提出 的 许多 霹 积 公式 ,如 连续 奇数 和 公式 以 及 


E+3+5S e + Qn — 1) = (л! —1), 


M 345 + 
3 з з TE Ы 
път [Pa +m]. 


"十 (2n — 1)" = nt (2л? — 1), 


日 本 数学 家 关 孝 和 吸收 我 国 数学 家 的 有 关 成 果 , 对 高 阶 等 差 
数列 又 有 创新 ,所 著 { 括 要 算法 ) 着 一 是 吉 积 总 术 , 其 中 “ 塌 积 求解 ” 
Тз m 二 1,2,3,…,11 时 的 自然 数 智和 的 公式 . 严 二 4 时 前 
不 项 和 的 公式 如 下 : 


Xe = 06 + isn! 100° — n), 
= 


Ую = 1 (ои + би? + ant — nt), 
ёа 15 
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уйн = L m + 21n" + 2195 — Tm + n), 

Ara 

Уи = L (an + 12n + 14nt — Tat + 2n’), 

а Ти 

DJe = L 0n’ + 4зн* + 60n 一 42n + 20 一 Зл), 

= 

УР = 22" + 10n? + lant — ане + 1005 — 3л”), 

= 

Урне = Cn + 33179 + 54л* — 660! + 66л* — 33n + 4n), 
al 

Dai = zi Qn 十 12n + 22n" — 33n" + 44n" — 33л* + 1085). 
а 


ЖЕ ЖС” ЖЕШ ERKA G теат АЙ 
киз, А Xk T К. ЖР 


У) 1" 037 as л", 
= 
李 善 兰 认为 如 ЯД m 4 m Ё = ЭЖ ЧИЕ ЮЖ, Ш 
>й: la 
#= +1) + G — Dk, 
=н DG + 2 + 4: DEH D 


1 
29 31% 2) (0 — Dk, 


[А 
вава Аара оет | |, А 
m! im 


voaf altz + 
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因此 , 据 朱 世 杰 揭 示 的 三 角 才 前 ”项 和 与 通 项 的 关系 ,得 


{п —1 


н шаң н 


СВ ЕВ m 的 值 显 示 这 些 47 值 ,而 且 还 给 出 上 ,下 
两 层 间 系数 47 的 关系 
р = (m — j + IDAR + jA, 
了 一 2,3, 必 一] 


W A= A= y, 


= ij 


(ed 


1 m= 1 

1 1 m=2 

1 4 1 m=3 

1 11 11 1 m=4 

1 26 66 25 1 m=5 
1 57 302 302 57 £ m=6 


比较 一 下 日 本 关 孝 和 与 中 国 李 善 兰 ,他 们 研究 的 思想 有 别 : 关 把 
前 个 自然 数 m 次 短 和 看 成 是 (m + 1) 次 多 项 式 , 李 则 看 成 是 mi 
个 组 合 数 之 和 , 他 们 研究 的 方法 不 同 ; 关 可 能 用 待定 系数 法 , 李 却 
用 朱 世 杰 揭 示 过 的 三 角 井 天 项 和 与 通 项 公式 . 他 们 所 取得 的 成 果 
也 不 一 样 : 关 求 到 m = 11 为 止 ,而 李 则 已 考虑 到 一 般 , 其 成 果 可 
与 瑞士 数学 家 雅 各 布 " 伯 努 利 所 得 的 公式 { 见 伯 努 利 数 ) 克 美 . 

关于 自然 数 宕 和 公式 ,经 过 不 少数 学 家 的 努力 ,已 经 找到 了 好 
些 各 不 相同 的 解决 办 法 ; 下 面 介 绍 最 初等 ,最 简单 的 一 种 方法 . 


因为 a 二 1 时 Кел =? Ут 27, 所 以 不 妨 
1 m 
BEn>3. Хш m = 18,4688, 
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тоз н UED, @ 
故 还 可 假定 m > 2. 
注意 到 
十 Do 一 1 


= Jatt- ук = УГА pat] 
tel += im 


= DAH E Chah" F Chai. H Otak 1 pt) 


= Cha У)" + Сї Duss “十 Ch >> + Pr @ 
= 


式 中 C! 为 组 合 数 . 
щт = 2 ORMA 
G+ -i= Ye + Ci D+ 371 
21 Е 
= Ўв з Ура. 
A TIA 
将 @ 代 人 ,有 


зв mtn ED 


= 


ЕЕЕ 3a] 


="@-+D[|n + | 


于 是 x =" + Dn + D. @ 


r=] 


Ë m = 3 ORMA 


ataia рна Dt Dt Ўл 


ГЕП 
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=4 lp + 6 фун + 4 Dkn 
25, = 
将 ,四 代入 ,得 
ўе mt 
É: 
я DG +1) 
6 
= 
于 是 ， 
Y= La + i= [pe + э]. @ 
fi 
X m = 4 ORA 
(n41) – 1 


=G: Ўв +@ Seta etcs > £ > 
=š Zeto Ўв 10 Bers Det 

将 四 .加 和 四 代入 ,得 
Di i 


dant DntD—10. Tt +t 1 


= En + DG + Dn 4 Зп — 1), 


тй. 
Дк = дле н +1 н). © 


ГЕЛ 


щт = SORMA 
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(nt 1 —1=6 Deti De + 20 >) 
= 


i т 


+15 Уле 6 Уа. 


= їл 


将 四、 回 、@@ 和 回 代 入, 得 


в DE = Fmt D'n + 2 — D, 


= 
于 是 ， 
DE = туа + tm + 2а —1)- 
á 


循 此 ,可 依次 求 得 


ye = gre + 1)(2л + 1)(3л* + Gn? — 3n +1), 


Узе = дпп + Gnt + Sn — nè — in + 2), 


等 等 ， 

这 就 解决 了 自然 数 的 方 雷 和 问题 . 

下 面 ,我 们 来 一 般 性 地 研究 解法 

展开 二 项 式 (z 十 a), 810 ooo, 在 一 定 条 件 下 ， 
这 些 数 可 看 做 是 取决 于 4 的 未 知 数 而 不 管 它 是 a ОЕ. 用 研究 这 
些 数 的 方法 可 以 简化 S. = 了 "的 推导 


= 
#дат + 15% М.К аг 
Q + o) = A + Mia 十 Mario ++ 
R GQ+a-— DM А {МА (о —1) + Mm (о – 1) + 
两 式 相 减 ,得 
(A +a)" — (А+ о 1)" 
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= МА" + Mr [oe — (a — 1087 


+ МЧ (a — р] + H a) 
我 们 用 下 列 等 式 
(0—1) = 0°, 
(6—1) = m, Ф 
G— D'= m, 
G— t= =, 
等 等 来 规定 未 知 数 o,07 ,0 ,… 就 可 将 ( 1) 式 化 简 为 
МА" = (3+ а)“ — Q — 1 + a)", Ст.) 
ЖА = 1,2,3, КА, 
М." = (Q +a — ax, 
М. = (2 + — Q + 9)“, 
M + п = (n +0)" — (п — 1 0)", 
将 上 列 n 个 等 式 相 加 ,得 
M.S, = (п + 0) — 0“, 
ГЕ 
即 ‚трт = НОР m, 
亦 即 
iS papas s p e ЕФ"" Ле" ү, 
m+1 


mü o... H ®зҖ@,@,®,®,- Е. ТЕА 
二 项 式 (n + a)“ 展开 式 的 公式 ( 1) 给 出 了 所 求知 之 和 ， 

我 们 应 用 公式 (1 ) 来 求 一 下 m = 1,2,3,4 时 的 结果 . 首先 根 
据 方程 回 ,加 ,@@, 加 确定 未 知 数 c,o ,0 ,о'. Щщ @{# — 270-10, 
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Wa = 1, 由 得 一 3 + 3 — 1= 0, k = 1, LAOR 

— 4 + 6 — 40 + 1 = 0, # @ = 0: ЖЕНО — 5o + 

iom —10 +50 —1 = 0, ka = 2, 
因此 ,由 (1 ) 式 得 到 


‚Жа 
1+2+3+ hna EEE 


omt п(п 1), 
P рех 


б. 
LE E E и „АКЕ es 


3 
tara 
a mt ana t anet = "ч +1009 +1), 


ссн 
ре О 


_ n -k Ало + бло? + dnd _ [= + му, 
4 p. Ц" 


w sn 
+++ + = 000 
_ mn + Snta + 10л°о° + 10n’g + Snot 
5 


ro + 1)(2n + Dn + 3n — 1). 


参考 文献 [53,p.315],[49,pp. 324~328], [57;pp. 1 一 5],[44， 
p: 46]. 


(KEP) 
al-Kāshi 恒等式 (al-Kashi identity) 见 自然 数 景 和 问题 . 


MASA Bernoulli numbers) 自然 数 智和 5 二 > kr Cn H 


自然 数 ) 的 计算 公式 的 一 般 表 示 式 问题 ,最 早 在 1713 年 出 版 的 瑞 
士 数学 家 雅 各 布 ， 伯 和 努 利 的 一 部 著作 ( 猜 度 术 》 中 给 出 . Ар + 
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伯 努 利 运用 二 项 式 定理 及 递 推 靶 得 到 


a= suqus ° 
其 中 


в,=1,В =— B= + ,В, = 0, = 


в, = о,В, = $B = 0,В, =— 1, 
В, = 0,В„ = Ви = 0, 


称 为 伯 努 利 数 ， 
伯 努 利 数 满足 В, = 0 (j 为 奇数 且 j> 1) PEEM”: 
В, = (1 + В), @ 
其 中 国 的 右边 是 
СВ, + СІВ, + СЕВ, + ++ + СВ, 


的 缩写 , 它 好 像 二 项 式 定理 ,只 不 过 把 宕 指数 改 成 了 足 标 : 

运用 人 @@ 可 以 推出 四 中 Bi 后 面 的 伯 努 利 数 是 
691 
атар, В» = В = үр 

43867 174611 
B —— SB p, = L461,..., 
ы = By = Bp = Bi = By = + = 0. Ф 

伯 努 利 数 有 很 大 用 处 . 例如 ,由 含 伯 努 利 数 的 公式 四 求 得 自然 

KEA 


Ba =— 


sippi, 
5, =-ул'+-ул, 


$= etl 
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另外 , 伯 努 利 数 与 费 马 大 定理 有 重要 的 联系 , 1850 4, 
Kummer(1810 一 1893) 证 明了 和 费 马 大 定理 对 于 正规 索 数 成 立 ,这 
是 一 个 很 大 的 成 就 ,一 下 子 证 明了 对 一 大 批 素数 p, 费 马 大 定理 成 
立 . 而 “正规 素数 "的 概念 是 由 伯 努 利 数 如 下 定义 的 : 

如 果 素 数 p 不 整除 B BoB Е, ДВА p 就 称 为 正 
规 素 数 ; 如 果 素 数 p 整除 BB B, PRAE R p 
为 非 正规 素数 , 例如 ,5 是 正规 素数 ,因为 В, 的 分 母 是 6; 而 516 ;7 
也 是 正规 索 数 ,因为 B; 的 分 母 是 6,B, 的 分 母 是 30, 716 Н 7130. 

Kummer 发 现 ,在 100 以 内 只 有 37.59.67 是 非 正规 索 数 ,在 
对 这 三 个 数 进行 特别 处 理 后 ,Kummer 证 明了 对 于 2<100,# 5 
大 定理 成 立 . 

参考 文献 [56,pp. 220—221]. 


КЕФ) 
Hypsicles 定理 (Hypsicles' theorem) 各 项 与 项 数 2n 均 为 偶数 
的 等 差 数列 ,后 ”项 和 与 前 ”项 和 的 差 为 好 的 倍数 . 
本 题 是 由 亚历山大 城 的 Hypsicles 给 出 的 
设 这 等 差 数列 为 向 ,02,… saw, 公差 d = аз — а 是 整数 .我 们 
有 
a, — Qi = nd, 


аа — aÚ = nd, 


а — a, = nd, 
所 以 
бад. аы + аы) — (a, +a, + +" + a,) = md J n° 
的 倍数 . 


266 数学 名 题词 类 


# 本 定理 中 “各 项 为 偶数 ”可 改 为 “各 项 为 整数 ”或 “公差 为 
gg”. 

参考 文献 [27,p.7,pp. 82—83]. 

( 单 M XX 军 张 思 华 ) 
斐 波 那 契 数列 (Fibonacci series) #71 (2, ) 称 为 张波 那 契 数 
FILIP F, = Р, = 1,Ё, = Е. + F. (л = 3,4,5,+) 

斐 波 那 契 是 意大利 著名 数学 家 Leonardo 的 笔名 . 他 在 (算盘 
38)CLiber Abbaci，1202) 的 修订 本 中 提出 了 一 个 有 名 的 “关于 免 
子 繁殖 的 问题 ", 即 : 有 一 对 小 免 ,过 一 个 月 长 成 大 免 , 一 对 大 免 经 
过 一 个 月 就 能 生出 一 对 小 免 , 并 能 每 月 生 下 一 对 小 免 ,而 所 生 的 一 
对 小 免 也 同样 过 一 个 月 长 成 大 兔 , 再 过 一 个 月 生 下 一 对 小 免 , 以 后 
也 每 月 能 生 下 一 对 小 免 .假设 所 有 锡 子 一 年 内 均 不 死亡 , 问 一 年 后 
共有 几 对 兔子 ? 这 一 问题 被 后 人 称 为 “ 非 波 那 契 问题 ” 

设 每 月 兔子 的 对 数 分 别 为 FoF Fre Р, n AERE 
中 的 第 13 项 Fs 

显然 ,二 1,F, 二 1, 在 n 宇 3 时 ,我 们 可 以 发 现 ,第 nn 个 月 比 
第 Q — 1) 个 月 增加 的 兔子 的 对 数 等 于 第 (n 一 1) 个 月 的 大 兔子 
的 对 数 ,而 第 (п 一 1) 个 月 的 天 兔子 的 对 数 等 于 第 (n 一 1) 个 月 的 
兔子 的 总 对 数 , 于 是 有 

F,= F,=1, 
Е, = Ria + ЕЁ, (n= 3,4,5). 


由 此 可 见 , 各 个 月 的 兔子 的 对 数组 成 数列 
1,1,2,3,5,8,13,21,-.* 


这 一 数列 称 为 斐 波 那 契 数列 ， 
由 关系 式 上 ,不 难得 到 Е, = 233. 所 以 ,一 年 之 后 共有 233 对 
&+. 
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下 面 给 出 常用 的 两 种 方法 求 数列 中 的 通 项 公式 . 
注意 数列 @@ 的 特征 方程 为 妨 —&—1=0, Zk = 


LEI 1—5 设 通 项 公式 为 


ЕАУ) + a. |1= УЕ, 


分 别 令 上 式 中 n= 1,n 二 2, 得 


1 1 
a= B=, 公 
可 求 出 TE 于 是 通 项 公式 为 
人 = 
元 一 Ali) i=] | =з. 
如 果 我 们 考虑 数列 的 母 西数 
fz) = F, + ЕЕ? + == + ha! + Ёл” 
FEAE pes @ 
则 
afaj = Fit + Fr + == + F. + Fuat! 
+. te 9 
PF) = Еул? + F + ++ hr + К^?! 
З Fa rtt + = @ 
-0-0,4 


(1— z — z)fGz) = F, + (F, — Fiz, 
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即 a-z- df) =1. 
faj =—!— = 1 
й 09-та 二 E 
4. — 
о МЕ 
Z5—1_ УБ +1 
z а 2 * 
8 1 2 1 ® 
5— 5 1 经 二 人 
05 —1 V5 +1 
1 у 2т “Pm ы 
因 — і = += + 
VE 一 1 
2z \" 
= +" 
1 [с> = $ EET AS Y 
р-у d, matl УБЕ1) 
/$ +1 
2х _ 
КА т, ата 
代入 回 ,得 
асс СЕ Тү ЖЕТ. ЖИЕ. 
п | ss: =) +] Esse к 
š. 2j] Г a- j? 
5+ VB | ск. ру | 于 二 | 
= 2 ` e 2 А ? 
5 十 VS | УБЕП + + = = 
2 ai 2 а 2 有 下 D 5 
Е) ЖГ зт! |F š; 


与 @ 式 比较 ,得 
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“фе. э! түү > PERTY. 
езт т\к = ЕЕ п) 
ME ан)" (|) м: 
= ав | = | =з, 
斐 波 那 契 数 列 是 一 个 二 阶 线性 递归 数列 , 递归 数列 的 特点 是 ; 
它 的 任意 项 可 以 用 前 面 若干 项 表示 . 这 就 是 “递归 ”或 “循环 "的 意 
思 . 应 该 说 ,最 先 提出 它 的 是 斐 波 那 契 . 
人 们 对 张波 那 契 数列 继续 研究 ,发 现 它 许 多 奇特 的 性 质 . 例 
如 , 若 考虑 该 数列 相 邻 两 项 之 比 构成 的 数列 


112.35 8 


TEE RIE 
则 可 证 明 ,这 个 “比值 数列 ”的 极限 为 


VS 一 】 
га: 


r= 


这 就 是 黄金 比值 . 

再 如 , 斐 波 那 契 数列 在 许多 场合 都 会 出 现 ,诸如 坪 蜂 的 繁殖 、 
植物 的 叶 序 、 洲 草 的 鳞片 . 树 校 的 生长 ,钢琴 的 键盘 等 等 . 同时 , 它 
在 数学 的 许多 分 支 也 得 到 广泛 的 应 用 . 1963 年 创刊 的 4 斐 波 那 契 
季刊 ) 的 头 三 年 中 ,就 发 表 了 近 1 000 页 有 关 这 一 特殊 领域 的 研究 
成 果 . 1968 年 ,为 了 解决 大 量 稿件 积压 问题 ,还 出 版 了 三 期 增刊 . 

参考 文献 [54;p. 36], [52,p. 216],[59,p. 7,р. 9],[61, 
р. 208]. 

RH) 
Lucas @ Jj (Lucas series) # (L) Я 0 Lucas 数列 ,其 中 
L =1;l, = 3,1, = 1, + Lan = 3,4,5," 

这 是 法 国 数学 家 Lucas(1842 一 1891) 引 进 的 新 数列 ,该 数列 

的 递归 关系 与 斐 波 那 契 数列 相同 ,但 第 二 项 不 同 . 如 果 把 该 数列 的 
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前 面 一 些 项 写 出 来 就 是 
1,3,4,7,11,18.29,47,76.123,- 
Lucas 数列 (上, ) 的 通 项 公式 为 


Еа а да к=, 


Ништа в. 
参考 文献 [54.р. 39]. 
сЕ) 
最 小 和 (A minimal sum) Ял КЙ k -HA (ата, 
а), 其 中 心 取 自 集合 {1,2,3,…,n) ,并 且 可 以 重复 其 中 的 任意 
数 , 对 每 个 -数组 确定 最 小 值 a. 试 证 明 一 个 奇特 的 结果 : 这 些 
最 小 值 之 和 恰好 等 于 前 个 自然 数 的 次 方 知之 和 , 即 


Y minta, saz, sd) = У) 


本 题 为 (美国 数学 月 刊 )i976 年 第 61 页 问题 E2 507, 由 新 泽 
西 州 默 累 山 贝尔 电话 实验 室 R. L. Graham 提出 ,由 多 伦 多 大 学 学 
生 Peter С. de Buta 解答 . 

在 把 自然 数 ~ 构成 的 数列 相 加 时 ,有 


Dr = (数列 中 大 于 或 等 于 1 的 项 数 ) 
+ (数列 中 大 于 或 等 于 2 的 项 数 ) 十 … 


事实 上 ,在 左边 , 原 数 列 的 每 一 项 元 恰好 对 r, 个 括号 各 贡献 一 
+ 

容易 确定 数列 中 不 小 于 正 整数 + 的 项 数 . AH mina sa 
a) St, HERFRA k ВНЕ а, AT t е а, 从 集 
会 (st tlen) 中 选取 ,因而 均 有 Cn 一 上 十 1) 种 选 法 ,所 以 ,总 
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共有 (mn 一 + 十 1)* 个 所 求 的 &- 数 组 ,于 是 ,大 于 或 等 于 + 的 项 数 二 
(n— t + 1), 从 而 


шїп {аа as) 


= Ý) ктш юж 


= Jnr H17 

= 
=n + G — 1) + (n — 2) + = + 2 + 1 
Sien 


参考 文献 [30,pp, 37—39]. 
KEE) 
质数 的 和 (The sums of the primes) 假设 以 S, 表示 前 = 个 质 
数 的 和 , 即 S. = 二 2 十 3 十 5 十 … 十 志 ; 试 证 明 , 在 5S, 和 3 之 间 
存在 一 个 平方 数 . 
本 题 为 (美国 数学 月 刊 加 969 年 第 1 151 页 问题 E2164, 由 威 
斯 康 星 大 学 万 克 沙 分 校 R. S. Luthar 提出 ,由 俄勒冈 大 学 Ivan 
Nieven 解答 . 
该 命题 对 于 n= 二 1,2,3,4 容易 证 明 , 现 假设 三 5. 如 果 两 个 
正 实数 xz 和 y(z > 3 的 平方 根 包 围 了 一 个 自然 数 m, 则 平方 数 
m ЯЕ z fl у ЖЇН, Vz <m< Vy Wi z< m < y. 
# Уу 一 Ут >1 ЕТ, = 5 / у ЮНЕ ESA, 
不 能 不 包含 自然 数 .vy ма 1 Р Уу >14, 
y>1+2 у= 十 x 于 是 y 一 + 之 1 十 2 Vx, 因此 ,如 果 我 们 


对 所 有 的 证 明了 关系 式 .5.4 一 S.> 1 + 2 VS, 成 立 , 即 得 问题 
之 所 证 . 
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已 知 5, =2+3+5+7+1 + + pr 5 n25B,S, Ж 
小 于 2 十 3 十 5 十 ?十 11. 这 里 ,不 含 1 和 9 这 两 个 奇数 .如 果 我 
MER 2, 添 上 略 去 的 那些 奇数 , 则 至 少 增加 了 1 十 9 一 2 一 8. 由 
此 得 出 

S.<1+3+54 T po 


其 中 , 右 端 为 1 和 p, 之 间 的 一 切 奇数 之 和 . 
1 至 中 一 1 的 奇数 之 和 为 


1+3+54 = +e U) = у + @&— D]= P. 


эр, = 2k — 1 Bb, B 2 = EO + pO. 因此 ,由 1 至 办 .之 间 的 
一 切 奇数 之 和 为 了 (1 十 .六 这 就 给 出 


S,< TO + p, 


从 而 

f 1 

М5, <T +) 
或 2/6, <1+ Pa 


因为 1; 不 可 能 小 于 p. + 2 C p. p. 不 可 能 是 连续 自然 数 ), 所 
以 
Sa 5, = pan> p +2 
=1+G(+>)>1+2VS.. 


这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 结论 : 
参考 文献 [30,pp: 221—222]. 
ЗЕЕ) 
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分 赌注 问题 (Distribute bet problem) 两 个 赌 徒 相约 赌 若 于 
局 , 谁 先 胜 5 局, 便 赢 得 全 部 赌注 . 现在 其 中 一 人 胜 a(e < s) 局 , 另 
ЛЕР < s) 局 ,赌博 中 止 . 问 赌注 应 怎样 分 法 才 合 理 ? 

分 赌注 问题 又 称 得 点 问题 (Problem of the points) ,是 概率 论 
发 展 史上 最 著名 的 问题 之 一 . 它 旱 在 15 世纪 时 由 意大利 数学 家 
Luca Pacioli(1445~1514) 的 关于 计算 技术 的 教科 书 t 总 计 ) 中 提 
出 ,但 他 未 能 给 出 正确 结果 ,这 曾 引 起 了 长 时 期 的 争论 . 直到 1651 
年 法 国 统计 学 家 、 财 徒 A.G, С. de Mere(1610 一 1685) 将 此 问题 向 
著名 数学 家 帕斯卡 求教 ,帕斯卡 经 过 两 三 年 的 思考 ,提出 了 这 样 一 
个 重要 的 思想 ,两 财 徒 应 得 财 金 的 比例 ,取决 于 赌博 继续 进行 下 去 
各 自 成 为 赢家 的 概率 . 更 为 重要 的 是 ,1654 年 7 月 29 日 帕斯卡 将 
该 问题 和 他 的 解法 写 信 寄 给 了 费 马 ,两 人 之 间 的 通信 不 仅 解决 了 
分 赌注 问题 ,而 且 还 为 解决 机 会 游戏 的 其 他 许多 问题 搭 起 了 框架 , 
后 来 有 人 把 他 们 建立 联系 的 这 一 天 看 做 是 概率 论 的 生日 . 帕斯卡 
与 费 马 的 联系 ,对 于 激发 欧洲 数学 家 对 概率 论 的 兴趣 起 着 重要 的 
作用 . 例如 ,在 他 们 建立 联系 后 的 短 时 间 里 ,年 轻 的 荷兰 数学 家 惠 
更 斯 专程 来 到 巴黎 ,和 他 们 一 起 讨论 分 赌注 问题 ,在 惠 更 斯 的 著作 
《 论 般 子 游戏 的 推理 多 1657) 中 令 述 了 当时 的 情景 和 问题 的 解 . 

帕斯卡 和 典 马 分 别 将 解 归 结 到 最 终 获 胜 的 概率 ,而 惠 更 斯 在 
解 中 则 引入 了 数学 期 望 的 概念 ,三 人 各 自从 不 同 的 理由 出 发 ,都 给 
出 了 问题 的 正确 解 ,获得 了 一 致 的 结论 ,这 不 仅 平息 了 拖延 已 久 的 
分 赌注 问题 的 争议 ,而 且 他 们 所 取得 的 成 果 , 可 以 说 已 宣告 了 概率 
论 这 一 新 学 科 的 诞生 . 由 于 囊 更 斯 的 ( 论 丛 子 游戏 的 推理 ) 是 迄今 
所 知 有 关 概 率 论 的 最 早 论 著 , 因 此 有 人 认为 概率 论 起 源 于 赌博 , Я 
短 中 一 些 机 会 问题 促使 数学 家 们 去 思考 ,研究 概率 问题 ,这 对 概率 


274 数学 名 题词 典 


论 的 形成 起 到 了 促进 作用 . 然而 概率 论 能 够 发 展 成 今天 这 样 理论 
基础 严密 ,应 用 极为 广泛 的 庭 大 的 数学 分 支 ,是 由 于 概率 论 与 实际 
有 着 密切 联系 的 缘故 . 拉 普 拉 斯 说 过 :“ 生 活 中 最 重要 的 问题 ,其 中 
绝 大 多 数 在 实质 上 只 是 概率 的 问题 . "早期 的 学 者 们 对 概率 论 的 兴 
趣 也 受 人 口 统计 、 保 险 事业 的 推动 ,到 了 18 世纪 ,概率 论 已 远 不 再 
是 只 与 赌博 问题 相关 联 的 学 科 了 , 它 在 自然 科学 ,技术 科学 ,社会 
科学 .军事 和 工农 业 生 产 中 都 有 着 广泛 的 应 用 . 所 以 概率 论 的 产生 
和 发 展 是 由 其 巨大 的 实际 意义 折 决 定 的 , 

下 面 介绍 帕斯卡 、 费 马 种 更 斯 所 给 出 的 解法 , 设 在 每 局 中 赠 
徒 甲 胜 的 概率 为 p(0 р С), ЕНН а 1—2. 由 题 意 
知 ,赌博 中 止 后 如 果 继 续 进 行 下 去 , 甲 需 在 乙未 赢 之 前 再 先 胜 
т =з 一 2 局 ,就 能 赢得 全 部 赌注 , 乙 需 在 甲 未 赢 之 前 再 先 胜 ”一 
:一 5 局 才能 赢得 全 部 赠 注 .为 能 分 出 最 终 的 胜 负 ,最 多 需要 再 赠 
m +n — 1.3 p = a 二 去 的 情形 ,帕斯卡 在 1654 年 8 月 24 
日 给 费 马 的 信 中 提出 的 简单 特例 及 其 解法 如 下 : 当 赠 博 进行 到 甲 
EË m = 2 j, Z 63 n—3 局 就 分 别 达到 约定 胜 * 局 时 ,他 们 中 
止 了 赌博 ,为 能 分 出 最 疼 谁 胜 谁 负 , 最 多 还 需 财 4 局 . 车 用 “十 ”、 
“一 "分别 表示 甲 胜 一 局 与 乙 胜 一 局 , 则 共有 以 下 16 种 可 能 的 
情形 ， 

《十 十 十 十 ) ++), (十 十 一 于 J ,(+—++), 
Га EEN N уа N 
(=), 0), в), 
二 一 一 (一 一 十 一 用 (一 一 一 二 1( 一 一 一 一 )， 


其 中 使 甲 最 终 获 胜 的 有 1 工种 , 也 就 是 在 继续 赌 的 4 局 中 乙 至 多 胜 
2 局 的 情形 ,用 组 合 方法 计算 为 


GEC G = 10). 
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其 中 使 乙 最 终 获胜 的 有 5 种 , 即 在 4 局 中 甲 至 多 胜 1 局 的 情形 ,用 
组 合计 算 为 

СС = 50). 
TEP 2, и 


РОН) = П.Р) = 5. 


因此 赌 徒 甲乙 应 按 比例 


分 配 赌注 最 为 合理 ， 

1665 年 出 版 了 帕斯卡 的 遗 著 ( 算 术 三 角形 ), 在 该 书 中 帕斯卡 
AHT p= = 1 情形 下 分 赌注 问题 的 组 合 解 : 赌 徒 甲 、 乙 分 配 
赌注 的 比例 为 

РОН) P( 在 mm 十 n 一 1 局 中 乙 至 多 胜 n 一 1 局 ) 

P( 忆 赢 ) ”PP( 在 m 十 n 一 1 局 中 甲 至 多 胜 m 一 1 局 ) 

= Chai + Сы + + + С 
5 БС + +С” 

EF p q 的 情形 ,法 国 数 学 家 棣 莫 弗 采纳 帕斯卡 的 解 古 思 
路 ,于 1711 年 在 英国 (皇家 学 会 会 报 ) 上 发 表 的 著名 论文 ( 论 赌博 
法 ) 中 ,首先 讨论 了 这 类 分 赌注 问题 . 财 徒 甲 . 乙 应 按 比 例 


зугул 
онњ) ЭС” З, 

POD ы = 
Усы ар mt 


或 等 价 地 按 比 例 
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PUD _ 
РСЖ) С” 


分 配 赌注 最 合理 ， 

帕斯卡 还 发 现 ,并 非 一 定 要 继续 赌 到 着 + n — 1 局 才能 决 出 
BAEN , 3 lt E FL E R 81% Е АОИ m < n,m < k < m + 
n —1) 为 止 , 甲 恰 先 胜 了 m 局 , 甲 就 最 终 获 胜 了 , 其 概率 为 


Орр" Е = тут + l." m + n — 1. 
法 国 数学 家 Montmort (1678—1719)4E t Б 


Ров) = У) Cap 


РО) = У) Ср. 
= 


故 帕 斯 卡 的 解法 已 接近 下 面 的 结果 , 赌 徒 甲 , 乙 应 按 下 面 的 比例 分 
Е. 


he 


сас" 


Ў ати. 


甲 赢 的 概率 还 可 归结 为 “在 出 现 乙 胜 元 局 以 前 甲 胜 m 局 或 m 
局 以 上 的 概率 ”, 而 乙 赢 的 概率 可 归结 为 “在 出 现 甲 胜 m 局 以 前 乙 
已 取胜 nn 局 或 n 局 以 上 的 概率 ”于 是 应 用 著名 的 帕斯卡 分 布 ( 即 
负 二 项 分 布 ), 我 们 还 能 得 到 , 财 徒 甲乙 分 配 赌注 的 比例 应 为 


CS” 


УС. ар". 
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或 者 甲 , 乙 分 配 赌注 的 比例 还 可 归结 为 “ 甲 胜 m 局 以 前 乙 至 多 胜 
n —1 局” 与“ 乙 胜局 以 前 甲 至 多 胜 m 一 1 局 "的 概率 之 比 : 


а 
Уба, 


руа 

不 难 证 明 ,以 上 4 种 解法 是 等 价 的 . 

О ЈА, Е Р... 为 甲 胜 m 局 发 生 在 乙 胜 n 局 之 前 的 概 
率 . 考虑 此 事件 发 生 之 前 一 局 胜 负 的 可 能 情形 , 即 或 者 甲 已 胜 
观 一 1 局 发 生 在 乙 胜 * 局 之 前 ,或 者 是 甲 胜 m 局 发 生 在 乙 胜 n 一 
1 局 之 前 ,从 而 得 到 递 推 方程 

Pan = РР,„-1„ + gPrm-is 

Җф т >1,л >1. 

利用 边界 条 件 

Po 一 0 Po 一 1 


经 过 计算 ,可 解 得 甲 最 终 获 胜 的 概率 为 


тт 


ыя Йаш. 


同 理 可 解 得 乙 最 终 获 胜 的 概率 Р, „ 为 
atn- 


Pa У) Cott g 


在 惠 更 斯 的 解法 中 ,首先 考虑 赌 徒 在 一 切 可 能 获胜 场合 下 应 
分 得 赌注 的 份额 . 如 在 m 十 n 一 1 次 赌博 中 , 甲 恰 胜 m 十 1 局 而 最 
终 获胜 的 概率 为 
Сек 
жанале 
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АСИР" g, 
其 中 4 为 全 部 赌注 于 是 甲 总 计 应 分 得 赌 金 X 的 数学 期 望 为 


Re 


BE(X) = Уу АС. ар". 


同 理 可 得 财 徒 乙 总 计 应 分 得 的 财 金 Y 的 数学 期 望 为 
Е 


EY) = 名 АС рт 


由 此 可 知 ,尽管 帕斯卡 、 ALBEN 人 所 用 的 方法 不 同 ,但 所 得 
到 的 解 是 完全 一 致 的 . 
棣 莫 弗 在 ( 论 赌博 法 ) 的 论文 中 ,还 首次 讨论 了 关于 多 个 赌 徒 
分 配 赌注 的 问题 . 
参考 文献 [75,pp. 70 一 72,p, 82,116 ],[70,рр. 392—394], 
[72,pp. 30—32],[67, pp. 80 — 82], [69, pp. 119 一 128],[7， 
p. 242]. 
(й# MHE 4 复 ) 
下 赌注 问题 (Place a bet problem) ЮЕ} 25 次 ,至 少 出 
现 一 次 双 6 与 不 出 现 双 6 的 概率 哪 一 个 大 ? 
这 是 记录 在 概率 论 发 展 史 中 最 早 的 著名 问题 之 一 . 17 世纪 中 
叶 ,Meré 注意 到 在 赌博 中 两 颖 般 子 擅 25 次 ,把 赌注 押 在 “至 少 出 
现 一 次 双 6” 上 比 押 在 “不 出 现 双 6”" 上 有 利 ,但 他 找 不 出 原因 . 后 来 
他 请 教 著名 数学 家 帕斯卡 , 才 解 决 了 这 一 问题 ,解法 如 下 ; 
设 事件 4 = {第 7 次 出 现 双 6},i = 1;2;…y25, M] 


ріжцях 6) = P| Ü A.) 


sio- nahea Lj 


1-1 


=0.505 5%: 
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此 解 不 仅 证 实 了 Méré 的 经 验 是 正确 的 ,而 且 他 的 经 验 的 精细 程 
度 令 人 折服 . 然而 经 验 判断 未 必 都 正确 ,著名 的 Méré Е E- 
例证 . 

参考 文献 [73,pp.163—164],[67,p. 56]. 

MaE 马 复 ) 

Méré #1 (Méré paradox) — Т9 4 次 至 少 出 现 一 个 6 

点 ,两 颗 般 子 掷 24 次 至 少 出 现 一 次 双 6, 这 两 个 事件 哪 一 个 有 更 
多 的 机 会 发 生 ? 

Méré 依据 他 丰富 的 经 验 , 断 言 * 一 颗 仇 子 掷 4 次 至 少 出 现 一 个 6 
点 的 可 能 性 与 两 颗 仇 子 撞 24 次 至 少 出 现 一 次 双 6 的 概率 相等 " 而 数 
学 家 的 计算 指出 ,前 者 的 概率 比 后 者 大 . Меге {ЛИН ЕИ С 
学 ,说 数学 是 自 相 矛 盾 的 . 这 就 是 著名 的 Меге #10. Меге 这 一 错误 
猜测 , 确 曾 有 人 替 它 给 出 了 证 明 , 方 法 如 下 ; 设 А,В 510“ — 818 
T$ 4 次 至 少 出 现 一 个 6 点 ”与 “两 晒 般 子 搓 24 次 至 少 出 现 一 次 双 
6” 两 事件 . ERMETE 6 ГВА Ж, #4 次 共有 6° 种 可 能 结 
Ж. 为 保证 所 掷 的 4 次 中 至 少 有 一 次 出 现 6 点 ,可 先 任意 指定 其 中 的 
一 次 出 现 6 点 ,其 余 三 次 允许 出 现任 何 点 数 ,故事 件 4 包含 Gi， 6' Pb 
可 能 结果 ,于 是 得 到 

рар Se 2, 

再 计算 P (B). BW WR ERKA 36 种 可 能 结果 , 据 24 次 
共有 36* 种 可 能 结果 . 为 保证 所 掷 的 24 р РН НА 6, 
可 先 任意 指定 其 中 一 次 恰 出 现 双 6, 余 下 的 23 次 充 许 出 现任 何 点 
数 ,故事 件 8 包含 Cl,，36 种 可 能 结果 1 从 而 又 得 到 


Ch*36” _ 2 


gM. q 


РСВ) = 


于 是 得 到 结论 ,这 两 个 事件 发 生 的 机 会 相等 ， 
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然而 上 述 魏 似 有 理 的 计算 都 是 错 的 , 我 们 不 难 发 现 ,指定 某 一 
次 出 现 的 6 点 (或 双 6) 与 其 余 各 次 中 出 现 的 6 点 (或 双 6), 在 计算 
中 犯 了 重复 计算 的 毛病 . 用 四 个 方 格 里 自 左 至 右 的 4 个 数字 表示 
ОКК 4 次 所 得 到 的 结果 . 显然 ,下 面 两 种 结果 


6121316 | 6121316 


是 同一 个 基本 事件 . 但 在 下 面 方 格 中 把 加 括号 的 (6), 看 做 是 被 指 


G@)| 2 | 3|61 6|2|3 (6 


这 样 就 把 原来 不 能 区 别 的 同一 个 基本 事件 视 为 2 个 不 同 的 基本 事 
件 了 .事实 上 ,在 C, * 6° 和 С, 36 中 都 包含 了 许多 这 类 重复 . E 
确 解 应 为 

P(A) = 1— Р(А) 


іг 


= 


= 0.5177469-- 
P(B) = 1 — РСВ) 


=1— (38/ 
= 0: 4914938. 


参考 文献 [73,p. 58]. 
(MEE 5 Я) 
赌 徒 输 光 问题 (СатЫег”ѕ ruin problem) 1 ЕЕ 
ет ж, 6—10 НЕА Н 1 元 , 若 出 现 反 
面 则 甲 付 给 乙 1 元 . 如 果 开 始 时 甲 有 a 元 , 乙 有 4 元 ,赌博 一 直 进 
行 到 两 人 中 有 一 人 输 光 为 止 , 问 赌 徒 甲 输 光 的 概率 是 多 少 ? 
15 世纪 ,意大利 的 一 些 学 者 开始 研究 赌博 中 的 若干 简单 问 
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Bi. 17 ар, Ж T FRA E E Hi ЮИ tE Ф.И 3 + В 
马 以 及 惠 更 斯 等 ,利用 组 合 方法 研究 了 一 些 较 复杂 的 赌博 问题 , 赌 
徒 输 光 问题 就 是 他 们 共同 感 兴趣 的 著名 问题 之 一 : 它 又 被 称 为 财 
徒 破产 问题 . 费 马 在 均匀 硬币 的 前 提 下 , 解 得 甲 输 光 的 概率 为 


рк 即 甲 输 光 的 概率 与 贱 徒 乙 的 财 本 5 成 正比 ,与 两 人 周 本 之 


和 成 反比 . 对 于 非 均 匀 硬 币 的 情形 ,首先 由 雅 各 布 ， 伯 努 利 解 出 - 
这 个 结果 在 他 逝世 8 年 后 ,由 其 侄子 尼 古 拉 ， 伯 努 利 帮助 出 版 的 
著作 《推测 术 )(1713) 中 获得 . 

设 每 次 甲 启 1 元 的 概率 为 p (0 < p < 1), 输 1 元 的 概率 为 
q=1 一 户 , R: 为 甲 手中 有 赌 本 т 元 时 而 最 终 输 光 的 概率 , 则 R. 
便 是 甲 最 终 输 光 的 概率 . 如 果 在 某 时 刻 , 甲 手中 有 z 元 而 最 终 输 
光 , 有 两 种 方法 实现 ,一 种 是 接 下 去 输 一 次 而 最 终 输 光 , 另 一 种 是 
接 下 去 赢 一 次 而 最 终 输 光 , 于 是 有 递 推 等 式 


R, = рК, + gqgRe х= 1,2, a+ 5—1 Ф 


成 立 . 当 z = 0 时 ,表明 甲 手中 无 钱 , 已 输 光 , 故 R, =1;# х= 
a +b, 则 表明 甲 已 赢得 了 乙 的 全 部 赌 本 , 甲 稳 获 全 胜 , 故 
Кы, =0. $ К, = А, КАФ, 

i= рА +q, 
其 根 为 


Жр q, 则 方程 的 通 解 是 Ni A 的 线性 函数 ， 
25 ч 
Rs 十 下 Ф| ç 


由 边界 条 件 可 确定 其 中 的 常数 为 
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从 而 有 解 


X p= q 一 去 时 ,上 式 无 意义 . 但 这 时 有 递 推 等 式 


2R; = К. +R, ж=1,@,+е,а+Ь—1 
成 立 , 即 
Rasi — R: = R, — Re = s" 


=R- R =c. 
由 边界 条 件 R, = L.R... = 0 R R. = 14 zc, fB 


从 而 有 


成 立 . 于 是 财 徒 甲 输 光 的 概率 为 
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2 
BEF ® 


从 上 述 一 般 解 可 知 , 财 徒 输 光 的 概率 ,不 仅 与 赠 徒 双方 每 局 输 
ЖЕЖ pg 有关, 而 生还 与 财 徒 双方 手中 的 赔本 大 小 有 关 , 车 6 
相对 于 a 非常 大 ,对 R. MARRO, OMH h -* oo 的 极限 ,得 

| Р<9 
R,==4 1, p=; 
к e>. 
Ж —# Nur R A RA КОКЕ ПЕНЕН. ВУИ ЖК ЕК Ж b 
通常 总 比 贱 客 的 赠 本 高 得 多 ,即使 赠 博 是 “公平 "的 , 即 记 一 9 一 
Я 

一 个 与 输 光 问题 直接 有 关 的 使 数学 家 们 感 兴趣 的 问题 ,是 估 
计 输 光 之 前 赌博 进行 的 时 间 问 题 ,这 是 输 光 问题 中 的 一 个 特例 .最 
先是 在 1657 АЕ АОН р о = 于 的 情形 


被 惠 更 斯 解决 , 1711 年 , 棣 莫 弗 在 ( 论 赌 博 法 ) 的 著名 论文 中 ,讨论 
T pA ч 的 赌 徒 玻 产 持续 时 间 问 题 . 他 应 用 差分 方程 的 方法 ,给 出 
了 赌 徒 甲 具有 赔本 工时 ,赌局 数目 的 数学 期 望 E, 为 


TETA 
E, = z(a +b- z). 


另 一 个 与 此 有 关 的 著名 问题 ,是 给 定 财 局 数目 情形 下 的 输 光 
的 概率 , 它 比 不 限定 赌局 数目 的 输 光 问题 复杂 得 多 , 法 国 数学 家 拉 
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格 朗 日 最 先 用 母 西数 法 获得 了 在 第 nn 局 输 光 的 概率 ， 
在 近代 概率 论 中 , 输 光 问 题 被 视 为 随机 游 动 的 特例 . 输 光 问题 
可 叙述 成 一 个 质点 在 一 直线 的 整数 点 0,1,2,…， a + b HERI 
游 动 ,质点 每 向 右 ,向 左 游 动 一 个 单位 的 概率 分 别 为 p. (0 < p < 
lq =1 一 力 ), # ж = 0,z = a +b tN WN BB kas. 赌 徒 输 光 的 
概率 相当 于 求 质点 从 x 二 a 处 出 发 ,最 终 被 二 0( 或 z= 二 a 十 5) 
吸收 的 概率 . H b — + со 时 , 则 问题 化 为 带 一 个 吸收 壁 的 随机 游 
动 ; 当 a 一 一 oo 他 一 十 oo 时 ,没有 吸收 壁 , 称 为 自由 的 随机 游 动 . 
随机 游 动 是 布朗 运动 的 一 个 粗粮 近似 . 美国 著名 数学 家 维 纳 ,Feller 
(1906 一 1968) 等 对 这 些 问题 作出 了 杰出 的 贡献 ,并 使 其 发 展 成 为 一 
门 内 容 丰 富 的 概率 论 的 新 分 支 一 一 随机 过 程 . 此 外 ,两 人 对 弈 的 赌博 
间 题 ,在 近代 也 有 了 长 足 发 展 ,20 世纪 30 КЖ ЯЯ ЖЕ 
家 汉 。 诺 依 曼 创立 了 一 门 新 兴 的 应 用 科学 博弈 论 ( 又 称 对 策 论 ). 它 在 
社会 科学 、 人 工 智 能 ,工业 自动 化 等 方面 都 有 广泛 的 应 用 . 
参考 文献 [74,pp. 344 一 352],[82,p, 80,p. 238],[62›рр. 
30~31], 
(йя 5 复 ) 
生日 问题 (Birthday problem) 在 一 个 由 50 名 学 生 组 成 的 班级 
里 ,至 少 有 两 人 生日 相同 的 概率 是 多 少 ? 
生日 同 题 是 概率 论 发 展 早期 数学 家 们 所 关心 的 铅 子 模型 中 的 
一 个 特例 . 所 谓 钠 子 模型 问题 ,就 是 x 只 球 在 个 铅 子 中 的 分 布 的 
概率 问题 . 这 类 问题 首先 由 J. Hudde 提出 ,后 来 在 ( 惠 更 斯 选集 》 
的 第 14 着 中 给 出 了 包子 模型 (urn scheme) 这 一 术语 及 问题 的 解 . 
将 生日 问题 中 的 人 对 应 为 球 , 生 日 对 应 为 365 个 铅 子 ,研究 球 
沙 和 人 狼 子 的 各 种 分 布 的 概率 ,生日 问题 就 转化 为 镜子 模型 问题 了 . 
在 负 子 模型 中 基本 事件 总 数 有 限 ,各 基本 事件 的 概率 相等 ,属于 概 
率 的 古典 概 型 , 法国 数学 家 拉 普 拉 斯 在 1812 年 出 版 的 (概率 的 分 
析 理 论 ) 一 书 中 给 出 了 古典 概率 的 定义 ,事件 4 的 概率 为 
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的 基本 

s к. 

历史 上 概率 的 许多 基本 运算 法 则 首先 是 在 这 一 定义 下 推导 出 来 
的 . 依据 这 一 定义 ,可 迅速 求 出 生日 问题 的 解 , 50 名 学 生 的 生日 ， 
其 一 切 可 能 情形 ,相当 于 50 个 可 区 别 的 球 放 人 365 个 鲜 子 的 允许 
重复 的 不 同 排列 数 365”, 这 就 是 基本 事件 总 数 . 由 于 50 名 学 生 中 
至 少 有 两 人 生日 相同 这 一 事件 А 的 对 立 事件 А, E 50 名 学 生 的 
生日 都 不 相同 ,A 包含 PS 个 基本 事件 .所 以 ， 


Р(А) = 0, 0296, 
于 是 ,所 要 求 的 概率 是 
P(A) 一 1 — РСА) = 0.9704. 
我 们 入 奇 地 发 现 , 在 有 50 名 学 生 的 班级 里 ,各 人 的 生日 都 不 相同 


几乎 是 不 可 能 的 . 

将 生日 问题 中 的 人 换 成 意外 事件 .乘客 , 印 错 的 字 , 相 应 的 生 
日 换 成 星期 几 ,楼 层 , 书 的 页 数 等 等 , 便 转 化 成 应 用 极为 广泛 的 其 
他 许多 久子 模型 中 的 实际 问题 , 列表 举例 如 下 ， 


问题 名 称 球 и + 概率 问题 举例 


enmar ео е [нене Лети 
分 房 问 题 |r 个 人 |а еее отав 


ЗАС << п) 盒 中 各 


占 位 问题 | -只 球 („дат 


不 幸 事件 | 一 个 意外 


问题 事件 一 星期 中 的 七 天 “| 周一 至 少 发 生 一 起 意外 事件 
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еж 
а + 概率 问题 举例 


著 设 7 三 n, 每 个 楼 层 都 有 
人 走出 电梯 


а a 指定 的 一 页 上 至 少 有 两 个 字 
的 字 一 本 书 有 n 页 яв 


ШИНИ | ~ 个 乘客 |n RE 


‚ию BFH вш? 


is: калаты ИВТ KR O” 


在 铅 子 模型 问题 中 , 球 还 可 分 为 可 区 别 与 不 可 区 别 , 每 只 钠 子 
中 进 球 数 可 分 为 不 加 限制 与 至 多 进 一 球 的 情形 .这些 数 学 模型 被 
应 用 于 物理 学 ,产生 了 三 种 著名 的 统计 物理 学 . 统计 物理 学 中 ,把 
r 个 球 对 应 为 r 个 性 质 相同 的 质点 ,如 电子 .光子 ,中 子 、 介 子 等 ,n 
只 铅 子 对 应 为 每 个 质点 可 能 的 n 种 微观 状态 ,车 设 7 < n, 则 对 于 
指定 的 个 状态 各 有 一 个 质点 的 概率 p, 它 们 分 别 是 : 

(1) 在 古典 气体 理论 中 Maxwell-Boltzmann 统计 认为 ,质点 
是 可 区 别 的 , 且 处 于 同一 微观 状态 的 质点 数目 不 限 , 故 

q 


(2) 在 光子 ,介子 理论 中 的 Bose-Einstein 统计 则 认为 ,质点 
不 能 区 别 ,处 于 同一 微观 状态 的 质点 数目 不 加 限制 , 故 


“АР с — asi 
P ГЕП б +7 рт 


(8) 在 电子 .中 子 理论 中 的 Fermi-Dirac 统计 认为 ,不 但 质点 
不 能 区 别 ,并 且 不 能 同时 有 两 个 或 两 个 以 上 的 质点 处 于 同一 微观 
状态 , 故 
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2. уба) 

m nl Ç 

|| 

参考 文献 [81,pp. 31 一 32,p. 39,р. 110, p. 133], [83, 


p.44],[73,p.10,p. 34,p, 49], [75, pp. 32~ 33], [71 , pp. 139~ 
1407,[63,рр. 10—13],[62,pp. 10~15], 


( 周 冠 廷 5 3) 

配对 问题 (Matching problem) 将 N 封 信 随 机 地 装 人 已 写 好 

了 X 个 地 址 的 信封 中 (每 个 信封 中 装 人 一 封 信 ), 问 没有 一 封 碰 对 
ASRA 玉 (] 入 有 短 N) 封 碰 对 地 址 的 概率 各 是 多 少 ? 

HE N 封 信 中 没有 一 封 碰 对 地 址 的 概率 为 P. 我 们 知道 “ 没 

有 一 封 碰 对 地 址 ”这 一 事件 的 对 立 事 件 是 “至 少 有 一 封 碰 对 地 址 ” 

令 事件 
А, = {第 j 封 信 碰 对 地 址 } j = 1.2... N. 


则 至 少 有 一 封 碰 对 地 址 的 事件 为 


Ua; 
由 概率 的 加 法 公式 得 
A N 二 
P| 0А) = Drai- У) Paat У) PAA) 
1 ЕП ISIEN Ti<Fe<w 
= се" ПА), @ 


其 中 
РАУ ы, рМ, 


P(AA) = l<i<j<N, 


1 
мау – 1)" 
PAAA = NN N= < <<, 
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А, 
ем 
РПА) = э 
代入 @ 式 ,得 
P| бл) =A -Gti 1 
УА) = Ch 9 ANN ANN S DQ = D 
2 
-=+ D i 
аА ра руву, 
=i Бау Р ШОК» 


于 是 得 到 N 封 信 中 没有 一 封 磁 对 地 址 的 概率 为 
Py=1—P| 0а] 
Б 
тр тачке, И, Ле а 
= ср", 

有 些 教科 书 在 导 和 人 Р, 补 事件 概率 的 解法 之 前 , 先 分 析 直 接 
计算 Ps 的 复杂 性 ,往往 使 读者 形成 错觉 ,以 为 Pw 的 直接 解法 非 
常 困难 ,美国 数学 家 Sheldon Ross 在 (概率 论 初级 教程 ) 中 指出 ， 
其 实 Pw 的 直接 解法 不 仅 计算 简便 ,而 且 思 想 方 法 巧妙 , 

设 五 为 没有 配对 的 事件 , 它 与 X 有关 , Pn 二 P(E), 记 4 为 
第 一 封 信 装 人 自己 信封 的 事件 , 则 有 

Py = РСАЈР(Е|А) + Р(З)Р(Е| А), 
其 中 显然 PCE1A) = о,Р(А› = 1. PEJA 是 已 知 第 一 封 
信 来 装 入 第 一 个 信 圭 的 条 件 下 ,其 余 — 1 封 都 没有 配对 的 概 
宰 ,这 有 两 种 互 不 相 容 的 装 信 方 式 : 要 么 第 一 个 信封 装 人 了 额外 
的 信 ( 此 信 的 信封 已 装 进 了 第 一 封 信 ), 且 其 余 的 信和 都 未 配对 ;要 么 
第 一 个 信封 未 装 入 额外 的 信 , 且 其 余 的 信 都 未 配对 . 前 者 的 概率 是 


ка. жж 289 


РЫ 


后 者 的 概率 是 Py (此 时 将 第 一 个 信封 视 为 属于 额外 信 的 信封 )， 
故 


P(E| A) = Py- +y} т?н 


p = Y| Prit РА 
=, мса, + Ру 
TAERE EEN 
Py 一 Py =— 10у — Pac), 


注意 到 P, = 0,P; = 1, АШ 


е р АД Е 2 =L 
Te dass Е E авот Th 
=— x = жаа Жый — £ p 3: 
P= В Раа а арар" 
于 是 得 到 
Зэс. Д0 _ 11. 
т эг 二 (一 1 Nr 
当 N 一 co 时 ， 
Pu 一 e 
P| Üa) =1— e" 


在 N 封 信 中 恰 有 天 封 碰 对 地 址 的 事件 ,实际 上 就 是 其 中 恰 
有 开封 信 碰 对 自己 的 地 址 ,而 其 余 的 N —K 封 都 没有 碰 对 地 址 ， 
TERA K 封 碰 对 地 址 的 概率 为 
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N 


s= am 
IKIMNÑN 00 K+ ™* 


当 N-*cco 时 ， 

PORA K HRANEI рүе K = 0,1,2, 
这 个 极限 是 著名 的 数学 期 望 为 1 的 泊 松 分 布 . 它 在 理论 上 和 实际 
应 用 中 都 具有 重要 意义 , 顺便 指出 ,对 于 任意 N 的 配对 问题 , 设 义 
为 随机 碰 对 地 址 的 数目 , 则 其 数学 期 望 CX) 和 方差 D(X) 都 等 
рю: 

配对 向 题 又 称 相 合 问题 ,最 先 由 法 国 数学 家 Montmort 在 
1708 年 提出 . 他 的 问题 是 分别 将 两 副 同 样 的 纸牌 各 N 张 均匀 地 
洗 过 ,然后 依 它们 的 次 序 逐 一 番 看 对 比 , 若 在 两 副 牌 中 处 同一 位 置 
的 两 张 牌 恰好 相同 ,就 称 有 一 个 相合 . 相合 可 以 在 NN 个 位 置 的 任 
何 一 处 或 若干 处 发 生 , 于 是 产生 种 种 有 趣 的 问题 . 网 拉 、 拉 普 拉 斯 
等 数学 家 研究 过 这 些 问题 

配对 问题 可 以 用 许多 有 趣 的 形式 来 描述 ,例如 , 馈 中 有 1 至 入 
编号 的 签 ,无 放 回 地 逐一 将 签 全 部 取出 , 问 取出 顺序 与 签 号 一 致 的 
概率 与 至 少 有 7 次 一 致 的 概率 各 是 多 少 ? 在 突然 事故 中 ,每 一 位 
宾客 匆忙 地 随便 拿 回 一 硕 入 场 时 混 放 在 衣 帼 架 上 的 帽子 , 问 各 宾 
客 都 没有 拿 到 自己 的 帽子 与 至 少 有 K 位 宾客 没有 拿 到 自己 帽子 
的 概率 各 是 多 少 ? N 个 学 生 在 一 间 有 N 个 座位 的 教室 里 上 课 ,学 
生 是 随机 人 座 的 , 问 第 二 天 上 课时 至 少 有 一 个 学 生 坐 的 是 第 一 天 
他 (她 ) 坐 过 的 位 置 的 概率 是 多 少 ? 等 等 . 值得 注意 的 是 ,在 N 二 8 
Ж N = 10000 的 两 种 情形 下 ,至 少 有 一 封 碰 对 地 址 的 概率 几乎 与 


ма Т ее 地， 美国 数学 家 Feller 指出 ,至 少 
有 一 个 相合 的 概率 在 许多 问题 中 得 到 应 用 , 例如 ,在 N 阶 行列 式 
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0 — R RE sÑ th, Е 4° 21 ft S: E їл W Л Ж 
N: P Ti МОМ = 8) 只 城 状 的 (国际 象棋 ) 棋子 放 在 棋盘 上 ,使 
得 彼此 都 不 能 吃 掉 ,而 且 没有 一 个 在 白色 的 对 角 线 上 ,这 种 放 法 的 
总 数 是 муа — Р). 这 两 例 中 的 卫 都 是 入 个 中 至 少 有 一 相合 的 
概率 . 

配对 问题 的 推广 , 称 为 配伍 问题 , 下 面 是 它 的 一 个 典型 的 例 
子 ,有 nn 个 人 各 填写 一 份 登记 表 , 并 交 一 张 照片 ,再 把 登记 表 和 照 
片 都 随机 地 装 人 个 已 写 好 了 姓名 的 档案 袋 中 (每 级 只 允许 装 入 
一 份 登记 表 和 一 张 照 片 ), 设 

А, = (ОУ RRN) j= 1.2, n, 
不 难 求 得 ,没有 一 牧 里 的 登记 表 及 照片 都 装 对 的 概率 为 


P| А) =1= r| bA) 
=i -pi ČB 
= > 97 
еж к зо ЕГНЕ E 


参考 文献 [73,р. 94],[75,рр. 3334]. [66, p: 55],[72, 
рр. 229—230],[62,pp, 25—26 ,р. 95]. 
(йя 4 3) 
扑克 牌 胜 负 排 座次 (Rank of poker hands) 将 一 副 扑克 牌 分 发 
给 各 家 ,每 家 5 张 牌 : 在 扑克 游戏 中 其 胜 负 等 级 按照 从 高 到 低 的 次 
序 是 同花顺 子 .四 条 .满堂 , 顺 子 .三 条 、 两 对 、 一 对 、 散 牌 等 . 这 样 排 
座次 的 依据 是 什么 ? 
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打 扑 克 是 一 种 极 普遍 的 文娱 活动 ,爱好 者 遍布 全 球 各 大 洲 - 扑 
克 游 戏 中 含有 大 量 数 学 问题 ,其 计算 一 般 都 和 概率 论 中 的 古典 概 
型 有 关 . 一 副 扑克 牌 总 共有 52 张 牌 (通常 不 考虑 “大 王 ”与 “小 王 ” 
两 张 牌 ) 分别 属 于 四 种 花色 ( 黑 桃 ,红心 方块 ,梅花 ), 每 一 花色 拥 
有 13 张 牌 . 

如 果 在 玩 牌 时 将 一 副 扑 克 牌 分 发 给 各 家 ,每 家 都 拿 到 5 张 牌 ， 
其 胜 负 从 高 到 低 的 次 序 是 

GQ) 最 大 同花顺 子 ( 同 一 花色 的 A.K`\Q,,10)， 

(2) 四 条 (4 张 牌 点 数 相同 )， 

(3) 满堂 (也 有 音译 为 “ 富 而 好 施 " 的 ,其 中 有 3 张 牌 点 数 相 
同 , 另 2 张 牌 点 数 相同 )， 

(4) 顺 子 (两 种 以 上 花色 的 牌 ,5 张 牌 的 顺序 连续 )， 

(5) 三 条 (3 张 牌 点 数 相同 , 另 2 张 不 同 )， 

(6) 两 对 (4 张 牌 成 两 对 ,另外 1 张 点 数 不 同 )， 

Ст) 一 对 (2 张 牌 点 数 相同 ,另外 3 张 牌 点 数 都 不 相同 )* 

这 样 排 座次 的 依据 是 按照 它们 出 现 的 概率 大 小 来 决定 的 , 充 
分 体现 了 “ 物 以 稀 为 贵 " 的 原则 ， 

美国 概率 论 大 师 Willian Feller 在 其 名 著 ( 概 率 论 及 其 应 用 》 
上 册 中 给 出 了 这 道 题 . 应 用 古典 概率 定义 不 难 算出 上 述 诸 事件 的 
概率 如 下 : Фа о. 

(1) dg; 

(2) 13 * 12 40 = 624g; 

(3) 13 + 12“ 4 * 69 = 3 7444; 

(4) 9 ~ 474 = 9 2169} 

(5) 13 «С, > 4 477 = 54 9129: 

(6) Ct, » Ci С « 449 = 123 552g; 

(7) 13 + Сі, * 6 * 4° = 1 098 2400. 
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对 于 这 个 问题 ,纽约 州立 大 学 的 计算 机 科学 教授 Nicholas 
Findler 在 其 论文 (计算 机 打 扑 克 》 中 也 作 了 类 似 的 阐述 ， 

参考 文献 [73,p. 61],[72,p. 80],180,9(1979)1. 

Gk як) 

ER ЛЮ СА Tale of the sleeping beauty) n 把 形状 相同 

的 钥匙 ,其 中 只 有 一 把 能 开 城堡 密室 的 房 门 ,但 却 不 知道 究竟 是 哪 

一 把 . 现 有 nn 人 ,每 人 有 一 次 机 会 允许 取 一 把 钥匙 试 开 密 室 房 门 ， 

于 是 大 家 争先 恶 后 , 欲 抢 先 试 开 , 以 为 能 “ 先 下 手 为 强 ”试问 先 试 
开 的 人 占便宜 吗 ? 

这 道 概率 题 出 自 外 国 童话 故事 (隆美 人 (又 称 ( 林 中 美人 )). 
据说 古代 某国 有 一 位 才 貌 双全 的 公主 ,由 于 她 父亲 得 罪 了 一 个 鬼 
精灵 ,她 便 受到 妖 法 禁制 , 角 睡 不 醒 . 该 精灵 断言 她 将 沉睡 千年 . 

国王 虽然 千方百计 地 进行 救治 , 却 始 终 毫 无 效 验 ,只 好 把 她 关 
闭 在 特意 为 之 建造 的 城堡 之 中 , 该 城堡 中 有 一 间 精 致 绝伦 的 密室 ， 
公主 就 沉睡 在 那儿 . 若干 年 后 ,一 群 求婚 者 慕名 而 来 . 他 们 之 中 , 既 
有 公 于 王孙 ,也 有 草莽 英雄 . 这 伙 人 都 自 吹 找到 了 灵丹妙药 能 够 起 
ЖЕ ЖЕ, АТАК, Е MARR”. 

他 们 不 但 进入 城堡 而 且 找 到 了 一 捉 钥 匙 , 共 把 ,但 其 中 只 有 
一 把 能 打开 密室 的 房 门 ,可 是 却 不 知道 究竟 哪 一 把 能 开门 ,只 好 任 
意 取 一 把 试 开 ,但 每 人 只 能 有 一 次 机 会 . 于 是 大 家 吵吵 哮 奢 , 甚 至 
拔 拳 动武 ,因为 大 家 脑子 里 都 有 一 句 牢 不 可 破 的 古训 * 先 下 手 为 
强 ”, 都 想来 一 个 先拔头筹 , 至 于 进入 密室 之 后 能 否 使 公主 苏醒 ,他 
们 眼下 先 不 考虑 这 个 问题 . 

811006 3 T Сү: Ж-ДЫ. 2 ИЕТ АЕ А 
资格 做 公主 的 丈夫 7 

设 试 开 的 次 数 是 随机 变量 5“ 一 如 者 示 前 面 的 & 一 1 次 都 未 
打开 房 门 ,而 恰 在 第 次 打开 了 

注意 在 第 m 次 试 开 时 ,已 取 走 了 m 一 1 把 钥匙 ,而 在 余下 的 
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一 贡 十 1 把 钥匙 中 只 有 一 把 能 开门 , 故 在 第 m 次 试 开 时 , 打 得 开 
的 概率 是 


л—т+1' 
打 不 开 的 概率 是 

Re 

Ty 
于 是 
1 1 

Ре =|=] [1-74] di а ск Mr 
_п"—1,#=4,п=3,„,п=-4+1,__1 
е же 9—2. n— +2 ЕЕ ЕБТ 


所 以 不 论 谁 先 谁 后 ,各 人 成 功 的 概率 都 是 相同 的 , 先 下 手 者 并 不 占 
便宜 也 . 
顺便 指出 ,打开 密室 房 门 所 需 试 开 次 数 的 数学 期 望 为 


п+1 
ке 


EG = Q +2+ = +1 = 
方差 为 
DE) = E) — (Eb): 
二 (二 加 十 十 站 二 一 
x 


EE >з | 
КЧ? 


参考 文献 [66,p, 51]. 


(єт 


ян AAE) 

排队 找 零钱 问题 (Change from money paid) 剧院 售票 窗口 前 
2n 个 人 排队 买 票 ,每 张 票 定价 5 元 ,每 人 限购 一 张 . 其 中 只 带 一 张 
5 元 与 只 带 一 张 10 元 的 各 有 元 人 . 开始 售票 时 售票 窗口 没有 零钱 
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可 找 . КЫ, 大 家 都 能 顺利 买 到 票 , 售 票 员 始 终 不 会 找 不 出 零钱 的 
排队 方法 共有 多 少 种 ? 不 因 找 不 出 零钱 而 要 顾客 等 候 找 钱 的 概率 
是 多 少 ? 

用 0 代表 带 5 元 钱 的 顾客 ,1 代表 带 10 元 钱 的 顾客 , 则 本 问 
题 即 可 转化 成 ; A n Ои |, 问 有 多 少 种 排列 方法 ,使 排 成 
的 0.1 序列 里 ,任意 前 iCi TAAI EA 2w) 个 数字 中 ,0 的 个 数 总 
不 少 于 1 的 个 数 .此 性 质 称 为 前 束 性 质 . 

把 问题 转化 成 图 形 ,使 之 更 易于 理解 . 为 此 ,我 们 把 0 看 做 向 
右 走 一 步 ,把 1 看 做 向 上 走 一 步 , 那 么 mn 个 0 和 个 1 所 组 成 的 数 
字 序 列 和 图 中 从 原点 (0,0) 到 右上 角 点 Alan) 
(nsn) 的 递增 路 径 是 一 一 对 应 的 . 于 是 ,我 
们 只 要 计算 路 径 的 条 数 就 行 了 . 

再 进一步 看 ,具有 前 束 性 质 的 0,1 序列 
又 正好 与 不 越过 对 角 线 ОА 的 递增 路 径 一 一 
对 应 (如 图 3 - 9 而 这 种 路 径 的 总 数 为 ШЫ 


(2л)! _ 


с. m+ Din! 


1 
= 
这 就 是 著名 的 Catalan 数 , 它 的 前 10 项 是 1,1,2,5,14,42,132， 
429,1 430,4 862. 

由 于 从 (0,0) 到 (n,m) 的 总 路 径 数 为 C%, 故 不 会 找 不 出 零钱 的 
概率 是 

(2л)! р: 
ЕЗУС FT 

除了 排队 找 零钱 问题 可 以 引出 Catalan 数 之 外 ,选举 时 的 唱 
票 领先 问题 也 可 以 引出 它 来 .选举 唱 票 领先 问题 ,在 1882 年 法 国 
数学 家 Bertrand 证 明了 如 下 的 命题 (又 称 Bertrand 投票 定理 ): 
假设 在 一 次 选举 中 候选 人 息 得 二 票 , 乙 得 丸 票 (a > b), 那么 在 唱 
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票 过 程 中 , 甲 的 村 数 总 比 乙 多 的 概 沸 等 于 二. ү ЕЗЙ 
析 的 方法 , 先 可 算出 
2b 


P 了 (甲乙 的 计 票 数 在 某 时 刻 相等 ) = 


a +b 
于 是 就 得 
PREREZE) =1- ==}. 


此 外 利用 是 多 边 形 的 三 角形 剖 分 方法 数 也 可 以 引出 Catalan 
数 . 据 不 完全 统计 ,Catalan 数 的 各 


种 组 合 数学 解释 已 经 不 下 50 种 之 y 

£. Catalan 数 还 有 一 个 极为 直观 的 区 
лих, етина 。 ， 
形 中 "中 季 线 "上 的 数 除 以 依次 递增 1 


的 自然 数 (表明 它 是 第 几 个 Catalan ss 
数 ) 而 得 出 (如 图 3 - 10). 


Catalan 数 的 一 个 简单 而 漂亮 的 递 推 公式 为 
С, == CC + С.С, ++ + CC 


一 般 总 以 为 这 种 数 是 由 比利时 数学 家 Салајап (1814—1894) 
在 1838 年 首先 提出 的 .但 后 来 有 人 指出 , 欧 拉 早 在 1758 年 (相当 
于 清 乾 障 二 十 三 年 ) 就 已 认识 到 它 . 近年 来 ,我 国内 蒙古 师范 大 学 
的 罗 见 今 通过 大 量 史料 论证 ,所 谓 “Caralan 数 "的 首创 者 其 实 并 非 
欧洲 人 ,而 是 我 国清 朝 的 蒙古 族 学 者 明 安 图 (1692 一 1763). 他 的 发 
现 早 于 欧 拉 , 比 Catalan 的 发 现 几 乎 旱 了 100 年 . 
参考 文献 [75,pp. 280—282 ],[1,рр. 301——306],[77, 
рр. 239—245],[78,pp. 29—40],[79,pp. 120—126]. 
käk MAE) 
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Ж 68 8 € $# 10 (St. Petersburg paradox) ”投掷 一 枚 均匀 的 钱 
币 , 直 到 出 现 正面 为 止 ,如 果 正 面 在 第 r 次 试验 时 首次 出 现 , 则 赌 
徒 赢得 2" 元 . 为 使 这 样 的 赌博 是 “公平 "的 (所 谓 公平 是 指 赌 徒 在 
一 次 赌博 中 赢利 的 数学 期 望 等 于 赌 徒 付 给 赌场 主 的 入 场 费 ) 问 财 
徒 在 赠 博 开始 以 前 应 付 给 赌场 主 多 少 钱 ,才能 进入 赌场 参加 这 种 
“公平 "赌博? 

圣 被 得 堡 悖 沦 又 称 彼得 堡 贱 法 . 1725 年 由 瑞士 数学 家 尼 十 拉 + 
伯 努 利 提出 , 在 他 逝世 后 , 1730 年 彼得 堡 学 院 刊登 出 这 道 概率 问 
题 ,吸引 了 一 批 学 者 的 关注 , 与 他 同时 代 的 著名 数学 家 丹尼尔 ， 伯 
努 利 、 达 朗 贝尔 ,Buffou 等 以 及 后 来 19 世纪 与 20 世纪 的 一 些 数 
学 家 , 曾 屡 次 投 人 彼得 堡 赠 法 的 讨论 . 但 它 的 实质 直至 近代 才 被 认 
识 , 因此 彼得 堡 赠 法 便 成 为 历史 上 著名 的 概率 难题 之 一 . 

设 在 彼得 堡 赌 法 中 赌 徒 参加 一 次 赌博 的 赢利 为 X, 由 于 摔 一 
枚 钱币 直到 第 > 次 才 首 次 出 现 正面 的 概率 为 


1 
к= r= 03." 
Ho 049 Е КК it Klip yta a 
E(X) = Dlt1+t1+ =+ e, 


Tek E етй - 伯 努 利 给 大 们 构造 了 一 个 随机 变量 的 数学 期 望 为 
无 限 的 典型 例子 , 这 就 是 说 ,为 了 参加 这 种 所 谓 “ 公 平 ”的 赌博 , 财 
徒 必 须 先 交 给 赌场 主 无 穷 大 的 一 笔 巨 款 . 这 是 不 可 能 的 , 因此 这 样 
的 赌 法 似乎 是 十 分 荒诞 的 , 故 被 称 为 圣彼得堡 悖 论 . 

然而 ,在 实际 问题 中 ,如 在 等 待 时 间 等 物理 问题 里 ,无 限 数 
学 期 望 的 变量 起 着 重要 作用 , 但 是 无 限 数学 期 望 的 理论 已 远 远 
超越 了 当时 研究 的 随机 数学 模型 . 数学 家 们 意识 到 涉及 输赢 金 
额 随机 变化 的 无 限 赌 本 的 赌博 问题 , 比 有 限 赌 本 的 输 光 问题 要 
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困难 得 多 . 开始 时 ,数学 家 们 一 度 围绕 着 赌 本 问题 进行 热烈 的 讨 
论 , 企 图 通过 对 彼得 堡 财 法 进行 微小 修正 来 解决 这 道 难 题 . 例 
如 , 尼 古 拉 。 伯 和 努 利 的 侄子 丹尼尔 " 伯 努 利 曾 导入 了 所 亩 “道德 
的 期 望 " 这 一 概念 ,但 这 并 末 能 解决 筱 得 堡 赌 法 这 一 悖 论 , 值得 
一 提 的 是 ,法 国 物理 学 家 ,数学 家 泊 松 所 发 表 的 见解 ,大 意 如 
TF: 具有 无 限 多 财产 的 自然 人 或 法 人 是 不 存在 的 ,所 以 赌场 主 
要 求 赠 徒 只 要 正面 多 久 不 出 现 就 支付 多 大 的 一 笔 赦 子 ,使 财 徒 
担负 了 一 种 无 法 实行 的 “ 奥 约 ”如 果 稍 稍 改 变 彼得 堡 赌 法 的 条 
件 , 赌 场 主 支付 的 款额 2 到 不 超过 自己 的 本 钱 为 度 , 而 当 2 超 
МИНЕН, Ж 次 起 赌场 主 则 支付 与 自己 赔本 等 值 
的 款额 . 例如 ,赌场 主 的 财 本 为 10' 元 ,这 时 


< 
当 过 19 时 ,赌场 主 按 彼得 堡 赌 法 向 赔 徒 付 钱 , 当 7 宇 20 时 ,赌场 
主 按 修改 的 规则 付 钱 , 此 时 赠 徒 赢利 的 数学 期 望 为 


M z 
EQD = Dred Shot- е (元) 
= = 


由 此 可 见 ,在 修改 后 的 赌博 规则 下 , 同 徒 每 次 赌博 赢利 的 数学 期 望 
有 限 , 财 徒 支付 相应 有 限 的 人 场 费 是 能 承受 的 ， 

在 转 人 有 限 数学 期 望 的 “公平 "赌博 同 题 的 讨论 中 ,数学 家 们 
发 现 ,有 时 “公平 " 赠 博 对 参加 赌博 的 双方 并 不 公平 . 设 每 一 次 赠 博 
赌 徒 赢利 的 数学 期 望 为 = ЕСХ), MREGA HRH и, 
则 当 二 py 时 ,赌博 对 财 徒 不 利 ; 当 <, Bl , Pl Wk tE f #l ; m 34 
人 二 上 时 ,就 是 所 谓 “ 公 平 * 的 赌博 : 美国 著名 数学 家 Feller 给 出 了 
一 个 “不 利于 财 徒 的 “公平 赌博 ”的 例子 ; 设 在 赌博 中 贱 徒 每 次 赢 
利 的 值 为 0,2,2,2:,… 赢 利 为 2 的 概率 为 


A 1 
b= T ү 
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= 1 — (р + Pr +", 
则 赌 徒 赢利 X 的 数学 期 望 为 


к= = D2 ps 
сеч 
-让 人 
=1 б). 


当 财 徒 每 次 赌博 的 人 场 费 y = 1 元 时 ,从 表面 上 看 这 种 赌博 是 公 
平 的 .Feller 用 大 数 定理 的 截 尾 法 讨论 并 指出 , 当 赌 徒长 时 间 的 财 
下 去 ,这 种 瑶 似 公平 的 赌 法 ,对 财 徒 而 言 强烈 地 处 于 不 利 的 地 位 ， 
实际 上 ,对 许多 数学 期 望 有 限 的 所 谓 * 公 平 " 赌 博 , 仅 在 少数 几 次 赌 
博 中 碰巧 会 对 凡 徒 有 利 ,但 在 较 长 时 间 的 赚 博 中 总 对 赌场 主 有 利 . 
例如 , 赌 徒 参加 一 种 赌博 ,每 次 以 10 一 的 概率 净 赢 10" 一 1 元 ,而 
以 1 一 10“* 的 概率 损失 入 场 竟 1 元, 易 知 4==/ 二 1, 这 对 于 一 个 
赌 徒 而 言 ,在 一 次 赌博 中 是 一 种 “公平 "赌博 , 然而 ,对 于 赌场 主 而 
言 , 参 加 赌博 的 人 很 多 ,如 在 100 万 次 赌博 中 , 赌 徒 共 需 付 100 万 
元 的 人 场 费 , 而 在 这 100 万 次 赌博 中 , 赌 徒 可 能 赢得 0,1,2,… 次 
的 概率 ,依据 稀有 事件 的 概率 服从 泊 松 分 布 的 规律 可 知 , 赌 徒 们 在 
100 万 次 试验 中 损失 100 万 元 的 概率 为 
pe i 22:0. 368. 
持平 的 概率 为 
1 


= l. i= 0.368, 
P= Te 0.368 


Tü W $Ë fë 848 100 万 元 的 概率 仅 为 


b= OR == 0.184. 
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由 此 可 见 , 这 对 赌场 主 十 分 有 利 . 这 样 的 赌博 模型 ,在 保险 事业 中 
很 有 实用 价值 . 现在 所 有 火灾 .车 祸 等 其 他 类 似 项 目的 保险 ,都 属 
于 这 种 赌博 模型 . 当 被 保险 的 客户 发 生意 外 时 ,公司 支付 巨额 的 赔 
偿 费 ,但 相应 发 生意 外 事件 的 概率 很 小 . 对 于 被 保险 的 客户 而 言 ， 
每 年 仅 参 加 一 次 保险 试验 ,试验 的 次 数 决 不 会 变 得 很 多 ,因此 对 于 
客户 来 说 ,在 每 年 的 保险 中 ,只 要 “人 场 费 "等 于 赔偿 金额 的 数学 期 
望 , 便 是 一 种 “公平 赌博 ". 万 一 灾难 发 生 , 客 户 在 经 济 上 仍 能 得 到 
补偿 ,可 免 遭 破产 的 危险 . 在 这 种 意义 之 下 ,参加 这 类 保险 ,客户 在 
经 济 上 是 有 利 的 . 然而 对 于 保险 公司 来 说 , 它 进 行 的 “赌博 "次 数 很 
多 ,由 上 面 的 分 析 可 知 ,从 总 体 上 来 说 ,开展 稀有 不 幸 事件 的 保险 
业务 对 保险 公司 总 是 有 利 的 . 
数学 家 们 将 彼得 保 赌 法 中 无 限 数学 期 望 的 问题 修改 成 有 限 的 
情形 进行 讨论 ,虽然 取得 了 不 少 有 价值 的 成 果 , 但 对 该 神秘 的 停 论 
的 讨论 仍 未 能 揭示 它 的 实质 . 实际 上 ,对 于 无 限 赌 本 问题 的 讨论 需 
应 用 大 数 定 律 . 自从 1713 年 瑞士 数学 家 雅 各 布 ， 伯 努 利 在 (推测 
术 ) 一 书 中 首次 用 数学 方法 证 明了 第 一 个 大 数 定律 : 
P| 


= +|<*|=1 (поа), 


n 2 


直到 1909 年 法 国 数学 家 Borel 证 明了 强大 数 定理 : 
А. l 
Ра 


在 这 近 两 个 世纪 的 长 时 间 星 ,大 数 定理 只 涉及 有 限 数学 期 望 的 情 
形 , 在 这 段 时 间 里 数学 家 们 还 不 明了 在 数学 期 望 为 无 限时 ,如 何 对 
彼得 堡 赠 法 进行 研究 . 直到 近代 ,数学 家 们 才 发 现 数学 期 望 为 无 限 
时 ,可 以 用 更 为 一 般 的 方法 来 讨论 . 设 赌 徒 在 第 次 赌博 中 的 赢利 
为 X,, 则 mn 次 赌博 的 累计 赢利 为 5, = X, 十 … t Х,, 如 果 每 次 峙 
ERASE K WS, 一 wy DARRE Ре, ли Уул {К 
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赌博 的 累计 人 场 费 . 当 ECX,) 不 存在 时 ,不 能 令 e = ny， 必须 用 
其 他 方法 来 确定 e 为 此 ,首先 对 无 限 数学 期 望 时 的 “公平 "赌博 重 
新 定义 如 下 :如 果 有 


Р||®—1|>«|—о 


RX ЖК R Tt À DRH с, 的 赌博 在 古典 意义 下 的 公平 赌博 . 
Feller 在 其 名 著 (概率 论 及 其 应 用 } 第 1,2 卷 中 关于 彼得 堡 赌 法 分 
别 获得 如 下 重要 结论 : 

定理 1 财 徒 的 入 场 费 是 依赖 于 赌博 次 数 л 的 , 当 财 徒 累 计 
所 付 入 场 费 e, = nlogsri 时 , 则 彼得 堡 财 法 成 为 古典 意义 下 的 公平 
赌博 . 

定理 2 设 在 彼得 堡 赌 法 中 赌 徒 第 次 赌博 的 可 能 启 利 为 
Xoe, 为 n 次 赌博 的 累计 入 场 费 , 是 XX, 的 共同 的 分 布 , 令 


MS) = [=F(az), 


065) = EFOTT 
则 存在 常数 6, 使 


ж -1|>е]+о 
= 


成 立 的 充分 必要 条 件 是 : 14 5 — со 时 ,p(S) 一 oo, 则 存在 这 样 的 数 S。 

使 得 wp(S,) = 5,, 并 且 上 述 趋 于 零 的 极限 对 e, = nats.) йу. 
参考 文献 [74,pp, 263—265.275~276].176,р.262),[75, 

р. 254],[70,рр, 396—398]. 

(җя а 3) 
概率 与 m (Probability and т) ”随机 地 写 出 两 个 小 于 1 的 正 数 
和 .了 ,它们 与 1 一 起 形成 一 个 三 元 数组 (X,Y,1) ,以 这 样 的 一 个 三 
元 数组 为 一 个 三 角形 的 三 边 之 长 , 则 它们 龙 构 成 一 个 钝 角 三 角形 
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的 概率 是 于. 

由 题 设 知 ,三 元 数组 (X,Y,1) 中 (X, 
Y) 可 在 平面 区 域 避 — {(Х,Ү)о<Х< “ 
1,0<У<1) 上 取 值 ,而 三 元 数组 (X3Y， 
1) 能 构成 钝 角 三 角形 的 充分 必要 条 件 是 
CX,Z) 应 在 平面 区 域 ( 如 图 3 - 11) 


图 3-11 


| 
H= (XY):(X,Y) € 0,X: + чи) 
Y+1> X. 


кй. пн 的 面积 分 别 为 1、 TE. 由 几何 概率 定义 知 ,三 元 


х2 


数组 (X,Y,1) 能 构成 钝 角 三 角形 的 概率 是 了 
概率 与 + 是 法 国 博物 学 家 、 统 计 学 家 Buffon 1707—1788)8 SL 
研究 的 问题 之 一 . 早 在 拉 普 拉 斯 给 出 概率 的 古典 定义 之 前 ,人 们 就 提 
出 了 几何 概率 的 概念 , 它 是 用 来 研究 无 穷 多 个 可 能 结果 的 随机 现象 
的 , 几何 概率 定义 为 质点 落 入 满足 某 条 件 的 区 域 的 度量 与 整个 区 域 的 
度量 之 比 , 它 保留 了 古典 概率 定义 中 的 等 可 能 性 ,而 将 试验 的 结果 ( 即 
基本 事件 ) 推 广 到 无 限 的 情形 ,扩大 了 概率 研究 的 范围 ,并 使 概率 的 有 
限 可 加 性 推广 到 可 列 可 加 性 ,推进 了 概率 论 的 发 展 . 
参考 文献 [84,pp.183—195],[69,p.4111. 
(MA s #) 
Buffon 投 针 问题 (Buffon's needle problem) 在 平面 上 画 有 间 
а 的 等 距 平行 线 . 向 该 平面 随机 地 投 撕 一 根 长 为 1 < а) 的 
针 , 试 求 针 与 平行 线 相交 的 概率 . 
Buffon 是 法 国 著 名 博物 学 家 ,他 最 早 研究 几何 概率 , 1777 年 
出 版 的 (或 然 性 算术 试验 ) 一 书 , 提 出 了 投 针 试验 及 其 概率 计算 的 
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著名 问题 ,创造 了 用 投 针 试验 来 估计 r 值 
的 方法 . 

设 针 的 中 点 为 M.M 与 最 近 一 条 平 2 м 
行 线 的 距离 为 z, 针 与 平行 线 的 交角 为 p Фі= 
(如 图 3 - 12 所 示 ), 于 是 (z,9) 的 一 切 可 工 
能 值 的 集合 为 


a= |к,Ф,0<х< 5,09), 


D ы 
而 针 与 平行 线 相交 的 充分 必要 条 件 是 图 5- 12 
(ж, 在 集合 


G= [0 < z< sinp рк 


中 取 值 , 由 几何 概率 定义 知 ,所 求 的 概率 应 为 C.O 的 面积 之 比 , 即 


Buffon 问题 的 推广 之 一 ; К 12а, 则 针 与 平行 线 相交 的 
充分 必要 条 件 是 (т, р) 应 在 平面 区 域 


0< < рып, 
н] 
| O< g< arcsin $| Ü |z —aresin ү < P< z|» 


arcsin 7 <p <a arcsin Pi | 


а 
lasa za . 


或 


304 教学 名 题词 黄 


上 取 值 ,由 此 可 知 针 与 平行 线 相交 的 概率 为 


ъ= Ife- Zarcsin + 一 И aresin 21+ A 


当 4=a 时 , p= 2, Wa 取 定 而 1 一 时 1 p 一 1 

Buffon 问题 的 著名 推广 之 二 , 称 为 拉 普 拉 斯 间 题 : 设 平面 上 
有 两 组 相互 垂直 的 等 距 平行 线 ,平行 线 的 距离 分 别 为 a 和 4 它们 
把 平面 分 割 成 许多 相等 的 矩形 , 投 针 长 度 1 小 于 a 及 6. 试问 针 与 
矩形 边界 相交 的 概率 是 多 少 7 ў 

设 针 的 中 点 落 在 Oa) 上 的 坐标 。 
为 z, 落 在 (0,6) 上 的 坐标 为 y, 针 与 模 
轴 的 夹 角 为 0(0 < 0 < =) д 3-13, 
易 知 针 与 矩形 边界 不 交 的 概率 为 a = 


аа — Доне) — tinya. 
于 是 针 与 矩形 边界 相交 的 概率 是 


t= ioh — Ысозӣ 一 alsing + /*вїпбсов@)4@ 


6]; 


= glata =, 


H broot ERA Z, 5 Buffon 问题 的 解 一 致 ; 当 / = b < a Bl, 


概率 为 tH, ща 二 人 时 ,概率 为 了 
Buffon 问题 的 推广 之 三 :在 平面 上 画 有 间隔 为 a 的 等 距 平行 
线 , 向 该 平面 任意 投 挪 一 个 边 长 分 别 为 a.b、c( 均 小 于 a y = 


形 , 则 不 难 来 得 该 三 角形 与 平行 线 相 交 的 概率 为 “十 妇 + y= 
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ЛОЛА Ae R K HE 39 a 的 针 时 ,与 平行 线 相交 的 概率 与 Buffon 问题 
KEA. 

较 一 般 的 推广 , 称 为 广义 Buffon 问题 ,平面 上 画 有 间隔 为 < 
的 等 夏 平 行 线 ,向 该 平面 任意 投 一 长 为 《的 凸 形 铁丝 转 , 则 它 与 平 
行 线 相交 的 概率 р = L. 

求解 方法 是 , 先 将 铁丝 细 分 成 若干 段 , 设 其 中 第 人 段 的 长 为 
5<a), 当 到 充分 小 时 ,可 将 其 视 为 一 直线 段 ,于 是 这 一 小 段 与 平 
行 线 相交 的 概率 为 


2 
= 
再 设 
а ASE ыы 
” 10, 第 在 段 与 平行 线 不 相交 : 
于 是 铁丝 圈 与 平行 线 相交 的 点 数 为 27X,, 交 点 数 的 数学 期 
望 为 
E| DIX)= DEX) 


и, 


9 
= Уаз 
lm 


кеһ-ш] 


%, 
= > => 
A 
=Z. 
由 于 铁丝 圈 与 平行 线 的 交点 数 或 为 2 或 为 0( 相 切 时 视 为 有 两 个 
交点 ), 故 交点 数 的 数学 期 望 又 应 等 于 


2р+0+(1—р)=?2р. 


306 LEET EES 


于 是 


Buffon 投 针 间 题 是 找 矿 问题 中 一 个 重要 的 数学 模型 . 设 某 区 
域 有 一 矿脉 长 为 上 用 距离 为 = 的 一 组 平行 线 进行 探矿 ,车 1 过 a， 


则 能 找到 这 个 矿 胀 的 桥 率 为 Z. 


Buffon 首 创 用 投 针 试 验 来 估计 x 值 .方法 是 将 实际 投 针 次 
数 记 为 N, 针 与 平行 线 相交 的 次 数 记 为 4, 当 N 足够 大 时 ,由 
等 式 


得 到 的 估计 值 为 ze 历史 上 有 许多 著名 的 统计 学 家 做 过 


Buffon 投 针 试 验 , 都 证 明了 Buffon 创造 的 方法 是 正确 的 .更 有 
价值 的 是 , 随 着 电子 计算 机 的 发 展 , 人 们 依据 Buffon 投 针 试验 
的 思想 ,建立 起 了 一 门 新 兴 的 计算 科学 , 称 为 蒙特 卡 洛 方法 , 它 
对 高 维 空间 的 积分 问题 的 数值 计算 具有 优良 的 功能 ,已 在 原子 
物理 等 高 科技 领域 的 理论 计算 中 发 挥 了 许多 作用 ， 
参考 文献 [84vpp,I83 一 195],[70,pp, 39 一 40],[62,p.6， 
p-101],[67,pp. 38—40],[69,pp. 133—134],[66,pp. 22—25,p. 
54]. 
яя ш 3) 
Bertrand 奇 论 (Bertrand paradox) ”在 半径 为 工 的 圆 内 随机 地 


取 一 条 弦 ; 问 其 长 超过 该 圆 内 接 等 边 三 角形 的 边 长 V3 的 概率 等 
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于 多 少 ? 

这 一 奇 论 是 1889 年 法 国 数学 家 Bertrand 在 巴黎 出 版 的 ( 福 
率 的 计算 ) 一 书 中 提出 的 .他 在 这 本 书 中 对 几何 概率 提出 了 批评 ， 
并 以 生动 的 实例 引起 了 大 家 的 注意 . 这 种 善意 的 批评 推动 了 概率 
论 的 发 展 . 

19 世纪 时 ,不 少 人 相信 ,只 要 找到 适当 的 等 可 能 性 描述 ,就 可 
以 给 出 概率 问题 的 唯一 解 , 然而 Bertrand 构造 了 一 个 在 等 可 能 性 
描述 下 同一 问题 却 能 合理 地 给 出 多 个 相互 矛盾 答案 的 “ 奇 论 ”这 
一 奇 论 对 用 等 可 能 性 描述 的 概率 提出 了 挑战 ,迫使 数学 家 们 进 一 
步 研讨 概率 的 基础 理论 . 因此 ,这 一 奇 论 在 推进 概率 论 基础 理论 的 
发 展 上 起 过 重要 作用 . 

这 个 问题 至 少 有 下 面 三 种 不 同 的 解法 ， 

解法 1 ERR 4B. 过 有 4 点 作 图 的 内 接 等 边 三 角形 ,这 一 


三 角形 内 角 4 所 对 的 弧 , 占 整个 网 周 的 二 (如 图 314Ca)), 当 且 
Ч В ЕКЕШ ЕМ, АВ 弦 的 长 度 才 超过 V5, 故 所 求 的 概 
жатт. 


В 


А 
а) (b) «) 
3-14 


解法 2 E JBE CO ЕНИ Е — MEN BETE 
EFR- АСД 3- 1400), 5 B 4 УИ O 0688 J T 
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解法 3 作 圆 内 接 等 边 三 角形 的 内 切 阅 (如 图 3 - 14000), 该 
图 的 半径 是 坟 , 当 且 仅 当 殖 的 中 点 带 在 内 切 加 内 时 ,将 长 才 超过 


v3 , 故 所 求 的 概率 是 内 切 男 与 大 加 的 面积 之 比 为 二 

同一 问题 ,获得 三 个 不 同 的 答案 ,其 原因 是 : 解法 1 Ea 
点 落 在 圆周 上 的 任 一 点 , 视 为 等 可 能 的 ;解法 2 把 弦 的 中 点 分 布 在 
直径 上 的 任 一 点 ,理解 为 等 可 能 的 ;解法 3 则 是 将 蓄 的 中 点 落 在 圆 
内 任 一 点 ,解释 为 等 可 能 的 . 因此 ,相对 于 三 种 不 同等 可 能 的 解释 ， 
所 得 到 的 三 种 相应 的 不 同 答案 都 是 正确 的 , 举 个 简单 的 例子 ,有 人 
间 ; 从 你 家 到 学 校 要 花 多 长 时 间 , 而 没有 说 明 是 “步行 "“ 骑 自行 
车 "还 是 " 坐 汽 车 ”, 这 个 问题 自然 有 不 同 的 答案 . 

这 个 奇 论 的 功绩 是 ,揭示 出 了 当 随 机 试验 有 无 穷 多 个 可 能 
结果 时 “等 可 能 "这 一 概念 的 意义 有 时 是 含混 不 清 的 ,而 且 还 会 
给 概率 问题 的 实际 计算 带 来 种 种 疑难 , 这 反映 出 ,几何 概率 的 届 
辑 基础 是 不 够 严密 的 , 后 来 人 们 不 断 寻求 定义 概率 的 新 途径 , 苏 
联 数学 家 Kolmogorov 于 1933 年 在 他 的 (概率 论 基础 ) 一 书 中 ， 
第 一 次 给 出 了 概率 的 测度 论 式 的 定义 ,和 一 套 严 密 的 概率 论 的 
公理 化 结构 ,指明 了 概率 应 具有 的 基本 性 质 , 既 概 括 了 概率 的 古 
典 定义 ,几何 定义 以 及 频率 定义 的 基本 特征 ,又 避免 了 各 自 的 局 
限 性 和 含混 之 处 ,使 概率 论 成 为 一 门 严 谨 的 基础 数学 ,从 而 统一 
了 人 们 对 概率 的 认识 . 

参考 文献 [70,pp, 38—39],[71,pp. 143—152],[67,pp. 
40—41]. 

(йя 5 1) 
等 待 时 间 问 题 (CWaiting time problem) WHA M 只 黑 球 ,N 
只 白 球 , 从 中 随机 地 一 只 接 一 只 地 到 球 ,每 次 取出 后 不 放 回 ,直到 
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ШО <k< N) 只 白 球 为 止 , # X, 是 从 锐 中 取出 的 总 球 数 ， 
ЖХ, = (г = N—k,N 一 上 十 1,…4M + N — k) 的 概率 . 

这 一 问题 属于 饼 子 模型 中 的 古典 等 待 时 间 问 题 . 这 类 问题 的 
一 般 模型 是 指 铅 中 有 两 种 颜色 的 球 ,无 放 回 地 将 球 一 只 接 一 只 地 
取出 ,直到 球 数 满足 指定 的 条 件 为 止 ,讨论 所 需 取 球 的 次 数 及 其 相 
应 的 概率 . 铅 子 模型 的 概率 问题 ,最 先 出 现在 ( 惠 更 斯 选集 ) 的 第 
14 卷 中 . 缸 子 模型 中 的 古典 等 待 时 间 问 题 ,由 德国 数学 家 Lexis 
于 1876 年 及 1903 年 发 表 的 两 篇 论文 中 正式 严格 提出 . 1923 年 ， 
美国 著名 数学 家 波 利 亚 提出 了 一 种 应 用 更 为 广泛 的 包子 模型 ( 称 
为 波 利 亚 铅 子 模型 ) : 设 负 中 有 M 只 黑 球 ,NN 只 白 球 , 从 中 每 次 取 
出 一 球 ,观察 后 放 回 ,并 再 加 入 C 只 同色 的 球 . 当 C 二 一 1 时 , 即 为 
无 放 回 取 球 情形 . 如 果 共 取 n 次 , 则 取得 白 球 数 “ 闵 二 二 0” 的 概 
率 为 


这 一 分 布 列 称 为 超 儿 何 分 布 . 

如 果 把 问题 改 成 ; 在 波 利 亚 包子 模型 ( C 二 一 1 ) 试 验 中 , 直 
到 出 现 只 白 球 为 止 , 求 所 需 取 出 的 球 数 X 的 概率 分 布 . 这 就 是 
等 待 时 间 的 概率 分 布 , 称 为 负 超 几何 分 布 ,或 称 为 C 二 一 1 时 的 逆 
波 利 亚 分 布 .导出 此 分 布 ,也 就 给 出 了 上 述 问 题 的 解 . 

我 们 注意 到 事件 (X, = r) 表示 “直到 取出 ARAE Е 
PARAR”. 这 一 事件 与 事件 “在 前 (r 一 1) 次 里 从 取出 (N 一 
k — 1) RAR HES r KARAI 只 白 球 * 等 价 , 由 超 几何 分 布 
知 , 在 前 Cr 一 1) 次 恰 取 出 CN — k — 1) 只 白 球 的 概率 为 
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РЕМИ МАЕ) Е Ый 


М+М M 十 xi 
i | 
第 "次 在 余下 的 CM 十 入 一 > 十 1) 只 球 中 恰 取 到 1 只 白 球 的 概率 是 
k+1 
UMFN- rtrt 
再 由 概率 的 乘法 公式 便 得 到 
P(X, = r) 


r= н" 


| Yii M | 
_ \к+1!\л N+k k+l 
Fi [MFN] MFN=rF1 


r=N-—k&N -k+1l, MHN hk, 


古典 等 待 时 间 问 题 的 推广 之 一 ,是 一 只 罐子 里 有 г > 3) 种 
颜色 的 球 , 从 中 无 放 回 地 每 次 取出 一 球 , 直 到 指定 的 结果 出 现 为 止 
所 需 等 待 的 时 间 , 其 概率 分 布 称 为 多 重负 超 几何 分 布 或 多 重 逆 波 
利 亚 分 布 , 另 一 类 古典 等 待 时 间 问 题 ,是 由 古典 占 位 问题 推广 得 到 
的 . 其 模型 是 : 将 球 一 只 接 一 只 地 随机 地 放 进 N яй, 
球 数 不 限 定 ,直到 指定 的 结果 出 现 为 止 ,如 直到 指定 的 一 只 铅 进 " 
只 球 为 止 ; 直 到 N 只 久子 都 进 球 时 为 止 ;直到 指定 的 只 色 中 都 
EDA r 只 球 为 止 等 ,到 这 些 事件 出 现时 为 止 ,所 需 投入 的 总 球 数 
的 概率 分 布 . 其 中 最 简单 、 最 重要 的 等 待 时 间 问 题 的 分 布 ,是 所 谓 
几何 分 布 和 帕斯卡 分 布 .将 球 随机 地 投入 1.2 编号 的 两 只 铅 中 ,每 
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ЯВІР РОО 二 记过 1), 投 进 2 号 键 的 概率 为 
q=1— p. 设 X 为 直到 首次 投 进 1 号 难为 止 所 需 投球 的 次 数 , 易 
ахвя 


Р(Х = 6) = 47р, Е = 1,2, 


这 就 是 著名 的 几何 分 布 . 如 设 Y 为 直到 第 7 次 投 进 1 йн IL 
所 需 投球 的 次 数 , 则 Y 的 分 布 列 为 


POY = k) = Crip, А тут +1, 


这 就 是 著名 的 帕斯卡 分 布 (又 称 为 负 二 项 分 布 ),， 
参考 文献 [81,p. 80,p. 155,рр. 176 一 178,p. 198],[73， 
pp.159—161J,[66,p. 64] 
(йй 4 复 ) 
确诊 率 问题 (Diagnoslic accurate ratio problem) 某 种 方法 诊 
断 某 种 疾病 的 正确 率 一 定 , 该 疾病 的 患者 密度 一 定 , 则 随机 取 一 人 
经 过 此 方法 诊断 确实 趾 有 此 疾病 的 可 能 性 是 多 少 ? 
确诊 率 问题 最 早 由 俄罗斯 院士 丹尼尔 ， 伯 努 利 第 一 个 提出 ， 
1763 年 在 英国 牧师 ,统计 学 家 Bayes 的 著作 中 才 得 到 解决. 解 确诊 
率 问题 需 应 用 著名 的 Bayes 公式 , 这 个 公式 的 思想 包含 在 Bayes 逝 
世 两 年 后 由 其 友 Richard Price(1723 一 1791, 英 国保 险 统计 学 英 基 
人 之 一 ) 整 理发 表 的 题 为 ( 论 有 关机 遇 问 题 的 求解 )(1763 年 ) 这 算 
著名 论文 中 , 几 年 后 它 得 到 法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 的 重视 ,并 对 Bayes 
的 结果 给 出 了 明确 的 陈述 及 数学 公式 , 即 Bayes 公式 . 设 An 
А, 是 事件 日 的 一 个 划分 , 且 РСА) 203 = 1,2,9, WJ 
Bayes 公式 为 : 


rajar e ацы 


XY PASP EJA) 
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Bayes 公式 从 形式 上 看 , 它 不 过 是 条 件 概率 的 一 个 简单 推论 ,但 却 包 
会 了 归纳 推理 的 一 种 深刻 思想 , 在 英国 著名 统计 学 家 Fisher( 实 验 
遗传 学 和 推断 统计 学 的 创始 人 ,在 统计 发 展 史上 地 位 显赫 . 但 他 年 
迈 时 又 成 为 数理 统计 新 理论 ,新 方法 的 反对 者 . 他 反对 Bayes Ж 
计 ) 去 世 后 ,主张 Bayes 统计 思想 的 学 者 们 把 它 发 展 成 为 一 种 系统 
的 统计 推断 理论 和 方法 , 称 为 Bayes 统计 ,并 形成 了 Bayes 学 派 . 这 
道 题 及 其 解法 能 反映 出 Bayes 学 派 的 观点 . 

令 事件 4 = {种 该 病 者 ),B 一 (经 诊断 认为 患 该 病 ), 于 是 人 
群 中 该 病 串 者 和 非 各 者 的 密度 是 概率 P(4) 与 СА). 这 些 概 半 经 
社会 调查 或 由 以 往 的 卫生 统计 资料 获得 ,在 对 一 个 人 进行 诊断 之 
前 就 已 经 知道 , 故 称 为 先 验 概率 (或 假设 概率 ). 一 个 人 经 诊断 试验 
后 认为 有 此 疾病 ,而 此 人 确实 患 有 此 病 或 者 此 人 并 非 息 有 该 病 的 
概率 ,是 条 件 概率 PADR PALE). 这 些 条 件 概率 反映 了 试验 
中 事件 妃 发 生 后 ,人 们 在 这 种 新 情况 出 现下 对 事件 A.A 发 生 的 
可 能 性 的 新 认识 ,因此 称 它们 为 后 验 概率 (或 验 后 概率 ) ,后 验 概率 
是 经 过 诊断 试验 后 对 先 验 概率 的 修正 ,有 助 于 提高 正确 的 诊断 率 . 
其 中 (41B) 就 是 本 题 所 要 求 的 概率 . 由 Bayes 公式 得 


二 
PAID = PCAPP(B|A) + PAPJA 


其 中 (4),P(A),P(B14),PCB1A) 由 题 意 知 均 为 已 知 .事实 上 ， 
所 谓 诊 断 基 种 疾病 的 正确 率 一 定 ; 应 包含 两 个 方面 的 诊断 率 ,其 一 
是 在 该 病 的 患者 中 的 诊断 率 P(B1A) 已 知 1 其 二 是 在 没有 种 此 病 
的 人 中 的 误诊 率 P(B| 如 也 已 知 : 例如 ,事件 A = (ЖИВЯ, 
В =(%# ШЖ}, Ж PCA) = 0:50, P(B|A)=0.80, 
P(B8| 有 A) 二 0.05, 则 从 人 群 中 随机 抽取 一 人 ,已 测 得 其 体温 为 发 
烧 , 那 么 这 个 人 确实 是 患 有 感冒 的 概率 由 Bayes 公式 得 


0.50 X 0. 80 


PAID = , sn 0.80 + 0.50 % 0:05 


22 0.94. 
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这 就 是 说 ,对 于 一 个 已 经 发 烧 的 人 而 言 ,我 们 有 94%% 的 把 握 可 以 
断定 他 是 患 了 感冒 . 由 此 可 见 , 当 病人 发 烧 时 ,在 没有 其 他 特殊 体 
征 的 情形 下 ,医生 通常 首先 诊断 他 患 感冒 是 不 无 依据 的 ; 又 如 
А={(#% B #),B = {经 某 种 检验 结果 为 阳性 }, E 
РСА) =0.002,P(B|A) = 0: 95,Р(В|А) = 0. 05, 则 某 人 被 检验 
为 阳性 ,而 他 确实 是 癌症 患者 的 概率 是 

— À phax O ps _ 
0.002 Ж 0. 95 + 0. 998 x 0.05 
尽管 后 验 概率 0. 036 68 仍然 很 小 ,但 与 先 验 概率 0. 002 相 比 已 提 
高 了 18 倍 ,在 诊断 时 ,医生 结合 病 者 体征 ,这 个 后 验 概率 仍 有 一 定 
的 参考 价值 . 还 应 指出 ,在 一 定 条 件 下 ,我 们 可 以 改 设 先 验 概率 
РСА) = 0. 036 68, 这 时 若 检验 出 一 个 阳性 , 则 其 后 验 概率 为 


P(A|B) = з= 0. 036 68, 


0. 036 68 X 0.95 
0. 036 68 X 0. 95 + 0. 963 32 X 0.05 


若 再 改 设 РСА) =0. 420, 则 由 Bayes 公式 得 
P(A|B) =s 0. 932. 


由 此 可 见 , 先 验 概率 增 大 ,相应 的 后 验 概率 也 大 为 提高 , 在 实际 工 
作 中 正 是 如 此 一 级 一 级 筛选 的 . 

Bayes 统计 近 20 年 来 发 展 较 快 ,已 被 有 效 地 应 用 于 生物 、 医 
药 卫生 、 公 共事 业 以 及 航天 飞行 器 试验 等 高 科技 研究 领域 然而 必 
须 指出 ,应 用 Bayes 统计 的 必要 前 提 是 需要 知道 先 验 概率 ,在 许多 
场合 , 先 验 概率 往往 不 易 确定 ,或 者 它 的 确定 带 有 人 为 的 主观 腾 
Т. 在 Bayes 公式 的 使 用 中 ,最 有 争议 之 处 就 是 先 验 概率 的 选取 . 
故 Bayes 学 派 的 观点 在 统计 和 界 时 有 争议 也 是 正常 的 . 

参考 文献 [75, pp. 55~ 60], [71› pp. 488 ~ 489], [64， 
рр. 131—152], [65, p. 301], [67, рр. 64671, [69, pp. 132— 


PC415) = 22 0.420. 


314 数学 名 是 词典 


135]. 
mat 5 复 ) 
巴 拿 赫 火柴 问题 (Banach match problem) 一 位 吸烟 的 数学 家 
在 左右 口 失 里 各 放 一 盒 火 柴 , 每 盒 火 柴 有 NN 根 ,每 次 用 火柴 时 ， 
数学 家 随机 地 从 一 个 口 级 的 火柴 盒 里 取 一 根 , 问 (1) 发 现 一 盒 空 
П ЭН н (© = 1,2,…,N) 根 的 概率 是 多 少 ? (2) 在 第 一 次 
用 完 一 盒 的 最 后 一 根 火 此 时, 另 一 盒 恰 剩 > 根 的 概率 是 多 少 ? 
我 们 把 第 ;次 在 左边 口袋 的 火柴 盒 里 取 一 根 火 全 的 事件 称 为 
第 i 次 “成 功 ”, 反 之 ,在 右边 取 称 为 “失败”, 而 每 次 试验 “成 功 "与 
“失败 "是 等 可 能 的 , 于 是 当 发 现 “ 左 边 口袋 的 火柴 盒 空 时 右边 火柴 
RERA r 根 ” 的 事件 等 价 于 “在 第 N + 1 次 成 功 之 前 恰 有 NN — r 
次 失败 ”, 而 这 一 事件 的 概率 应 用 二 项 概率 公式 可 得 ， 


P (EW 2N — rR RA N 次 成 功 } " 
P{ 第 2N 一 r+ 十 1 次 成 功 } 


папя, ааа АШ г ВЕЕТ 
述 结果 . 故 问题 (1) 的 解 为 


2С. у 


类 似 地 可 计算 出 问题 (2) 的 解 为 
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2P( 在 前 2N — r 一 1 次 中 恰 有 N 一 工 次 成 功 } * 
аре) 


书 拿 赫 是 近代 波兰 著名 数学 家 , 他 提出 的 巴 拿 赫 火柴 问题 
C ,在 现代 计算 机 储存 理论 中 已 成 为 一 个 很 好 的 数学 模型 . 
参考 文献 (73, рр. 1617-162],[75.р. 117], [72, p. 81, 
р. 362],[62,pp. 51—52]. 
(aE 5 я) 
普查 疾病 问题 (General survey of common diseases) 某 地 区 
进行 某 种 疾病 普查 ,为 此 要 检验 每 个 人 的 血液 ,该 地 区 有 N A E 
个 检验 就 得 检验 N 次 .试问 有 没有 办 法 减轻 检验 工作 量 ? 
可 以 先 将 受 验 者 分 组 , 设 每 组 为 上 人 ,把 这 大 个 人 的 血液 混合 
在 一 起 检验 , 阁 结果 为 阴性 ,这 说 明 训 个 人 的 血液 试验 全 为 阴性 . 
因而 这 类 个 人 总 共 只 要 查 一 次 就 够 了 ,检验 工作 量 显 然 减少 . 但 若 
结果 是 阳性 , 那 就 要 对 个 人 再 逐一 进行 检验 ,于 是 检验 总 次 数 为 
十 1 次 .检验 工作 量 反而 有 所 增加 ， 
大 个 人 需要 的 检验 次 数 可 能 只 要 1 次 ,也 可 能 要 不 十 1 次 , 它 
是 一 个 随机 变量 ,为 了 和 老 办 法 比较 工作 量 的 大 小 ,应 该 求 出 其 平 
均值 ( 即 平均 检验 次 数 ). 
如 果 被 检查 的 疾病 不 是 传染 病 或 遗传 病 , 则 在 受 验 人 群 中 ,各 
人 检验 结果 是 阳性 还 是 阴性 ,一 般 都 是 独立 的 . 设 阳性 率 为 р, 
阴性 率 为 4 = 1 一 р. 于 是 必 人 一 组 的 混合 血液 旦 阴性 的 概率 是 
9 而 星 阳性 的 概率 是 了 一 a ВЕНА МЛ НЕЮ ЮН, 
个 人 所 需 检验 的 次 数 , 由 此 可 求 得 每 个 人 所 需 的 平均 检验 次 数 为 


316 LEZE EEJ 


E= ++ [t+ Ha =) 
=1-0+1, 
而 按 老 办 法 ,每 个 人 应 该 检验 1 次. 故 当 


ia t 1 
та R y ATI 即 i> ур 
时 ,用 分 组 的 办 法 就 能 减少 检验 次 数 . 如 果 4 б йж рЫ EE = 
1 一 下 十 + 中 选取 最 合适 的 整数 和 ,使 得 平均 检验 次 数 ЕЕ 达到 
最 小 值 . 
对 一 些 不 同 的 p 值 ,下 面 的 附 表 给 出 了 使 Eé 达到 最 小 的 各 (В. 
阳性 反应 率 户 А 阳性 反应 率 户 ko 


0.140 3 0. 020 8 
0.110 4 0.015 9 
0.080 4 0.010 11 
0.050 5 0.005 15 
0.040 6 0.003 19 
0.030 6 0.001 32 


当然 ,减少 的 工作 量 的 大 小 既 与 p f i Ж.Ш 5 BP AW 2 
有 关 . 
参考 文献 [67,pp. 166—167],[66,рр. 82—84]. 
сян AAE) 
校对 问题 (Checking problem) A,B 两 人 独立 地 校对 一 本 书 的 
印 样 时 ,4 发 现 a 个 错误 ,B 发 现 5 个 错误 ,其 中 c 个 错误 两 人 都 
发 现 过 . 问 他 们 两 人 漏 掉 了 多 少 个 错误 ? 
设 N 为 这 本 书 中 的 印刷 错误 总 数 . A B 发 现 书 中 任 一 印刷 错 
误 的 概率 分 别 为 ,pr( OL р, < 1.0< p,< 1). 两 人 校对 工作 是 
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独立 进行 的 ,由 二 项 分 布 的 数学 期 望 知 
Np =a, Мр =, М№р, = с. 


于 是 这 本 书 的 印刷 错误 总 数 为 
= Nh ° Np: _ 


Np = 
由 此 可 得 两 人 漏 掉 的 印刷 错误 数目 为 
—(@+#—)=®—(а+#%—‹) 
шоф) 
б 
该 问题 的 原始 模型 来 自 1911 年 英国 原子 物理 学 家 
Rutherford 做 а 粒子 散射 实验 (被 称 为 Rutherford 实验 ) 时 两 台 
闪烁 计数 试验 装备 计数 的 校正 问题 . 校对 问题 所 用 术语 显得 非常 
简单 明了 . 值得 一 提 的 是 ,在 Rutherford 时 代 之 前 ,人 们 认为 原子 
是 均匀 效 糊 状 的 . 如 果真 是 这 样 ,Rutherford 知道 ,用 “粒子 打击 
原子 层 ,就 像 用 15 英寸 的 炮弹 讼 击 一 层 窗 户 纸 一 样 . 然而 
Rutherford 在 成 千 上 万 次 试验 中 发 现 ,总 有 一 定 比例 的 “粒子 ( 约 
8 000 个 = 粒子 中 有 1 个) 被 反射 回来 ,这 使 他 欣喜 万 分 .他 以 实验 
为 依据 ,用 几何 概率 及 统计 反 证 法 的 思想 进行 论证 ,终于 在 无 超 高 
们 电子 显微镜 的 时 代 , 就 提出 了 原子 结构 的 星云 模型 : 原子 的 结 
构 与 太阳 系 的 结构 相似 ,原子 中 心 有 一 个 质量 密集 的 带 正 电 的 核 ， 
带 负电 的 电子 围绕 原子 核 转动 - 原子 内 电子 的 电量 总 和 等 于 核 的 
电量, 使 整个 原子 皇 中 性 . 这 个 原子 模型 假设 为 人 们 探索 原子 内 部 
的 结构 ,打开 了 神秘 的 大 门 , 开 创 了 微粒 子 研究 的 新 时 代 . 
参考 文献 [73,p. 165]. 
(йя 5 复 ) 
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水 手 、 猴 子 和 椰子 (Seamen，monkey and coconut) 五 个 水 手 
带 了 一 只 猴子 来 到 南 太平 洋 的 一 个 荒 岛 上 ,发 现 那 里 有 一 大 堆 神 
+. 由 于 旅途 的 斯 艇 ,大 家 都 很 疲倦 ,很 快 就 人 星 了 . 第 一 个 水 手 醒 
来 后 ,把 椰子 平分 成 五 堆 , 将 多 余 的 一 只 给 了 猴子 ,他 私 藏 了 一 堆 
后 便 又 去 睡 了 ,第 二 ,第 三 ,第 四 ,第 五 个 水 手 也 陆续 起 来 ,和 第 一 
个 水 手 一 样 ,把 椰子 分 成 五 堆 , 恰 多 一 只 给 猴子 , 私 藏 一 堆 , 再 去 人 
睡 .天亮 以 后 ,大 家 把 余下 的 椰子 重新 分 成 五 堆 , 每 人 分 一 堆 , 正 好 
余 一 只 再 给 猴子 , 试 同 原 先 共 有 几 只 椰子 ? 

设 原先 共有 N 只 椰子 ,天 亮 后 最 后 一 次 每 人 分 得 F R.E 
题 意 可 得 方程 


([(((/—1)4-1) +-1)4-1){-1| 5-1) 


= Е, 
化 简 , 得 

5° 

N= (F+) —4, 

4 

即 1 924N = 15 625F + 11529. (x) 
因为 4 与 5 互 质 ,那么 只 有 当 和 十 二 1 时 ,NN 可 取得 最 小 正 

整数 解 , 即 太 二 4" 一 1 二 1023 时 ,有 最 小 N= 二 5*— 4 = 15 621. 


由 方程 (* ) 可 知 符合 题 意 的 NN 可 以 有 无 数 多 个 ,而 且 符 合 方 
程 (* ) 的 N 5 5' ZAN + 5° BENE = ) 00 8. 

依据 这 一 结论 ,著名 数理 逻辑 学 家 怀 德 海 教授 ( Whitehead， 
Alfred North，1861 一 1947, 英 国 ) 先 求 出 满足 方程 ( < ) 的 负 整数 
解 ,而 后 求 得 正 整数 解 . 
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ЧЕ =— lN, HFE GOTEN = 4 FE — 4 + 5° b 
是 方程 (* ) 的 解 . 这 样 求 得 本 题 中 最 少 的 椰子 数 是 一 4 十 
15 625 一 15 621( 只 ). 

参考 文献 [14,pp: 223 一 226],[98,pp. 148~150]. 

(& *) 
ЛЕМ ”二 四 为 肩 , 六 作为 足 ' 左 三 右 七 , 戴 九 懂 一 ,五 居中 央 . 
九宫 数 是 世界 上 最 早 的 三 阶 幻 方 . 


+ Z 
+|9|% Н 
3 5 т } + 
EIR P£ 2? о <s 
图 3-15 


东汉 郑玄 (129 一 200) 在 注 易 纬 * ЖОШ ИККЕ ЯГ “KZ 
取 其 数 以 行 九 官 ,四 正四 维 骨 合 于 十 五 . ESE, 太 乙 神 依照 一 
定 顺 序 巡 行 于 九宫 ,这 九 个 序数 排列 在 正方 形 的 九 格 里 , 纵 、 横 、 斜 
(对 角 线 ) 上 的 三 个 数 之 和 都 等 于 15. 

后 周 时 的 甄 弯 ( 公 元 6 世纪) 在 注 ( 数 术 记 遗 ) 里 的 “九宫 算 " 时 
Ü: M.M SJ SE, ESAE, AA PR, "可 见 , 九 
宫 作为 数学 内 容 , 早 就 记述 在 数学 著作 里 了 ， 

北宋 的 理学 家 们 在 解释 (周易 ， 系 苦 传 * 河 出 图 , 洛 出 书 , 竺 
人 则 之 "时 ,用 天 地 生成 数 解释 河 图 (古代 传说 渭河 里 跑 出 一 匹 龙 
马 ,背负 一 幅 图 就 是 天 地 生成 数 图 )、 用 九宫 数 解释 洛 书 (古代 传说 
жа Е-е, аала. 于 是 , 河 图 、 洛 
书 就 被 说 成 是 我 国 数学 活动 的 起 源 , 给 我 国 的 数学 起 源 蒙 上 了 神 
秘 色彩 、 
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ЛАВЕ B. 

南宋 数学 家 杨辉 仔细 研究 
了 洛 书 的 构造 ,并 制作 出 三 、 
四 ,五 ,六 ,七 , 八 , 九 阶 幻 方 及 
百子 图 ( 纵 , 横 10 个 数 之 和 均 
为 505, 但 两 条 对 角 线 上 的 10 
个 数 之 和 不 等 于 505, 所 以 不 是 
十 阶 幻 方 ) 共 有 13 Ш, 
之 为 “纵横 图 ”, 另 外 ,还 有 一 些 
从 匆 横 图 发 展 衍化 出 来 的 图 ， 
MRE RARA MIAE 
图 等 ,发 表 在 他 的 数学 著作 ( 续 
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СЕД] 
图 3-16 


古 摘 奇 算法 )(1275) 里 . 从 此 ,在 我 国 数学 研究 活动 里 ,纵横 图 ( 纪 
方 ) 以 及 衍化 的 数 图 也 成 为 数学 家 们 研究 的 一 个 内 容 . 明 清 两 代 多 
种 数学 著作 里 都 记载 有 纵横 图 的 内 容 - 

解放 后 ,还 曾 出 土 过 幻 方 的 实物 : 1956 年 在 西安 市 郊 的 元 代 
安西 王府 旧址 出 圭一 个 铁 质 六 阶 幻 方 ,上 面 是 东 阿 拉 伯 数码 ;1980 
年 在 上 海 浦东 一 座 明代 莫非 中 出 土 一 个 玉 质 四 阶 幻 方 , 上 面 是 汉 
字数 字 , 大 概 是 作为 避 那 的 吉祥 物 . 

一 般 说 来 , 幻 方 是 由 1 一 下 数字 排列 成 正方 形 ,使 其 每 行 、 每 


列 及 对 外 线 的 和 都 等 于 让 n(m 十 1) , 幻 方 属于 组 合 数学 内 容 . 
参考 文献 [1,p.121],[36,p, 302],[7,р. 86],[15+р. 123]. 


WE NASM. 
纵横 图 LAEN. 
AFE ЮЛИЙ. 
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ЖЛЕ 图 3-17 是 南宋 数学 家 
杨辉 从 纵横 图 ( 见 “ 纵 横 图 ”) 中 衍化 
出 来 的 一 种 数 转 ,发 表 在 他 的 《 续 古 
摘 奇 算法 ) 中 , 明代 程 大 位 的 《算法 统 
宗 ) 中 也 录 有 此 图 ， 

该 图 由 数 1 一 24 共 24 个 数字 组 

成 .在 每 个 正八 边 形 顶 点 处 的 八 个 数 
之 和 都 等 于 100. 不 仅 如 此 ,车 画 出 同 
心 圆 (如 图 中 虚线 ), 则 最 外 层 两 个 加 
各 有 8 个 数 ,其 和 各 为 100: 

9 十 如 十 22 十 3 十 11 十 16 十 24 十 1 二 100， 

4 + 23 + 15 + 10 + 2 + 21 + 13 + 12 = 100; 
而 最 里 层 的 两 个 圆 共 有 8 个 数 , 它 们 的 和 也 是 100: 

18 十 5 十 20 十 ?十 19 十 8 十 17 十 6= 100, 


参考 文献 [34,p. 973]. 


(ERE) 
ЖЛЕ 3-18 ERRA EAA E O A ЕО H RAE hk 
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的 一 种 数 图 , 发 表 在 他 的 《 续 古 摘 奇 算法 ) 中 . 明代 程 大 位 的 (算法 
统 宗 ) 中 也 录 有 此 图 - 

该 图 由 数 1—33 共 33 个 数字 组 成 ,它们 分 别 排列 在 4 个 同心 
贺 上 , 且 排 成 4 条 直径 ,以 数 9 为 圆 的 中 心 . 每 个 圆 上 有 8 个 数 ,再 
加 上 圆心 共 9 个 数 ,每 9 个 数 之 和 都 是 147. 每 条 直径 上 也 有 9 个 
数 ,其 和 也 是 147. 

参考 文献 [34,p. 973]. 


六 合 立 方 图 如 图 3 -19, 清 代数 学 家 保 
其 寿 对 纵横 图 有 着 特别 的 兴趣 ,他 在 研究 中 
还 创造 了 不 少 立体 的 数 图 ,它们 是 将 数字 排 
列 在 顶点 ,楼 或 面 上 的 立体 图 形 ,数字 间 形 
-ERR MAHR, REWE H 
泰山 房 集 ) 中 , 六 合 立 方 图 是 其 中 最 简单 的 
一 种 .图 中 8 个 顶点 上 是 1 一 8 共 8 个 数字 ， 
在 6 个 面 上 ,每 个 面 上 的 4 个 数字 之 和 都 
是 18. 

参考 文献 [86,p.157],[15,p.133]. 


ERE) 

HERD5 PASFAATREEY. 孙子 见 其 马 足 不 甚 相 远 ; 

ЭЖЕ, FE 于 是 孙子 谓 田 咏 白 :“ 君 弟 重 射 , 臣 能 令 君 胜 , " 田 

鼠 信 然 之 ,与 王 及 诸 公子 恶 射 千金 . 及 临 质 ,孙子 日 :“ 今 以 君 之 下 

УЕА ЕУ Е,ИН HAt ЕШ.” 3 
毕 , 而 田鼠 一 不 胜 而 再 胜 , 卒 得 王 千金 . 

这 是 4 史记 ) 里 的 一 则 著名 故事 齐 国 大 将 田鼠 常常 与 齐 王 及 

诸 公子 赌 赛马 取乐 马 可 分 为 上 、 中 、 下 三 等 . 军事 家 孙 胺 看 到 田 忌 

的 马 与 齐 王 的 马 相差 不 大 ,就 对 田鼠 说 ;* 你 尽管 与 他 们 财 赛 ,我 保 

你 赢 . ”田鼠 很 相信 他 ;就 与 齐 王 及 诸 公子 下 了 千金 的 大 赌注 , 赛马 
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即将 开始 , 孙 爱 对 田 尽 说 ;* 你 用 下 等 的 马 与 他 们 的 上 等 马赛 ,用 上 
等 马 与 他 们 的 中 等 马赛 ,用 中 等 马 与 他 们 的 下 等 马赛 . "田鼠 依 计 
而 行 ,比赛 进行 了 三 场 ,田鼠 输 一 场 而 胜 两 场 , 结 果 赢得 齐 王 的 千 
金 赌注 

这 是 战国 时 代 著 名 军事 家 孙 爱 在 游戏 中 的 取胜 策略 ,也 是 世 
界 上 最 早 的 对 策 论 实例 . 

参考 文献 [85,p. 249]. 

шж) 

装 错 信封 (Putting the letter into wrong envelopes) WAST 

几 封 信 ,， 并 且 在 个 信封 上 写 下 了 对 应 的 地 址 ,把 所 有 的 信 装 错 信 
封 的 情况 共有 多 少 种 1 

该 问题 由 瑞士 数学 家 Nicolaus Bernoulli(1687 一 1759) 最 先 
考虑 . 后 来 , 欧 拉 独立 地 解决 了 此 问题 , 

装 错 信封 问题 实质 上 就 是 如 下 问题 ， 

尹 个 元 素 的 排列 ,要 求 在 排列 中 没有 一 个 元 素 处 于 它 应 当 占 
有 的 位 置 , 求 这 种 错 排 的 种 数 . 

也 就 是 求 "个 数 1,2,…,n 错 排 的 数目 . 

记 个 数 1,2,…,n 错 排 的 数目 为 5,, 任 取 其 中 一 数 坟 数 i 分 
别 与 其 他 的 n 一 1 个 数 之 一 互 换 ,其 余 一 2 个 数 进行 错 排 , 共 得 
(n 一 1)5,_, 个 错 排 , 另 一 部 分 为 数 i 以 外 的 ”一 1 个 数 进行 错 排 ， 
然后 7 与 其 中 每 个 数 互 换 得 (n 一 105, 个 错 排 

因此 ,就 有 递 推 关系 S. = (п — 1S, + 5. ,),5, = 0, 
5; =1, BA S, = 1,882, 

S, — nSns =— [S—, — (п = 1)$,.;] 
= (— 1y[S, , — G — 2)S,-,J 


= (= 1)”1(S, — 80) = (— 1)", 
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即 5, —л$,-, = (— 1. 
在 上 式 两 边 同 除 n1, 且 令 n = 2,3,4, 


将 这 (n 一 1) 个 等 式 相 加 ,由 5, 二 0, 得 


S, _(—10*‚ ti)’ (= 17 

= О ЕБ Жи: МТ шр" 

кү, К — Ly ЕРЕКЕ „2, 
ы Salaat =] 
所 以 , 装 错 信封 的 情况 有 


此 问题 还 可 以 利用 容 斥 原 理解 决 . 
Ë 如 为 数 ; 在 第 i 位 上 的 全 体 排列 ,i 二 1,2,…,n, 因为 数字 
i 不 动 , 故 


|A| = (0—1) 1,2 = 2 


FI [А ПА = (л—2)!,4,)=1,2,+е,л,г # J. 
每 个 元 素 都 不 在 原来 位 置 上 的 排列 数 为 
ANANN A] 
=n! — Cts (a— 1)! С. (п 2) 1 6 + (Cel 
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изет»! |5 一直 十 十 一 … 十 Ca. 
参考 文献 [89,рр.1117—113,рр. 146~147],[98,pp. 276 一 
277],[44,pp. 21-24]. 
‹(җ ж) 
36 名 军官 问题 (The problem of thirty-six officers) ”能 否 将 来 
自 6 个 团队 和 各 有 6 种 军衔 的 36 名 军官 排 成 6X6 方 阵 ,使 每 行 
每 列 都 有 每 种 军衔 和 每 个 团队 的 一 名 军官 ? 
欧 拉 曾 试图 解决 36 名 军官 问题 而 没有 成 功 ,后 来 Tarry 约 在 
1900 年 通过 系统 枚 举证 明了 这 样 的 6 阶 方 阵 是 排 不 出 来 的 . 
这 种 方 阵 在 近代 组 合 数 学 中 称 为 正 交 拉丁 方 .如 


+ AE.. к, 
4 3 ja 1 °|т®зхзвнтх,ав 
1\2 w £ £ 


(2,2) (3,1; (1,3) 
8,3) (1,2) (2,1) 


中 9 对 数 偶 均 不 相同 ,就 有 4; 与 4; 是 一 对 正 交 的 拉丁 方 . 通过 党 
试 解决 36 名 军官 问题 , 欧 拉 提 出 猜想 ; n 2,n 5 6 时 ,一 定 存 在 
一 对 正 交 的 n 阶 拉丁 方 , 此 猜想 约 在 1960 年 由 Bose ,Shrikhande、 
Parker 共同 解决 , 也 就 是 证 明了 : 除 2 阶 和 6 阶 以 外 ,其 他 3,4,5， 
7,… 各 阶 正 交 拉丁 方 都 是 可 以 作出 来 的 . 

研究 正 交 的 拉丁 方 问题 ,在 日 常生 活 、 工 农业 生产 和 科学 实验 
方面 有 着 广泛 的 应 用 , 比如 三 种 治 发 烧 的 药 和 三 种 治 感冒 的 药 配 
合 ,给 三 位 病人 进行 疗效 试验 ,要 求 在 三 天 内 每 人 都 服 过 这 几 种 


(в (2,3) пз) 
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药 , 看 哪 一 种 配合 疗效 最 好 . 这 就 可 以 考虑 上 述 提 及 的 3 阶 正 交 拉 
T. 

参考 文献 [89,pp, 240—243],[98.рр. 286—288]. 

G@ g 

柯 克 曼 女 生 问 题 (Kirkman's school girls problem) 一 位 女 教 

师 带 领 15 名 女 学 生 , 每 天 都 要 外 出 散步 一 次 - 每 次 散步 ,她 总 是 把 

女生 们 平均 分 成 五 组 ,试问 ; 能 否 制订 出 一 个 分 组 计划 ,使 在 一 个 

星期 (7 天 ) 内 ,每 一 个 女生 和 其 他 任何 一 名 女生 只 有 一 次 同 组 的 
机 会 ? 

这 个 问题 是 英国 数学 家 柯 克 最 于 1847 年 首先 提出 的 ,后 来 在 
1850 年 正式 发 表 于 Lady and gentleman dairy* 所 以 被 称 为 “ 柯 克 
曼 女生 问题 "- 

下 面 给 出 柯 克 曼 问 题 的 一 个 解 : 


星期 一 星期 二 星期 三 星期 四 
1,2,3 1,4,5 1,6,7 1,8,9 
4,8,12 2,8,10 2,9,11 2,12,14 
5,10,15 3,13,14 38,12,15 3,5,6 
86,11,13 6,9,15 4:10,14 111,15 
7,9,14 7.11,12 5,8,13 7510,13 
星期 五 星期 六 星期 日 
1510,11 1,12,13 1,14,15 
2,1315 2,4,6 2,5,7 
3,4,7 3,9,10 3,8,11 
8,9,12 511,14 4,9,13 
6,8,14 7,8,15 6,10,12 


本 题 是 近代 组 合 数学 中 的 一 个 著名 问题 ,也 是 可 分 解 平衡 不 
完全 区 组 设计 (Balanced Incomplete Block Design, 简 称 BIBD) 的 
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一 个 特例 . 

一 个 BIBD 是 把 集 和 的 "个 不 同 元 安排 到 情 个 区 组 中 ,使 得 
(1T) 每 一 个 区 组 恰 含 上 个 不 同 元 ;(2) 每 元 恰 出 现在 ~ 个 不 同 区 组 
th (3) 每 对 不 同 元 恰 出 现 4 个 不 同 区 组 , 记 为 (ovovrk, 为 设计 . 
当 大 一 3 一 1 时 的 BIBD, 又 称 为 施 泰 纳 三 元 系 , 记 为 SCo) ,Dr) 
表示 互 不 相交 的 ( 即 没 有 共同 的 区 组 )5 Cw) 的 最 大 个 数 . 那么 ,对 
+02 3,00) <о 一 2. 于 是 ,是 否 存在 可 能 D(o) 二 v 一 2 的 所 
Жо 2 SG). 这 称 为 不 相交 施 泰 纳 三 元 系 大 集 问题 . 

柯 克 曼 女生 问题 就 是 一 个 (35,15,7,3,1) 设 计 , 即 要 求 出 一 个 
S05). 1850 年 , 柯 克 曼 证 明 D(9) = 7, 英国 数学 家 外 J. Sylvester 
和 遍 莱 提出 这 一 散步 日 程 表 能 否 安排 13 周 , 即 是 否 有 D(15) = 
13. 直到 1974 年 才 有 人 用 电子 计算 机 给 予 确定 . 

对 于 稍 大 的 一 些 v 是 否 满足 D(v) 一 ”一 2, 数学 家 们 采用 直 
接 法 、 提 高 下 界 法 和 递归 法 来 解决 大 集 问题 : 


v= 1,3(mod 6), £ 79000) = о — 2, 


采用 直接 法 和 提高 下 界 的 方法 均 未 取得 重大 突破 , 且 距 目标 
较 远 ,可 亩 “路 漫漫 " 由 柯 克 总 女生 问题 引发 的 对 一 般 情 形 的 讨 
论 , 成 为 百 余年 来 始终 没有 得 到 圆满 结果 的 一 个 著名 难题 , 直到 
20 世纪 во 年 代 , 才 被 我 国 数学 家 陆 家 闵 (1935 一 1983) 解 决 - 

陆 家 闵 用 遂 归 法 证 明了 如 下 的 大 集 定理 ， 

ШЖ o = 1,3(mod hjvu > 7, Яо & (141,283,501,789, 
1 501,2 305) ,那么 D(o) =v — 2. 人们 还 编 成 大 集 定理 的 算法 程 
序 ,在 计算 机 上 验证 了 大 集 定理 的 结论 是 完全 正确 的 . 

陆 家 闵 的 这 一 成 果 已 载 人 组 人 台数 学 史册 . 

参考 文献 [87ipp. 164 一 171], [98,pp. 285 一 286],[97， 
рр. 575~581], [44 spp. 16-——20],[96],[102]. 

( 谈 祥 柏 Җ F) 
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集会 问题 (Ramsey problem) 在 至 少 有 六 个 人 参加 的 任意 一 个 
集会 上 ,与 会 者 中 必 有 三 个 人 以 前 互相 认识 ,或 者 彼此 都 不 相识 - 

这 是 一 个 广 为 流 传 的 趣味 数学 问题 . 

考虑 用 平面 上 六 个 点 4,B,C，,D,E,F 表示 与 会 的 六 人 ,二 人 
车 早已 相识 , 则 在 代表 他 们 的 两 点 间 连 一 红 边 ;否则 连 一 蓝 边 , 这 
样 ,就 得 到 一 个 完全 图 K. 要 证 明 的 结论 就 是 : 

如 果 K, 的 每 条 边 涂 上 两 种 颜色 中 的 一 种 ,那么 必 有 一 个 同 
色 三 角形 ( 即 三 条 边 颜色 相同 的 三 角形 )， 

从 顶点 w 引出 的 边 有 5 条 ,其 中 至 少 有 3 条 是 同一 种 颜色 ， 
FRI vivum nv WEHE. ME Avvo 有 一 条 边 , 不 妨 设 
为 new, 是 红色 ,那么 Auwmins 就 是 同色 三 角形 (三 边 同 为 红色 )》， 
如 果 人 wwso, 的 边 都 不 是 红色 ,那么 人 vvsv, 就 是 三 边 同 为 蓝 色 的 
三 角形 . 

这 个 集会 问题 是 Ramsey 定理 的 一 种 简单 情况 ,所 以 也 称 为 
Ramsey 问题 ,F. P. Ramsey (1903~~1930) 是 英国 数理 逻辑 学 家 
他 把 “ 抽 屋 原理 ”推广 ,得 出 广义 抽 居 原理 ,也 称 Ramsey 定理 

集会 问题 的 一 般 情形 是 : 对 给 定 的 整数 p,q 三 2, í n 多 大 时 
才能 保证 把 K, 的 每 一 边 任意 地 染 成 红色 或 蓝 色 后 ,在 K. 中 或 者 
含有 全 是 红 边 的 及/ 或 者 含有 全 是 蓝 边 的 K, 

显然 ,如 果 天 ,具有 这 一 性 质 ;那么 对 任 一 ”之 my 天。 也 一 定 具 
有 , 由 于 这 样 的 no 完全 由 p,9 所 确定 , 记 为 R(p,9), 称 为 Ramsey 
数 , 则 简单 情形 的 Ramsey 定理 可 以 断定 R(p,q) 是 存在 的 . 

简单 情形 的 Ramsey 定理 : 

对 任意 给 定 的 整数 p. q > 2, Ж RCp,g) 存 在 . 当 p> Bi, 
则 有 

R(p,q) < R(p — 1,4) + Ера — 1). 
一 般 地 ,有 广义 的 Ramsey 定理 : 
ЖЕК р.а г, Н р>, 之 ty 则 必 存 在 正 整数 ,在 任 一 
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nn 元 集合 5 中 ,所 有 上 元 子 集 构成 子 集 族 工 ,把 Т 任意 划分 成 两 个 
不 相交 的 类 4 和 有 ,下 列 情形 至 少 有 一 种 成 立 ; 

ОЕР CHKA t 元 子 集 属于 4 类: 

(2) 存在 9 个 元 素 , 它 的 所 有 : 元 子 集 属于 B Ж. 

使 上 述 结论 成 立 的 最 小 正 整数 ,依赖 于 pgti iH rgt) E 
为 广义 Ramsey Ж. 显然 ,r(p19;2) = R(p,q). 

参考 文献 [88; pp. 36 一 37],[90, pp. 225 ~ 235 ],[98, 
рр. 259—260]. 

(& Ж) 

Ramsey 问题 见 集会 问题 - 

MEMA (Four-color conjecture) 平面 上 的 任何 一 张 地 图 能 
够 只 用 四 种 颜色 来 给 每 个 国家 巢 色 ,使 得 任何 两 个 相 邻 ( 它 们 有 一 
段 公共 的 边界 ,而 不 仅仅 只 有 公共 点 ) 的 国家 都 有 不 同 的 颜色 . 

在 图 论 中 ,四 色 独 测 是 与 平面 图 染色 紧密 相 迪 的 , 四 色 狂 测 可 
简 而 言 之 : 每 一 个 平面 图 是 4- 可 着 色 的 ， 

四 色 猜 测 的 最 初 形式 ,是 由 英国 人 Francis Guthrie 在 1852 
年 提出 的 ,他 的 导师 de Morgan 在 他 的 同事 中 传播 了 这 个 问题 . 
但 是 ,此 问题 在 1878 年 得 以 闻名 ,应 归功 于 英国 代数 学 家 凯 莱 , 因 
为 他 在 伦敦 数学 会 的 会 刊 上 写 了 一 篇 署名 文章 ， 

一 百 多 年 来 ,人 们 把 四 色 和 猜测 列 为 著名 的 图 论 难题 之 一 . 1879 
年 , Kempe 给 出 了 证 明 , 但 后 来 人 们 指出 其 错误 , 继 之 ,Hea- 
wood、Tait、Petersen、Birkhoff 和 Hadwiger 等 众多 数学 家 作出 了 
很 大 努力 .关于 此 猜测 的 最 重大 的 进展 是 Heesch 作出 的 ,他 发 展 
了 一 种 排除 法 以 寻求 可 约 构 形 的 不 可 避免 集 . 四 色 猜 测 最 后 被 K. 
Apple, W. Haken # J. Koch 在 1976 年 解决 ,他 们 使 用 改进 的 
Heesch 方法 ( 需 寻 求 1 900 个 构 形 ), 在 高 速 电子 计算 机 上 用 了 
1 200 多 个 小 时 证 明了 四 色 猜 测 是 正确 的 . 

虽然 四 色 和 猜测 已 获 解 决 , 但 是 ,这 个 证 明 是 否 可 以 简化 ,是 否 
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可 以 不 用 计算 机 而 得 到 证 明 , 等 等 , 正 吸 引 着 许多 数学 家 进一步 地 
研究 - 

参考 文献 [91,pp. 145 一 148],[92,pp. 216 一 221],[95， 
рр. 141—145], [99, pp. 23~ 25, pp. 145 一 148], [47, pp. 316 一 
318]. 

Жян Щщ F) 

由 色 定 理 (Four-eolor theorem) 见 四 色 猜 测 . 

中 国 邮 路 (或 邮递 员 ) 问 题 (Chinese postman problem) 一 个 邮 
递 员 每 次 投递 邮件 必须 走 遍 某 一 范围 的 所 有 街道 ,任务 完成 后 回 
到 邮局 , 问 这 个 邮递 员 应 按 怎样 的 路 线 投递 邮件 ,才能 使 得 所 走 的 
路 程 最 短 ? 

该 问题 用 图 论语 言 可 以 描述 为 : 在 一 个 赋 权 图 G=[v, E] 
(® RREA E 表示 边 ,1 表示 边 的 长 度 ) 中 , 找 一 条 回路 ,使 它 包 
会 GG 中 每 条 边 至 少 一 次 , 且 具 有 最 小 的 长 度 ， 

这 个 问题 在 国际 上 称 为 中 国 邮 路 问题 ,是 由 我 国 数学 家 管 梅 
£T 1960 年 提出 并 解决 的 

理论 上 ,利用 图 论 知识 已 解决 了 这 个 问题 ,并 得 到 了 求 取 中 国 
邮 路 问题 最 优 钱 的 方法 , 即 “奇偶 点 图 上 作业 法 ”. 

下 面 举 例 说 明 中 国 邮 路 间 
题 的 求解 方法 . 

求 图 3 - 20 所 示 的 赋 权 图 
的 最 优 回路 . 图 3 - 21 即 是 一 
可 行 解 . 这 里 是 把 А, 与 Bu A. 
5 B,, A, 与 BsA 5 В, 配对 ， 
求 其 间 最 短路 的 . 显然 它 不 是 最 
优 解 , 需 调整 求 最 优 解 : зе 

第 一 次 调整 ; 去 掉 多 于 1 条 的 重复 边 , 如 图 3 - 22, 且 把 4, 与 
Bi, A: У Bo A 5 A.B, 5 В, Хі, Ж UB И. 
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В, А 
В, 
в, в 
A A A 4 
图 3-21 图 3-22 


第 二 次 调整 ; 改 长 大 于 半 个 回路 的 重复 边 为 小 于 半 个 回路 的 
长 .可 知 回路 C = [AAB A Bu BB A] 上 重复 边 之 长 
15 大 于 这 个 回路 的 总 长 20 的 一 半 , 故 对 其 调整 ,如 图 3 - 23. 这 里 
是 把 A 5 An B 与 Bo B, $ Ba As 5 А, 配对, 求 其 间 最 短路 的 . 

第 三 次 调整 : 改 长 大 于 半 个 回路 的 重复 边 为 小 于 半 个 回路 的 
长 . 可知 C=[As,v4,A4,Bi,A3] 上 重复 边 之 长 ?大 于 这 个 回路 总 
长 10 的 一 半 . 故 调整 如 图 3 - 24, 且 知 无 长 大 于 半 个 回路 的 重复 
边 之 长 了 . 这 就 是 我 们 所 求 的 最 优 解 - 这 里 是 把 A УАВ, 与 
B,,A: 与 Bi,A 与 B; 配对 , 求 得 最 短 回路 的 . 


B. А v: b A 
Bi А, B, As 
в, B в, в 
A А А A 


83-23 图 3-24 


参考 文献 [91 pp. 93—96], [93, pp: 128 一 130],[95， 
рр. 100~102],[94,pp. 59—607. 
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哈密 顿 周 游 世 界 问题 (Hamilton tour) 考虑 用 正 十 二 面体 的 
顶点 代表 20 个 城市 ,要 求 旅行 者 从 某 一 城市 出 发 , 遍 经 各 城市 一 
次 且 仅 一 次 ,最 后 返回 出 发 地 . 

该 问题 是 爱尔兰 数学 家 了 哈密 顿 寻 士 在 1859 年 首先 提出 的 . 

把 正 十 二 面体 看 做 是 橡皮 膜 做 的 ,就 可 以 把 这 个 正 十 二 面体 
压 成 平面 图 形 , 如 图 3 一 26. 考察 图 3 - 26 中 的 20 角形 , 它 是 图 中 
许多 正 五 边 形 合成 的 . 这 个 20 角形 中 ,20 个 顶点 均 为 奇 点 ,并 且 
经 过 奇 点 的 线 有 三 条 ;因此 ,为 了 能 得 到 含 20 个 顶点 的 一 笔画 图 
形 ( 实 际 上 是 一 个 图 ,这 是 因为 最 后 仍 要 加 到 出 发 点 ),20 个 奇 点 
必须 变 为 偶 点 ,并 且 保 证 经 过 每 点 只 有 两 条 线 、 


3-27 3-28 
在 图 3 - 26 中 去 掉 连 接 每 两 个 奇 点 的 一 条 线 , 就 可 以 得 到 一 
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个 如 图 3 - 27 所 示 的 阴影 部 分 的 图 形 , 这 正 是 要 找 的 图 形 , 这 里 连 
接 阴 影 块 之 间 的 线 及 非 阴 影 部 分 的 线 都 是 被 去 掉 的 线 , 阴影 部 分 
的 图 形 是 由 6 个 相互 连接 的 五 边 形 组 成 的 ,这 6 个 五 边 形 在 原 十 
二 面体 中 的 位 置 如 图 3- 28, 把 这 


六 个 相互 连接 的 正 五 边 形 摊 平 为 图 
3 -29, 此 图 的 周 界 ( 粗 线 连接 的 ) 就 02606 
是 一 个 含 20 个 顶点 的 一 笔画 图 形 


(BB). 所 以 哈密 顿 的 想法 是 可 以 实 "ТЕ 
现 的 ， 
当然 ,符合 题目 要 求 的 档 形 不 止 上 面 一 个 . 即使 是 固定 前 5 个 
城市 (顶点 ), 符 合 要 求 的 图 形 还 有 4 个 . 如果 不 要 求 回 到 原来 的 出 
发 点 ,符合 要 求 的 图 形 就 更 多 了 - 
经 过 图 中 所 有 顶点 恰好 一 次 的 路 线 称 为 哈密 顿 链 . 如 果 起 点 
与 终点 重合 ( 即 回 到 出 发 点 ) ,这 路 线 便 称 为 哈密 顿 天 . 
究竟 什么 样 的 图 形 才 存在 险 密 顿 团 , 这 是 个 很 有 趣 而 深奥 的 
问题 . 可 是 ,迄今 为 止 ,还 没有 一 个 通用 的 识别 方法 . 
参考 文献 [92,p.49],[95,pp. 91 一 93],[99,pp. 177-19], 
[100,рр. 79~103], [101,pp. 25~29], 
GA § F) 
旅行 售货员 问题 (The traveling-salesman problem) 一 个 售 货 
员 要 到 若干 有 直通 道路 的 城镇 推销 商品 ,然后 回 到 出 发 地 ,他 应 如 
何 计划 旅行 路 线 , 才 能 使 得 对 每 个 城镇 都 访问 一 次 且 仅 一 次 ,并 且 
使 得 总 的 行程 最 短 ， 
这 个 问题 又 称 货 郎 担 问 题 ,用 图 论语 言 可 以 叙述 为 ; 在 一 个 
赋 权 完全 图 中 , 找 出 一 条 最 小 权 哈密 顿 回 路 。 
这 个 问题 直到 现在 还 没有 一 个 完全 令 人 满意 的 解法 . 这 里 给 
出 用 逐次 改进 法 求解 的 算法 
算法 : 在 赋 权 完全 图 G 上 , 找 一 条 哈密 顿 回路 C, 则 
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(1) GC = wu, 对 于 所 有 满足 1 <i 十 1 一 j 二 和 的 
i 和 记得 到 一 条 新 的 哈密 顿 回路 : 


CV = Су = vv Vn 


当 对 菜 一 对 i 和 j, 有 

wiuw) + (шубу) < wlt) + wle). 
ЖАС 叫做 C 的 改进 回路 . 

(2) A CORE CHO) EARE. 

理论 上 可 以 证 明 ; 有 限 个 顶点 的 赋 权 完全 图 中 ,最 小 权 的 哈 
密 顿 回路 是 存在 的 , 且 若 所 给 定 个 顶点 能 够 顺 次 连 成 一 个 凸 多 
边 形 , 则 这 个 凸 多 边 形 就 是 最 小 权 的 哈密 顿 回路 是 唯一 的 . 

下 而 给 出 二 4 时 旅行 售货员 问题 的 几何 求法 ， 

不 妨 设 四 点 中 任何 三 点 都 不 共 线 , 而 且 有 一 点 位 于 另外 三 点 
所 组 成 的 三 角形 内 部 . 

作出 A4BC ,然后 以 B.C 为 焦点 ,过 А 
А 作 双 曲线 的 一 支 ;以 A.B Жм, C 
作 双 曲线 的 一 支 ;以 A.C HRA EB E 
双 曲 线 的 一 支 . 可 以 证 明 , 这 三 支 双 有 曲线 必 
相交 于 一 点 ! 称 之 为 界 点 , 记 为 王 . 双 曲 线 
E ЕА,ЕВ,ЕС 称 为 界线 (如 图 3 一 30)， 

可 以 证 明 ,车 第 四 点 品 莫 在 封闭 曲线 дой 
EBC 内 , 则 回路 ABDOU З -31(1)) 就 是 最 佳 同 路 . 与 此 类 似 ， 
Ж D Е EAC 或 EAB 内 部 + 则 相应 的 回路 (图 3- 31 (2)3R (3)) 
就 是 最 佳 回路 . 

如 果 第 四 点 DD 是 界线 上 的 任 一 点 ,那么 通过 4、B.C、D 四 点 
有 两 条 等 长 的 最 佳 回 路 ;如 果 第 四 点 局 与 界 点 五 重合 ,那么 通过 
А.В.С.Е 的 任何 回路 都 是 最 佳 回路 . 

参考 文献 [93,pp. 131—134],[94,pp. 69—72],[95, pp. 
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а› (2) {3) 
图 3-31 


102—106],[98,pp. 341—343],[99,pp. 17—18], 
СВ 5 =) 
货 部 担 问 题 ” 见 旅行 售货员 问题 . 
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(二 ) 三 角形 


勾 股 定理 ”直角 三 角形 的 两 直角 边 平方 和 等 于 斜 边 的 平方 . 

据 史 料 记载 , 勾 股 定理 早 为 十 巴比伦 人 所 知 , 而 “ 勾 三 股 四 弦 
五 ”这 个 事实 , 则 由 我 国 古代 商 高 在 公元 前 12 世纪 首先 提出 , 对 于 
一 般 情形 ,我 国 古代 陈 子 ( 约 公元 前 6.7 世纪 ) 已 明确 作 了 陈述 ,他 
在 谈 到 由 勾 股 求 弦 时 指出 “ 勾 股 各 自 乘 ,并 而 开 方 除 之 勾 股 定 
理 的 证 明 , 在 E. S. Loomis 的 4 毕 达 再 拉 斯 命题 } 第 二 版 (1940) 中 ， 
搜集 了 这 个 定理 的 各 种 证 明达 370 种 之 多 ,而 实际 上 还 会 超过 这 
个 数目 ,但 一 般 认 为 最 早 的 证 明 应 归功 于 公元 前 6 世纪 十 希腊 的 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 , 故 又 称 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,但 这 一 证 明 已 经 失传 ， 
现在 大 多 采用 的 面积 证 法 ,是 欧 几 里 得 首先 给 出 的 . 

如 图 4- 了 以 RtAABC 的 三 边 向 外 作 [4 
正方 形 ABEF、BCGH.CADK, 过 C 作 48 
的 垂 线 交 AB.EF 于 MN, 连结 BD.CF, 
则 由 АС = AD,AF = AB.ZDAB = 
LCAF = 90° + ВАС, 得 ADAB =2 
АСАР її 
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1 
= Serro, 
Sacar = ТАЕ + АМ = $ Swann 


故 Supani = АС" 

同 理 可 证 。 Suwawvz = BC. 
而 Sewawws + SUMNE = Serpan = АВ", 
所 以 AC + BC: = AB. 

在 我 国 ( 周 修 算 经 ) 和 ( 九 章 算术 ) 中 
都 明确 给 出 了 勾 股 定理 的 一 般 形式 ,并 且 
赵 夷 和 刘 徽 依据 出 人 相 补 原理 ( 割 补 原 
理 ) 分 别 对 其 给 出 了 证 明 , 如 图 4- 2， 
AABC 是 直角 三 角形 ,四 边 形 BCDE 和 
DFGH 分 别 是 正方 形 ,其 中 FD = АС, 
所 以 AABC @ ЛІВЕ = ДСІН © ma-z 
AGAF. 于 是 把 人 TBE 3] ЛАВС, ЛСІН 移 到 人 AG4F, 就 得 到 
ИЖ АВ 为 一 边 的 正方 形 ABIG, 所以, 正方形 BCDE 与 
DFGH 的 面积 之 和 就 等 于 正方 形 ABIG 的 面积 , 即 AB = 4C: 十 
BC. 如 果 利 用 面积 公式 和 简单 的 代数 知识 ,立即 可 知 


АВ* = 4- тас ` BC + (АС — BC, 


В АВ? = AC + ВС", 


勾 股 定理 也 可 以 利用 相似 三 角形 的 с 
知识 来 证 明 - 如 图 4- 3, 作 RtA ABC 的 
#0 AB 上 的 高 CH, 得 
AACHVAABC, р k 
ABCHVABAC, 
84-3 


АС АН ВС ВН 
ТЖЯВ—АС'ВА ВС' 


342 желин» 


即 АС*'=АВ, AH,BC’=AB > ВН, 
所 以 AC'+ BC'=AB(AH+HB)= AAB. 

这 个 证 明 是 印度 数学 家 、 天 文学 家 Bhaskara 给 出 的 ,后 又 被 
英国 数学 家 John Wallis (1616 一 1703) 重 新 发 现 , 

勾 股 定理 的 证 明 引 起 古今 中 外 许多 人 的 兴趣 ,而 给 出 的 证 法 
也 各 式 各 样 丰 富 多 彩 ,这 里 不 仅 有 大 量 出 自 数学 家 之 手 ,而 且 还 有 
出 自 天 文学 家 、 物 理学 家 甚至 还 有 画家 ,政治 家 之 手 . 如 美国 第 二 
十 任 总 统 仰 菲 尔 德 (James Abram Garfield, 1831—1881), # 1876 
年 当 他 任 众 议 员 时 ,给 出 了 勾 股 定理 的 一 个 证 明 ( 这 个 证 明 后 发 表 
在 (新 英格兰 教育 杂志 ) 上 ). 现 简介 如 下 ; 

如 图 4 一 4, 有 F, 


5аялксо= + (а+Н8) * (atb), А Ж 
X $аклвр=$ллвк + $длвр Samo 


=la tepl 
=yab+ ар. 


所 以 аав) =. abt), 
Ep а +0, 
参考 文献 [5,pp. 61~62],[9,pp. 98—100]. 
Ер) 
毕 达 哥 拉 斯 定理 (Pythagoras theorem) 见 勾 股 定理 . 
折 竹 问题 ” 今 有 竹 , 高 一 丈 , 未 折 抵 地 ,去 本 三 尺 . 问 折 者 高 几何 ? 
本 题 是 ( 九 章 算术 } 卷 九 “ 勾 股 "的 第 13 8. 
题 意 是 : 高 1 丈 的 竹子 被 拦腰 折断 , RETA , H W rB 
3 尺 远 ,构成 一 个 勾 股 形 . 求 折断 处 的 高 . 
设 这 个 勾 股 形 三 边 长 分 别 为 a.b.c, 则 4 二 c==1 丈 ,a 二 3 尺 . 
HFE b = а, (с 0) В) = at lk 
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= = 
十 10 
TE b= 06+ — € — = ERD. 
在 700 年 后 的 印度 数学 家 Brahagupta( 公 元 625 年 前 后 ) 的 著 
作 中 也 有 折 人 竹 问题 ,在 更 晚 的 英国 ,意大利 等 数学 书 中 也 有 类 似 折 
竹 问 题 的 题目 ， 
参考 文献 П.р. 248]. 
(Wk +) 
茂生 池 中 今 有 池 方 一 丈 , 芒 生 其 中 央 ,出 水 一 尺 . SIB thi. is 
ч. Б КФ ЛИТ 
本 题 是 ( 九 章 算术 ) 卷 九 “ 勾 股 ” 的 第 6 题 . 
在 边 长 为 1 丈 的 正方 形 池 塘 中 央 , 长 着 一 根 藏 (芦苇 ) , 它 露 出 
水 面 1 尺 .车 把 它 拉 向 岸 边 , 则 正巧 碰 到 岸 . 求 水 深 和 成 长 . 
如 图 4-5, 已 知 8C 二 1 尺 ,8D=5 尺 ， 
AD = АС. АЕ ABD 中 ,有 
AD: = AB + BD:, 
即 (AB + 1) = АВ? + 25, 
得 АВ = 12(R), 
TER АС=АВ+1=13(М). 
FREMRI ERAKI 33. 
这 个 问题 流传 很 广 ,在 印度 及 阿拉 伯 算 
书 中 都 有 类 似 问题 ( 见 印 度 莲花 ). 
参考 文献 [6,.p.87]. 


kE) 

望海 岛 。 今 有 望海 岛 , 立 两 表 齐 高 三 丈 ,前 后 相去 千 步 , 令 后 表 
与 前 表 参 相 直 . 从 前 表 却 (后 退 ) 行 一 百 二 十 三 步 , 人 目 著 地 取 望 岛 
峰 * 与 表 未 参合 , 从 后 表 却 行 一 百 二 十 七 步 , 人 目 著 地 取 望 岛 峰 , 亦 
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与 表 末 参合 . 问 岛 高 及 去 表 各 几何 ? 

本 题 是 (海岛 算 经 ) 的 第 1 Bí. 

刘 微 在 注释 ( 九 章 算术 ) 时 ,对 古代 已 失传 的 “ 重 差 术 ” 重 新 研究 
AR. 他 用 9 个 典型 例题 附 在 ( 九 章 算术 ) 之 后 ,说 明 如 何 运用 表 或 
和 矩 来 测算 可 望 而 不 可 及 的 目标 的 高 低 、 大 小 ,距离 等 :“ 度 高 者 重 表 ， 
NRE REMAR A, ALPRE. MRTE, ME 
ЖЕК, ЖА. "方法 非常 巧妙 实用 , 令 人 赞叹 不 已 ! 后 人 把 这 9 
道 题 单独 成 书 ,名 为 (海岛 算 经 》. 

本 题 可 如 图 4 一 7 添 作 辅 助 线 , 找 出 相关 的 相似 三 角形 ,用 对 
应 线段 成 比例 的 性 质 解 得 、 


C BG HK Q 
图 4 一 6 图 4-7 
因为 4G,EK 和 PQ 在 同一 个 平面 上 ,所 以 AG Z EK. (Е 


AB// EH WJ AAEPwACBA, 得 2Е = АК = КЕ. [4 


TAE Б 
PE = € Аб, 
AE AG:GK |. 
于 是 PQ= р АС РО = ip Hk t EK, 


_ _ жахан 
Ш ай = сан SRRA 十 Ж 
X 
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上 述 两 式 中 的 “ 表 间 ”是 指 前 、 后 两 表 之 间 的 距离 ,可 看 做 两 表 
与 岛 的 距离 之 差 , 而 式 中 分 母 又 是 两 表 却 行 之 差 , 式 中 要 用 到 两 个 
差 数 , 故 这 种 测算 方法 被 称 为 " 重 差 术 ” 
以 题 设 数据 代 人 ,得 答案 : 岛 高 4 里 55 步 ,前 表 与 岛 的 距离 
3 102 Ë 150%. 
参考 文献 [l,..92,p.265]. 
(HRE) 
望 清 渊 ” 今 有 望 清 渊 , 浏 下 有 白石 . 便 矩 岸上 (如 图 4 - 6), 令 色 高 
(48B) 三 尺 , 斜 望 水 岸 , 人 下 股 (BD) 四 尺 五 十 . 望 白石 ,人 下 股 (BC) 
二 尺 四 寸 , 又 设 重 和 矩 于 上 ,其 间 相 去 (4 瑟 ) 四 尺 . EA IRERE, 
A EJROCFH)WINR. 以 望 白石 ,人 上 股 (FG) 二 尺 二 寸 . 问 水 深 玫 何 ? 
本 题 是 ( 诲 岛 算 经 ) 第 7 Bi. 如 图 4 - 6, 设 想 在 陡峭 的 渊 岸上 
НЕ 4BD( 矩 是 我 国 古代 的 主要 测算 
工具 ,是 两 根 尺 子 在 一 端 互 相 垂直 观测 两 
个 目标 水 岸 M 和 和 白石 N. 记录 观测 时 在 股 
上 的 数据 BD 和 BC ,然后 又 从 垂直 的 上 方 
HE AE (EL HD At HIRE ЕЕН 再 次 观测 M 和 
和 N, 记 下 股 上 的 数据 FH 和 FG. EREA 
WAIK АВ= ЕЕ, URK ABC 与 水 面 的 更 Д 
É BK ,就 能 用 位 似 勾 股 形 的 对 应 勾 股 成 比 | i 
例 的 性 质 算出 水 深 尺 /了 (参见 望海 岛 ). N L 
ЖЖЕЖ#1 Ж? KR. 图 4-8 
参考 文献 Гір. 269]. 


(HKE) 

三 斜 求 积 ” 问 沙 田 一 段 ,有 三 斜 :其 小 斜 一 十 三 里 ,中 终 一 十 四 
里 ,大 斜 一 十 五 里 . RIK = B b. 欲 知 为 田 几何 ? 

ЖЕЛ н. 意思 是 : 已 

知 斜 三 角形 地 块 的 三 边 , 求 其 面积 . 秦 九 韶 以 本 是 为 例 给 出 一 般 公 
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ШЛЕ HRR, ЖЕУ. Н ЖР Е: ШЛ 
乘 大 余震 , 减 上 , 余 四 约 之 为 实 ,开平 方 ,得 积 ." 用 现代 数学 符号 设 
ЖФ ЛАНИ а.с. БВА 
Лр. ежа 
з= [re |E | 1 
РКИ" X m “3 ЛИН". 它 是 利用 勾 股 定理 扒 
导出 来 的 ， 
如 图 4-9 07, Ка ЕА, На 分 成 n #l m 
两 部 分 , 则 


Мег ур, 


NTIN 
=b (a — n)’, 
于 是 e — nt = P — (a —nP, 
ьЁ+=”=й 
a= а 
因此 所 求 三 角形 的 面积 
S= kah 
=+ 
EL n 


ЖЕЖЖ Ж 315/01 = 100 8,1 ñ = 2400 ). 
三 斜 求 积 公式 与 希腊 数学 家 海伦 的 三 角形 面积 公式 ( 即 海伦 
公式 ) 
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S= Уф ауф -DP p= hla Ьо) 
是 等 价 的 : 


J 
ү Eya t| a 
=de ея з) 


二 Гаваа tat В пае ав 
V4 2 2 


= ECC + ay — tI — (с a] 


=p etatis etai +1@Ф+с—-40+у@®+а—-© 
= УРФ — а) — ОФ — с). 
反之 ,由 海伦 公式 也 可 以 推导 出 奉 九 部 的 三 斜 求 积 公式 
参考 文献 [3,p.127]. 
(WAK RRM) 

EARRA NEHRA. 

ели MIARA. 

F) 8 8£ (88 ) Undian lotus problem) 静 静 湖水 清 可 鉴 , 水 面 
半 尺 露 红 莲 . 出 泥 不 染 亭 亭 立 , 忽 被 强风 吹 一 边 . 渔夫 观看 忙 向 前 ， 
花 离 原 位 二 尺 远 , 善 算 诸 君 请 解 题 ,湖水 如 何 知 深浅 ? 

这 是 印度 数学 家 Bhaskara 著作 中 的 一 个 问题 . 它 与 我 国 ( 九 
章 算术 ) 中 的 “茂生 池 中 ”问题 几乎 是 一 样 的 ( 见 茂生 池 中 ). 
参考 文献 [9,.p.365]. 
(kk EKK) 

三 角形 的 帕 波 斯 定理 (Pappus theorem of triangle) 以 AABC 

KH AB 为 一 边 在 三 角形 内 侧 作 口 4BB'4' ,使 A'、B' 落 在 人 4BC 
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之 外 ,再 分 别 以 AC. BC 为 边 ,经 过 4 ,B' 作 DA4CDE DBCFH, 则 
Saana 一 Soacor 十 Зевске 

这 个 定理 最 早出 现在 帕 波 斯 的 (数学 汇编 》CMathematical 
collection) 一 书 中 ,是 欧 几 里 得 (几何 原本 ) 中 所 没有 的 . 帕 波 斯 定 
理 是 勾 股 定理 的 一 般 情形 , 即 当 和 4BC 是 直角 三 角形 时 ,由 帕 波 
新 定理 可 导出 勾 股 定理 . 

如 图 4-10, 延 长 ED,HF 交 于 C', 易 知人 ABCSA4BC， 
4 CIACC' А! Ñi CIBCC' B'. fh F OACC'A' у OACDE 同 底 等 高 ， 
则 有 

Socos 一 $алсрк. 

FE Soses = Soscra, БЕ 

7 Soams = Saner — Saxac 


= Saren — Sga 


= Sowa + Somos 4 a 
= Soncps + Sorn: А В 
参考 文献 [17,pp. 111~112]. 图 4-10 
Gr) 


诲 伦 公式 (Heron formula) HKH a b,c 的 三 角形 的 面积 公式 为 : 
5, = УРФ dG- (p с), 


рр = TG 40). 


海伦 是 公元 1 世纪 希腊 的 著名 学 者 和 机 械 发 明 家 ,他 的 著作 
涉及 数学 ,测量 学 和 力学 等 ,在 他 的 测量 学 )(Merrica) 一 书 中 , 记 
载 了 这 个 公式 ,但 阿 基 米 德 在 此 之 前 已 经 掌握 了 它 , 

下 面 的 证 法 源 于 海伦 的 {测量 学 ) 中 卷 1 的 命题 8, 或 (测量 仪 
器 On the diptra) 中 的 命题 30. 

设 AABC ЮНОГО) Т р,Е,Е, ВЯ AF = p 一 
а,Вр = p—b,CD = р —с.{1,В ë fE CI BC WER RENH 
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3ET P.B IP 3 BC FKN 27 = ВК, А 


ВР 十 pb == KDE 
uh ep fi KD:DC= ID = m. Zx 
连结 PC, 则 B.P.C. 了 四 点 共 圆 , 所 以 B 


ZBPC 5 Z BIC 互 为 补 角 . 易 知人 FT4 与 
LBIC 也 互 为 补 角 ,所 以 LBPC = ZFIA, 


Ë ABPC оо AFIA, АП ©, = HE, 


r 


В Biz Eo en 
в-а Ф255 р" 


prp В) рс) p-b 
Рф a) КРр.РрС п А 


тр = рр —а) (p — Б0р — с), 
E Sa = VA- а) — Б) — с). 


当然 ,该 公式 也 可 以 通过 适当 的 运算 А 
导出 ,如 图 4 一 12, 在 人 ABC 中 ,AD 为 
BOWEN =at 0 —2a BD, , 5 
„ору E r= t 
+ Bp=*— t 
AD = сї — BD: Л ” 
= ë = © ИХ maon 


4а? 
= 18 — (а = 2а + с — 5] 
= 156-а+00 + а= ¿(a ъс Ба с) 


арр р Б0р — с) 
а? е 


2 Ар = LVI — ауф — Ур — с), 
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S, = УРФ —а)(р — op — с). 
参考 文献 [17,рр.96—97],[19,р. 202]. 
RRM) 
帕 波 斯 公式 (Pappus formula) BEM ÆAABC 的 边 BC 的 中 
AG WJ АВ* + АС? = 2(AM: + BM’). 
该 公式 是 帕 波斯 的 4 数学 汇编 } 第 七 篇 中 的 命题 122, 它 同时 
也 就 给 出 了 已 知 三 角形 三 边 求 它 的 中 线 的 公式 . 帕 波 斯 公式 有 时 
也 称 为 阿波 罗 尼 奥 斯 公式 . 
ft: BC 边 上 的 高 AH, Д AB = š 
BH: +AH?, AC = СН? + AH?, B D) 
AB: + AČ = ФАН* + ВН? + СН, fB 
BH: + СН? = 2(MH? + BM), B VA 


AB +AC = XAH? + МН? + 
ВМ?) =2(АМ? + BM’). В мн С 
该 公式 也 可 以 利用 余弦 定理 来 推导 ， 4-13 


由 上 述 公式 可 推 得 : 平行 四 边 形 各 
边 的 平方 和 ,等 于 它 的 两 条 对 角 线 的 平方 和 
参考 文献 [14,p. 58],[38,p. 195]. 
(#8) 
Stewart 定理 (Stewart theorem) 刀 是 A4BC 的 边 BC 上 任意 
一 点 , 则 
AB: + DC + AC - BD — AP: + ВС 
=ВС + DC + BD. 


据 史 料 记载 ,该 定理 在 公元 前 3 世 
纪 由 阿 基 米 德 首先 发 现 ,1751 年 由 数 в D E с 
学 家 Simson 首次 证 明 , 但 因 英国 数学 图 4-14 
家 Stewart(1717 一 1785) 曾 经 说 明 过 这 个 定理 , 便 称 其 为 Stewart 


А 


AA FENN 351 


定理 了 .可 用 来 计算 三 角形 中 的 一 些 特殊 线段 的 长 
ХЕ АЕ ВС, С.З Е М, Арс ERM, ZADE 
是 钝 角 . 
由 余弦 定理 及 DE = AD +: cos Z ADC, i4 
АВ? = ВІ? + AD: — 2BD + AD + cos АРВ 
=BD:! + AD: + 2BD + DE. 
同 理 得 ”4C* = CD: + AD: — 2DC + DE. 
(D x DC + @ х BD 
AB: . DC + AC: • BD = AD » (BD + DC) 
+ BD - DC(BD + DO), 
Ш АВ. DC + AC: + BD — AD: + BC = BC + DC + BD. 
参考 文献 [17,p-187]. 


ee 


GRM) 
三 角形 的 拉 格 朗 日 定理 (Lagrange theorem of triangle) ШЖ 
G 是 人 ABC 的 重心 ,已 是 该 三 角形 所 在 平 
面 上 的 任意 一 点 , 则 
PA: + РВ' + PC 


Y 
=СА* + СВ? + GC! + ЗСР". 2, 


Р 
А 


该 定理 是 拉 格 朗 日 于 1783 年 发 现 的 ， 

Carnot 在 1801 年 也 得 到 了 它 . N 
Ë D E: BC 边 的 中 点 ,连结 PD, 则 图 1-15 
PB + PŒ = @(Р> + ВЮ). O 
Ж Stewart 定理 ,得 
PA? + DG + РІ? + GA — PG + DA = DA + DG + GA, 

即 PA: + 2PD: — 3PG = GA: + 2GD'. @ 
@+@# 

PA? + PB: + PC = СА? + 2(ВР* + Ср?) + 3GP*. 

由 于 GB:+ GC: = 2(BD: + GD), 所 以 


с 
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РА? + РВ? + РС' = GA: + СВ? + СС? 3GP*. 


如 果 用 坐标 法 来 解 ,那么 可 取 G 为 原点 建立 直角 坐标 系 
Оту, А(ту,у,),В(т,,у,3,С(ту,у)›Р(т, у), 
жу + z; + z; = 0,y, + x: + x, = 0. 
所 以 
РА + РВ' + РС' 
= (z а) + (y— y): + G 23) + (у — yi)! + (rr) 
Tn 
= 3(ə? + у) + (a + э) + {ж + y?) + (zy + у) 
=GA* + GB: + GC: + 3GP*. 
参考 文献 [38,pp.198—199] 
(张文华 ) 
关于 重心 的 帕 波 斯 定理 (Pappus theorem on centroid) # D. 
E.F ЯЗ ДАВС 的 边 BC.CA、AB 上 的 点 , 且 使 得 PC = 
СЕ _ АР IN ADEF 与 人 ABC 具有 共同 的 重心 G. 
该 定理 载 于 帕 波 斯 的 (数学 汇编 ) 第 八 章 里 . 
建立 直角 坐标 系 Ozy, 设 Ala a:) ВО) C (сус), 
WE талга 
к|"©& + ma, ,ma 十 =&J ЕЛ + == + mbe), 
m+n m+n m+n m+n 
再 设 和 DEF 的 重心 G(z,3), 则 


‚ (ib, + тад) + (лс, + maj) + (ла, + mbi) 


“©, 
© аЛ; m + n 


=m +b +e, 
3 , 
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1 , (nb, + тсз) + (nc, + таз) + (na, + mb) 
3 m+n 

_ а + b, + c; 

e 


可 见 G 也 是 人 ABC 的 重心 ,因此 A4BC 


与 ADEF 有 共同 的 重心. 
下 面 我 们 再 介绍 由 Fuhrmann 给 出 NS 
的 一 种 证 法 , 在 BC 上 截取 ХС = BD, 连 

СЕ _ BD _ CX AF 


Ж EX.FX W EA DC  XB'FB ” 


BD _ CX aa ai 
Бе = АВТ ЕХ / AF,FX / AE t РТ 


АРХЕ 为 平行 四 边 形 , 从 而 AF = EX, 设 DE 的 中 点 为 Mi',BC 的 
中 点 为 Mi, 连结 M.M , 则 MM? 平行 且 等 于 EX( 即 АР) 的 一 


半 . 再 连结 ЕМ, AM, 设 它们 相交 于 G, и 29. а ае = 
Мм = 2-06 ИА AABC 与 人 DEF 的 重心 


参考 文献 [22,рр. 222~223],[35.p. 197], [38,p. 199]. 
(HE2) 
Cesaro 定理 (Cesiro theorem) 以 A4BC 的 三 边 分 别 向 外 作 
人 BCA' ,ACAB'、. 信 ABC' ,使 得 ABC4' оз ACAB' оо AABC'， 
则 A4BC 与 人 A'B'C' 的 重心 相 重合 . 

该 定理 是 E. Cesaro (1859 —1906) + 1880 年 发 现 的 ,第 二 
年 又 被 Neuberg 和 Laisant 再 次 发 现 , 它 可 以 推广 到 多 边 形 的 
情形 . 

作品 84'CP, 根 据 ДАВС со ЛЕСА o ДС'АВ, 得 


ABPC ДАРС, яу ВЕ = 16, АСВ 一 a 一 ZBCP, 于 是 
СА 


z св 
ВСР = (АСВ, УП ДВ'СРОЛАСВ, ЯЖ вр = АВ' 
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РВС = (ВАС, {н А = СВ. ве А 


PB' =С'А. 

设 MX 分别 为 BC、A'B' 的 中 点 ， 
连结 АМ, 和 C'X, 它 们 相交 于 б. 再 设 py 
AC 与 BP 相交 于 DD, 则 ZC'AD = a + / 
ZBAC =а+ ZPB'C = ZADB', 所 以 А 
РВ // C'A. 因为 M' 也 是 A' P 的 中 点 ， 图 4-17 


所 以 MX 41 PB МХ LECA, 


MG AG 1 D ¿ 
因此 ся = бс = r 由 此 可 知人 G 是 A4BC 的 重心 ,又 是 


人 4'BC' 的 重心 , 即 这 两 个 三 角形 的 重心 重合 . 
如 果 利用 复数 知识 来 证 ,那么 可 设 Aa) A (al )、… 为 复 平 面 上 
的 点 , 据 相似 条 件 得 


a! —b 


FÆ (a' — b) + (6 — c) + (2 а) = 0, 所 以 
а +W +e =а+&+с, 
m Та ++) = аво), 
由 此 可 知人 Ad4'B'C 的 重心 与 A4BC 的 重心 相 重合 ， 
参考 文献 [39,pp. 139~141]. 
7 29) 
垂 足 三 角形 的 垂 足 三 角形 问题 CPedal triangle of pedal 
triangle) 任意 三 角形 的 第 三 个 垂 趾 三 角形 与 原 三 角形 相似 , 
这 是 几何 学 中 一 个 有 趣 而 富有 想像 力 的 问题 , 它 最 初 ( 约 
1892 年 ) 是 由 编者 J. Neuberg 增补 到 J 了 Casay 的 名 著 ( 欧 几 里 得 
原本 前 六 卷 续篇 ) 的 第 6 版 里 而 问世 的 . 
由 A4BC 的 任 一 内 点 P, 向 边 BOCCA AB 分 别 引 垂 线 , 垂 足 
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Ж A..B..C. M AAB CHA AABC 的 
《第 一 个 ) 垂 足 三 角形 ;由 点 P 又 可 决定 
A4;BiC; З Е = Ж Ж ЛА, В,С), 则 
ЛА, В.С. 称 为 人 ABC 的 第 二 个 垂 足 三 
角形 :由 点 已 还 可 以 决定 A4xB:C; 的 垂 
R. = #3 AA.B.C,, WJ AA.B.C, 称 为 
AABC 的 第 三 个 垂 足 三 角形 .连结 PA. 

#7 ZPB,A = /РС,А = чо, 

= P.B AC WARE, M P EAABC 外 接 贺 上 . 同 理 ,PP 
还 在 AA:B,Ci、\ 人 AsBiCi、AAsB:C, 和 入 A3BiC; 的 外 接 贺 上 . 于 
是 有 


4-18 


ZCAP = /А,ВР = ZBCP = „ВАР, 
ZBAP = /А,С,Р = /С,В,Р = /С,А,Р. 


从 而 , Z ВАС = /С,АР + /В,АР = /С,А,Р + /В,А,Р 
= ZB,A.G.. 
同 理 得 Z ABC = ZAsBsC;, Ж AABC с AA,.B.C.. 
1940 Ж ‚В. M. Stewart 对 这 一 性 质 作 了 推广 ; 
Жп ШЕЮ п ЕЕ п РУЛ п РАН. 
参考 文献 [27,рр.27—29]. 
RRK) 
施 泰 纳 - 羔 默 斯 定理 (Staeiner-Lehmus theorem) 有 两 条 角 平 
分 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 . 
AAE 3⁄2 SR ME СС. L. Lehmus) F 1840 年 给 瑞士 著名 数 
学 家 斯 图 姆 的 一 封 信 中 提出 的 请 求 给 出 一 个 纯 几 何 的 证 明 ,斯 图 
姆 向 许多 数学 家 提起 过 这 件 事 . 首先 回答 这 个 问题 的 是 瑞士 的 几 
何 学 家 施 泰 纳 ,后 来 这 个 定理 就 以 施 秦 纳 一 莱 默 斯 定理 闻名 于 世 . 
由 于 施 泰 纳 的 证 明 复 热 ,因而 吸引 了 很 多 人 去 寻找 更 为 简单 的 证 
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法 ,从 而 在 1842 至 1864 年 间 形 成 了 证 明 施 泰 纳 - 莱 默 斯 定理 的 热 
少 , 乃 至 于 在 各 种 杂志 上 出 现 了 大 量 的 证 明 论文 ,并 在 其 后 的 一 个 
世纪 中 ,还 经 常 有 这 方面 的 文章 出 现 . 下 面 给 出 的 证 法 ,是 两 个 英 
国 工程 师 С. Gilbert 和 D. Macdonnell 提出 ,在 1963 年 (美国 数学 
月 刊 ) 上 发 表 的 . 

设 BM.CN J AABC 的 两 条 角 平 分 线 , 且 BM = CN. 

假设 LB + ZC, 不妨 设 ZB < ZC, 则 有 


工 £ А 
228 < y ZC. 
在 ВМ 上 取 一 点 M' ,使 
АМСМ = +48, 


Г. ZM'CN = ZM'BN, Ж B.C. B Е 
MN 四 点 共 贺 ， 图 4-19 


т ZB<+(ZB+ ZO) 


<А ZB+ ZO), 

^ СОВМ < ZM'CB < 90°. 

+, CN < MB ( 同 圆 或 等 贺 中 两 回 周 角 都 是 锐角 , 则 较 小 角 
Br 0264086). 
于 是 有 ”CN < ВМ < BM, 这 与 题 设 CN = BM 矛盾 , 故 应 有 
“В = ZC, 所 以 A4BC R$] = fE. 

考察 上 面 的 证 法 ,可 得 一 个 更 为 广泛 的 定 
理 :* 设 D,EE 分 别 是 人 ABC 两 边 4C、4B 上 的 Е 
点 ; 记 ZABD = a, ZDBC = a, / АСЕ = 8, DS 
ZECB = В, Ш аза = В.В, =, Н ZX 
BD =CE, W АВ = AC.” 显 然 , 当 1 二 1 时 ,就 В б 
是 斯 奈 纳 - 莱 默 斯 定理 Rae 
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上 面 采用 的 是 间接 证 法 ( 即 反 证 法 )， 
同样 该 定理 也 可 采用 直接 证 法 来 证 ,如 图 
4-21, 把 人 BNC 合同 变换 为 人 PBM, 得 
МР = BC,ZPMB = В,/РВМ = 
ZBNC,PB = BN, 于 是 

ZPMC = ZPMB + ZBMC 
B+ (тк — а — 28) 

=r—a— p, 
РВС = ZPBM + МВС 

= (к — Ё — 2а) 4-а 

=r—a— В, 


Wa + B= ta ZA) < Tik /РМС = 2РВС HRM- 
又 由 MP = ВС,РС = СР, +J: APBC < ACMP, 从 而 CM = 
РВ = ВМ, Ж ANBC 2 ЛМСВ,а = В, АВ = АС. 
ЕЗИ РЕЗИ а ЕЗ Е Е < {НЯН 
计算 比较 繁杂 . 我们 记 ЛАВС 的 三 边 ВС,АС,АВ ZKEH ab, 
< 由 面积 关系 давс = Saam + Sauc 得 
acsin2a = BM + c » sina + BM + a + sina, 

acsin2ae _ 2ассова 
(a + с)зїпа ape” 
2abeo 
a 


= sê 
同 理 CN = 550. 
由 已 知 BM = CN =t, ¢ 


所 以 BM = 


cosa — cosB = т = 1, 
如 果 a < A, 则 上 式 左 端 为 正 , 但 “> b, 于 是 右 端 为 负 : 若 


a> B, 则 左 端 为 负 右 端 为 正 ,这 都 是 不 可 能 的 . 故 只 有 = 一 有. 
由 上 面 的 证 明 ,顺便 可 得 到 三 角形 内 角 平 分 线 的 计算 公式 ， 


358 *#5пи* 


_ 2accosa _ Фас [е +а+ ба 
IMEE TREE Зас 


= Vela + et =F], 


当然 ,如 果 利 用 上 述 三 角形 内 角 平 分 线 的 公式 和 BM = CN, 
并 直接 通过 计算 ,那么 就 可 得 到 6 = с. 这 里 也 许 更 体现 了 计算 证 
法 的 特点 、 
参考 文献 [17,pp. 158~160],[27,p. 16]. 
(EEP ЖЖ 
拿破仑 三 角形 (Napojeon triangle) 由 任意 一 个 三 角形 各 边 向 
形 外 作 等 边 三 角形 , 则 它们 的 外 心 构 成 一 个 等 边 三 角形 、 
拿破仑 是 历史 上 一 位 政治 家 .军事 p 
家 ,此 外 他 还 是 一 位 对 几何 有 相当 造 齐 的 一 > Q 
数学 爱好 者 ,不 少 几何 名 题 与 拿破仑 有 关 
联 ,这 个 定理 正 是 拿破仑 所 研究 过 的 , 故 
而 得 名 为 拿破仑 三 角形 . 
以 AABC 的 三 边 向 形 外 分 别 作 等 边 
AABR、ABCP、ACAQ, 设 它们 的 外 心 Р 
жк O, On Os, PF I ЖОК p OO, 图 4-22 
©О,,®О,, HOO, 5 ©О, ZF Е, 
АЁ „ВЕ ‚СЕ, ВЕС = 18 — ZP, ZCFA = 180 — ZQ, 
2. ZAFB = 360° —(ZBFC + ZCFA)= ZP + ZQ = 180° — 
ZR. 1. F ФО, LWOO, 00:00: FA F. `: O,O, L 
BF ,0:0; | СЕ, г. /О,О,О, + ZBFC = 180 2. /О,О,О, = 
ZP = 60°. В /О,О,О, = (0,010, = 60", /. ДО,О,О, 是 等 
边 三 角形 . 
如 果 以 人 ABC 的 三 边 向 形 外 作 三 个 等 边 三 角形 ,它们 的 外 心 
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构成 的 三 角形 叫 作 A4BC 的 外 拿破仑 三 角形 ;向 人 ABC 形 内 作 
三 个 等 边 三 角形 ,它们 的 外 心 构成 的 三 角形 叫 作 A4BC 的 内 拿 破 
仑 三 角形 , 则 内 拿破仑 三 角形 也 是 正三 角形 ,同时 还 有 : ЛАВС 
的 面积 恰 是 它 的 内 外 拿破仑 三 角形 的 面积 之 差 . 

参考 文献 [17,pp. 163~164],[27,pp, 69—71]. 

ARH) 

Morley ZÆ (Morley theorem) 在 任意 人 4BC 中 ,分 别 作 三 

个 内 角 的 三 等 分 线 , 设 分 别 接近 于 三 边 BC.C4,48 的 各 内 角 的 
三 等 分 线 相交 于 X.Y.Z, WAXY 是 一 个 等 边 三 角形 , 

这 个 堪 称 初等 几何 中 最 令 人 惊讶 的 定理 ,被 冠 名 以 
“Morley”, 是 因为 它 由 英国 数学 家 F. Morley (1860 — 1937) F 
1904 年 最 早 发 现 ,并 在 给 英国 剑桥 大 学 的 一 位 朋友 的 信 中 提 到 
过 ,正式 发 表 则 是 在 20 年 后 . Morley 定理 的 证 法 很 多 ,其 中 1909 
# M. T. Naraniengar 用 纯粹 综合 几何 方法 所 给 出 的 证 明 最 为 引 
AAB. 一 般 基 于 直接 计算 的 证 明 都 比较 繁 , 令 人 意外 的 是 1994 
年 计算 机 给 出 了 一 个 较为 简单 的 证 法 . 这 里 给 出 的 是 综合 证 法 . 

设 已 知 A4BC 中 , ZA = 3a,ZB = 3p, ZC = 37, 与 BC 相 
邻 的 两 条 三 等 分 线 交 点 是 了 ,ZB 与 ZC 剩 下 的 两 条 三 等 分 线 交 
于 5S, 则 了 是 人 SBC 的 内 心 ,PS 平分 ZBSC. 以 了 为 顶点 ,在 PS 
两 侧 分 别 作 30" 角 在 SC、SB 上 得 交点 Q R, 易 知 APS < 
APSR, 于 是 PQ = PR, Н ZQPR = 60", 所 以 APQR 是 正三 角 
Æ. E BACA 上 分 别 取 点 M,N; 使 BM = BP.CN = CP, 于 是 
ABRP с A BRM, 得 MR= РЕ. 同 理 得 PQ=NQ. 由 正人 PQR 
得 MR= RQ = QN. 


由 LBRP 是 APRS Я.Ф ВЕР = 5 ZBSC 十 30"， 


2 ZBRM = T zesc + 30°, #8 
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МКО = 360° — 2| + ZBSC + 30") — 60° 
= 240° — ZBSC. 
T ZBSC = 180° — 28 — 27 = 180° — Š (3a + 38 +37) + 20 
= 180° — 120° + 2a = 60° + 2а. 

所 以 , CMRQ = 180° — 2а. 同 理 有 LNQR = 180° 一 2а, 

分 别 作 MRQ Ж Z NQR 的 角 平 分 线 交 于 O, W| AOMR, 

ORQ.AOQN 是 三 个 全 等 的 等 腰 三 

角形 , 底 角 为 90" 一 c, 顶 角 为 2a, 它 们 的 
E OM.OR.OQ.ON 是 以 O 为 圆心 的 
一 个 圆 的 半径 , 即 MR.RQ.QN 与 圆心 
O 所 张 的 圆心 角 都 是 2e, 于 是 MN 与 
圆心 O 张 成 的 角 是 ba, 从 而 MN 张 成 
的 圆周 角 是 За, Н MN 在 A4BC 顶点 
4 处 张 成 的 贺 周 角 是 34, 所 以 A 在 ©O йлн 
上 ,MR、RQ.QN 在 点 4 处 张 成 的 圆周 
角 均 是 a, 从 而 ARAQ Ж/А 的 三 等 分 线 . 这 就 证 明了 定理 . 

Morley 定理 可 以 推广 到 三 角形 的 外 角 三 等 分 线 的 情形 , 即 由 
一 个 三 角形 的 内 角 或 外 角 的 三 等 分 线 按 一 定 组 合 方式 相交 而 构成 
正三 角形 . 对 于 给 定 的 任意 一 个 三 角形 ,共有 18 个 Morley = 
fE. 

参考 文献 [17,pp. 193—196],[27, pp. 53 — 56], [29, 
рр. 104—108]. 


kH) 

Echols 定理 (Echols theorem) W S3 AZ ZZ, AU UU» 

B Zi, ZZ, 5 Ui U: Us BAK pi tt 7; HA, MR BE 20... 
ZUZU, 的 中 点 恰 是 一 个 等 边 三 角形 的 顶点 . 
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这 是 关于 两 个 等 边 三 角形 性 质 
的 定理 . Echols 于 1932 年 发 表 了 这 
一 定理 及 其 证 明 . 

为 了 证 明 方便 , 复 平面 上 的 点 及 Z 
相应 的 复数 用 同一 字母 表示 ,点 用 大 
写字 母 ,复数 用 小 写字 母 ， 4-2 

这 里 用 复数 来 证 明 , 为 此 需 用 已 有 的 结论 : AZZZ 为 等 边 
三 角形 的 充分 必要 条 件 是 以 1 的 立方 根 1.w,w: 为 顶点 的 三 角形 
5AZ.Z,Z, 相似 (这 等 从 于 2 + «ш + йз, = 0). 

因为 AZiZ:Z; 是 等 边 三 角形 ,所 以 有 = 十 ows 十 zs 二 0, 同 
HA и, 十 шш, + aus = 0. 将 这 两 式 相 加 后 除 以 2, 得 


Жш +! + astat ulta. узу ищ) = 0. 


ГАДА $y lkt ZU ZUZU: 的 中 点 ; 则 有 vi = 
Fa tu) = TG + дут = ба + m), 因此 ,vi 十 


ол, ао, = 0, 这 表明 人 ViVaV; 是 
等 边 三 角形 . 

这 个 定理 可 进一步 推广 为 ; 如 
果 AZZZ, AUU U AVV V: 
m É % EAW WL AZU VI. 
AZ,U,V:. АЗАУ, 的 重心 连 线 构 Us U, V: 
成 一 个 等 边 三 角形 , 4-25 

参考 文献 [15:р.294]. 


GRR) 

梅内 劳 斯 定理 (Menelaus theorem) TEA ABC 的 三 边 ВС, 

C4、4AB( 或 它们 的 延长 线 ) 上 有 三 点 头 .Y 2, 则 此 三 点 共 线 的 充 
分 必要 条 件 是 
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XB IC. ZAL 

KE TA AB т" 
梅内 劳 斯 是 1 世纪 时 的 古 希腊 的 数学 家 ,他 写 过 一 本 (球面 几 
何 ), 其 中 用 到 球面 三 角形 的 这 一 性 质 ,字里行间 似乎 显示 出 平面 
三 角形 的 类 似 性 质 是 熟知 的 ,但 并 无 更 旱 的 记录 可 查 , 便 以 梅内 劳 
斯 命名 该 定理 , 此 后 该 定理 被 淡忘 了 .1678 年 ,意大利 数学 家 塞 瓦 
重新 发 现 了 它 , 并 把 它 与 自己 发 现 的 其 他 定理 一 起 发 表 而 流传 

Fit. 


必要 性 ; И X.Y.Z 三 点 共 线 (如 А 
W 4-26), Е CD // YZ Ж АВ + D, 
则 有 2) £ 

XB _ ZB YC _ ZD D 
‚‚ XB YC ZA_ZB ZD ZA Ë ©: £ 
2 XG YA EB U ZD ZA ZB 图 4-26 
=L 

жен. wE. ҮС. ZA = 1, BC S ZY T XN 
X'B YC ZA X'B ХВ К 
тс YA ZB = lb Nt, ус = ус 即 交 与 XX 重合 ,所 以 
XYZ ZARR. 


梅内 劳 斯 定理 可 以 推广 到 多 边 形 情形 . 它 提供 了 共 线 性 的 判 
别 准则 . 
参考 文献 [I7,pp.105—106],[27,pp. 74—76]. 
Ge) 
共 线 点 的 帕 波 斯 定理 (Pappus theorem of collinear points) Ë 
A.C.E 是 一 条 直线 上 的 三 点 ,B.D、F 是 男 一 条 直线 上 的 三 点 ,如 
果 直 线 AB,CD、EF 分 别 与 DE、FA、BC 相交 ,那么 这 三 个 交点 
L.M.N ##&. 
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HEMARA а Ла, 帕 波斯 定理 作为 平 
面 几 何 学 中 的 十 分 重要 的 定理 ,是 帕 波斯 大 约 在 公元 300 年 时 证 
明 的 ,而 它 作为 射影 几何 学 的 基础 地 位 ,直到 16 世纪 后 半 叶 才 被 
认识 , 帕 波 斯 定理 有 各 种 不 同 的 表述 方式 ,以 上 的 叙述 是 其 中 的 
一 种 

如 图 4- 27, 延 长 DC 和 FE, 为 了 仅 限于 平面 几何 范围 内 , 设 
它们 相交 于 义 ,又 设 4B 交 EF,CD + Y 和 2, 则 构成 人 XYZ, 其 
各 边 上 有 五 个 三 点 组 : LDE、AMF、BCN、ACE、BDF ,应 用 梅内 
劳 斯 定理 得 


WEIR LMN 三 点 共 线 . 

这 个 定理 的 “射影 "性 质 表现 在 , 它 纯粹 只 表现 了 关联 性 ,而 不 
涉及 长 度 和 角度 ,甚至 与 顺序 无 关 , 即 在 一 组 共 线 点 中 , 哪 一 点 落 
在 另外 两 点 之 间 无 关 紧 要 . 

参考 文献 [27,рр.76—78]. 

RRN) 
Desargues 定理 (Desargues theorem) 已 知 两 个 三 角形 的 三 双 
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对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 ,如 果 它 们 的 三 双 对 边 分 别 相交 ,那么 这 
三 个 交点 在 一 条 直线 上 ,其 逆 命 题 亦 成 立 ， 

这 一 定理 是 法 国 数学 家 ,建筑 工程 师 G. Desargues (1591 — 
1661) 在 1636 年 发 现 的 ,并 因此 而 得 名 , 然而 , 据 古 希腊 数学 家 由 
波斯 说 ,此 定理 早已 收集 在 失传 的 欧 几 里 得 专题 论文 之 中 : 它 与 共 
线 点 的 帕 波 斯 定理 后 来 被 认为 是 射影 几何 学 中 同等 重要 的 定理 . 
Desargues 定理 实际 上 可 以 由 共 线 点 的 帕 波斯 定理 推出 ,但 是 推 
导 的 具体 过 程 很 复杂 ,而 用 梅内 劳 斯 定理 推 证 则 要 容易 得 多 . 

先 证 其 原 命题 . 设 入 PQR 和 入 P'Q'R' 的 三 双 顶 点 的 连 线 
PP' ,QQ'、RR' 交 于 点 0, 它 们 的 三 双 对 应 边 交点 分 别 是 DEF. 
把 梅内 劳 斯 定理 分 别 用 于 人 OQR、A 人 ORP、AOPQ 各 边 上 的 三 点 
HDR Q), (E, PR) EQ P) ,可 得 到 

DQ RR QO _, 
DR`RO' QQ ` 

ER PP RO 

EP PO RR ' 

ЕР .QQ P'O 

FQ ` Q'O ` PP 
将 三 式 相 乘 ,可 得 

DQ ER EE 

DR ` EP ` FQ 
MA DEF 三 点 共 线 . 

再 证 其 道 命题; 设 APQR 与 AP'Q R' 的 三 双 对 应 边 的 交点 分 
别 是 D、E、 卫 ,两 双 对 应 顶点 的 连 线 PP 与 RR' 交 于 点 O, BER 
三 双 项 点 连 线 QQ 也 通过 点 0, 即 0.Q.Q' 三 点 在 一 条 直线 上 . 事 
实 上 ,APFPP' 与 ADRR' 的 三 双 顶 点 连 线 RD.PR,R' 已 交 于 点 已， 
利用 已 证 得 的 原 命题 可 以 得 到 : 这 两 个 三 角形 三 双 对 应 边 交点 的 
连 线 中 ,PP' 与 RR' 的 交点 0,FP 与 DR 的 交点 O,FP' 与 DR' 的 
交点 Q' 是 在 同一 条 直线 上 . 这 就 是 所 要 证 的 ， 


1. 
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通常 , 若 两 个 三 角形 的 三 双 对 应 项 点 的 连 线 交 于 一 点 ,就 称 这 
两 个 三 角形 是 共 极 的 或 是 关于 一 点 透视 的 ;车 两 个 三 角形 的 三 双 
对 应 边 的 三 个 交点 共 线 ,就 称 这 两 个 三 角形 是 共 辅 的 或 是 关于 -- 
条 直线 透视 的 . 

参考 文献 [19,p, 218], [27, pp. 79~ 82], [31; pp. 276— 
277]. 

GRRR) 
塞 瓦 定理 (Ceva theorem) Е Х.У.2 是 人 ABC 三 边 BC,CA, 
AB 上 的 点 , 则 AX、BY、CZ 三 线 交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 是 
ХВ.ҮС.2А_ 
XC YA ZB 

赛 瓦 是 意大利 的 数学 家 ,工程师 ,1678 年 他 在 其 著作 《直线 
论 ) 中 ,发 表 了 著名 的 塞 瓦 定理 ,并 给 出 了 力学 证 法 和 几何 证 法 . 这 
个 定理 是 平面 几何 中 的 一 个 重要 定理 ,在 解决 共 点 线 方面 具有 很 
大 作用 . 

证 必要 性 . 设 AX、BY ,CZ 交 于 一 点 0, 易 知 

XB _ Sasar _ Saaox 

XC Saur Snom 

= Saua — Sasox _ Santo А 
Saace — Sacox q 
同 理 可 证 
ҮС _ Samo „7А _ Saca 2, 
УА” ao 


ИШ XG YA ZB В 
— Sassa ,Saao Saco _ ы В 4-29 
ЖӨ бай Кыю 1: 


ШЛАН ХА. ҮС.24 —1, 假定 BY 与 C2 相交 于 点 
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O, 连 结 AO 交 BC 于 ,那么 由 此 定理 的 必要 性 可 得 
XB.YC.24_ 
K€ YA 28 n 
SE matita ур ХА B X 5 X e 这 就 证 明了 
AX.BY,CZ 三 线 是 共 点 的 . 
参考 文献 [17,pp.140 一 142],[19,pp- 254 —256],[27, 
рр. 6~7]. 
GRH) 
Kiepert 点 (Kiepert point) 在 人 4BC 的 各 边 上 分 别 作 相似 等 
厅 三 角形 , 设 其 第 三 个 项 点 分 别 为 4 .BC', 则 44'、BB'、CC H 
交 于 一 点 ,这 个 点 叫做 Kiepert 点 . 
该 点 是 Kiepert + 1869 年 发 现 的 
设 AA'、,BB'.CC' 分 别 和 BC,CA、AB 相交 于 点 A..B..C,, & 
等 腰 三 角形 的 底 角 为 9, 人 ABC、A 信 A'BC ih BC 上 的 高 各 为 ha 
harabe 为 人 ABC 三 边 的 长 , 则 
ВА, _ BA; ha FW) _ Saaw _ csin(B + 0) 
AC ACh, А.) Saar bsin(C+ 0)" 
同 理 可 得 
CB, _ asin(C + 0) 
BA  csin(A + 0) 
AC, _ bsin(A+ 0) 


СВ аѕіп(В + 0) ` 


所 以 
BA... GB. АС, _ 
AG UBA GR = 1: 
根据 塞 丽 定理 得 A4'、.BB' .CC' 相 交 于 一 点 . 
该 定理 的 特 狐 情 形 , 即 为 在 入 4BC 各 边 上 分 别 作 等 边 三 角 
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形 , 设 第 三 个 顶点 分 别 为 4'、B8'.C', 则 直线 AA'、BB'、CC' 共 点 . 
它 的 推广 ,就 是 在 A4BC 各 边 上 分 别 作 顺 相似 人 BCA'、AB'CA、 
人 BC'4, 则 AA'、BB',CC" 相 交 于 一 点 . 该 推广 是 清宫 俊 雄 于 1941 
年 发 表 在 4 东 物 证 1594 号 上 也 可 见 Mathesis,5 卷 ,p. 144. 
参考 文献 【38,pp, 286——287],[39,рр. 141—142]. 
С 29) 
共 点 线 的 施 泰 纳 定理 (Steiner theorem of concurrent lines) 
(1) 设 4 ,B' ,CI 分别 是 A4BC 边 ВС,СА,АВ 上 的 一 点 , 则 
过 各 点 垂直 于 所 在 边 的 三 条 垂 线 共 点 的 充分 必要 条 件 是 


(ВА — A'C’) + (CB': — B'At) + (АС? — С'В?) = 0. 


(2) 在 人 ABC SAA'B'C'th, B А,В,С 分 别 向 B'C'.C'A'、 
A'B' 作 垂 线 , 如 果 它 们 相交 于 一 点 ,那么 从 A E CHi BC 
CA.AB 所 作 的 垂 线 也 必 相 交 于 一 点 . 

EREA), EMRAT 1827 一 1828 年 期 间作 为 已 知 定理 
使 用 的 ;定理 (2) 是 在 1827—1828 年 间 为 施 泰 纳 所 发 现 . 

(1) 设 各 过 A B'O RSA EAE А 
直 的 三 条 垂 线 相 交 于 一 点 O, W| ВА 一 
А'С® 一 DB: — ОС?,СВ? 一 B'A? = 
ОС* —ОА?, АС —С' B! =0A* – OB: ,把 
以 上 三 式 相 如, MEGA 一 AOH СӘ > 
(CB': —B' At) 十 (4C — СВ?) =0. 

RÈi B'.C'fEB fE 6 Е.И Р 
们 相交 于 点 O. 再 作 OA” BC + А", Ж (ВА" — А!С?) + 
(CB': — B'A") 十 (4C — С'В?) = 0, {НЕЯ (ВА — А!С?) + 
(CBE 一 BA) + (АС? — СВ?) = 0, Ш ВА? ~ AC = 
ВА" — AC, ШВА — АС = ВА" — AC. 9 M, 是 BC 的 中 点 ， 
И BA — AC = 2М,А',ВА”— АС = 2 МА", FW MA = 


图 4-31 
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M.A", АУ 4 重合 .这 就 是 说 ,过 А' ARAF BC 的 直线 必 通 
А Жо. 
(2) Е 4-32, ZER AA..BB.. 
C CC, 相交 于 点 O, W (Аг 一 AC") + 
(СВ — B.A) + (А'С! — CGB") = 0. 
因为 BA — АС" = АВ" — АС" = 
o (BB + АВР) — (СС + ACD, 
C'B? — В.А" = ВС? — BA" 
у (C'C? ВС) — САПА + BA,5), 
图 4 一 32 АС 一 CBE = СА? — СВ = 
(А' А, 十 CA — (В'В,+ + СВ,), 
把 上 面 三 式 相 加 ,得 
(B'A? — А,С'*у 十 (CBE 一 Bi40 十 (4C — C,B't) 
=AB; — АСџ + BC? — ВА, + СА? — СВг, 
所 以 (BA; 一 4:C2) + (CB; — В,А?) + (AC? — CB’) = 0. 
Ж=####& А'А,.В'В,.С'С, 相交 于 一 点 O 

推论 过 三 角形 各 顶点 向 一 直线 
作 短线 ,再 过 它们 的 垂 足 分 别 作 其 对 
边 的 垂 线 , 则 这 三 条 垂 线 共 点 . 

该 推论 是 ]. Neuberg (1840 ~ 
1926) 发现 的 , 见 Neuberg, Nouvelle 
correspondance math. Z(1875). 它 可 
以 看 做 上 面 定理 (2) 中 A,B С ЖР 
同一 直线 上 的 特殊 的 情形 . 

参考 文献 [38,p.171,p.179,pp.173—174]. 


lI 


2х) 
4 fa Ж $E А CIsogonal conjugate points) 0—5 Р 5 
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A4BC 各 顶点 相连 ,再 在 三 角形 各 顶点 作 三 条 相应 的 等 角 线 , 则 
此 三 条 等 角 线 交 于 一 点 QQ, 或 相互 平行 . 

所 谓 等 角 线 , 就 图 4- 34 h ZBAC 来 说 ,4P 以 及 АР 关于 
“ВАС 平分 线 对 称 的 直线 ж, k Z BAC 的 等 角 线 . 

Ë z.y.z 分 别 是 4P.BP、CP 的 等 角 线 , 过 已 分 别 作 BC. 
CA. АВ H ŒH, EE X.Y, Z, 18 AXYZ. 由 ZPZA = 
ZPYA =90° , 知 4,Z、P、Y 共 图 ,又 因为 zx 是 AP 的 等 角 线 , 所 
Щх1Ү7. Ж у12Х,21 XY. 令 三 垂 足 分 别 为 上、M、N, 则 有 
LY: — LZ: = ҮА? — ZA*,MZ* — MX: = ZB’ — ХВ',МХ? — 
NY: = xC: YC". 

将 上 述 三 式 相 加 ,得 
LY: — 12° + MZ: — MX: + NX: — NY: 
=YA: — ZA: + ZB’ — XB + XC — YC. 


易 知 上 式 等 号 右 端 等 于 0, 故 
LY? — LZ: + MZ: — MX? 4 NX: — МҮ!=0. (+) 
WR X.Y.Z RR WA yz. 
ШЖ X.Y.Z 不 共 线 ,不 妨 设 y、z 
相交 于 @ 点 ,连结 QX.QY,QZ, 那 么 
MZ’ — MX: = 92° — QX', 
NX: — NY: = QX: — дҮ?. 
将 这 两 式 代 人 (* ) 式 ,得 
QZ: = QY: = LZ: — LYt, ши 
这 表明 QL 垂直 于 ZY, 因 此 ,QL 应 与 zx 重合 , 即 工 经 过 驴友 ,所 
以 xz、y,z 三 线 交 于 QQ 点 . 
当 应 用 共 点 线 的 施 泰 纳 定理 时 , 则 由 XYZ 不 共 线 和 (x* ) 
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就 可 直接 推出 z、y、z 三 线 交 于 一 点 . 
参考 文献 [14,pp. 175~176],[18,p. 200]. 
RH) 
54 H A (Isotomic conjugate points) 如果 人 4BC 中 ， 
XX'.YY'.ZZ'& E # ВС,СА, AB 三 边 上 蕉 得 的 线段 ,使 得 
BX =X'C,CY' = AY,AZ' = BZ, B AX.BY.CZ 三 线 交 于 一 点 
Р.А AX'、BY'、CZ' 也 相交 于 一 点 Q. 上 述 P,Q 两 点 称 为 
AABC HERIR. 
因为 AX.BY.CZ XF- A P, hÆ 


Be Op А _ 
瓦 定理 有 YC ` yá ° Z8 = 1, 再 由 


BX =X'C,YA = CY',ZB = AZ' ,得 
ХС = BX',CY = Y'A,AZ = Z'B. 于 是 


ВХ! СУ АФ. 
а = 1, няна mis 


可 知 AX' .BY' .CZ' 三线 交 于 一 点 Q. 

三 角形 葛 尔 刚 点 的 等 截 共 力 点 称 为 Nagel 点 ,这 是 Nagel 于 
1836 年 发 现 的 . 

参考 文献 [18,pp, 201—202]. 


RRR) 

Lemoine 点 (Lemoine point) 三 角形 重心 G З Н, 

为 三 角形 的 Lemione 点 ,又 称 为 三 角形 的 陪 位 重心 ,顶点 与 陪 位 
重心 的 连 线 称 为 陪 位 中 线 . 

HARE. Lemoine(1840—1912) + 1873 年 在 法 兰 西 科学 促 

进 协会 上 宣读 的 一 篇 论文 中 提出 的 ,从 而 引起 三 角形 几何 学 的 现 

代 研 究 . 
AABC 的 三 条 中 线 AD.BE.CF 的 等 角 线 4D' ,BE'、CF' 交 
于 一 点 开 , 也 可 以 利用 塞 瓦 定理 来 证 . 因为 AD.BE.CF 交 于 一 点 
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вр СЕ АР Saas , Same , Sacar 


СД DE KA FBO !' TERA Siae Sama Sacra ' 


m csin ВАР _ asinZCBE . bsinZACF _ 
Бї РАС ` csing ЕВА ` asinZFCB — 


BK ZBAD = ZD'AC, Z DAC = ZBAD' 等 ,从 而 得 
csin ZBAD' аз /СВЕ' ,bsingACF' _ 
bsinZ D'AC ` сіп ЕВА asinZFC5 ' 
“BD .CE ‚АР -1 
SDE DA PD h 
因此 АР',ВЕ',СЕ' Жр — J К.К 即 为 Lemoine 点 ,4D'、 
BE' ,CF' 就 是 陪 位 中 线 ， 
陪 位 中 线 与 逆 平 行 线 有 如 下 性 质 : 
在 A4BC 中 ,以 BC 为 弦 作 一 圆 ,与 AB.AC ZFA CB, 
则 ZAB'C' = ZB, ЖЖ 8'C' 为 BC 的 北平 行 线 .在 一 个 三 角形 
中 ,(1) 同 边 的 逆 平 行 线 平行 ;(2) 某 边 的 北平 行 线 被 这 边 陪 位 中 
线 平分 ; (3) 过 顶点 平分 其 对 边 北平 行 线 的 直线 是 陪 位 中 线 ; 
(4) 被 陪 位 中 线 平分 的 线段 必 为 北平 行 线 . 


1. 


с) 结论 是 明显 的 ， 
(2) 设计 是 BC 中 点 ,BC' 与 BC 陪 位 中 线 交 于 点 М (图 
W), B AABCOAAB'C'R LBAM = ZB'AM', 可 得 人 = 


EM =, MR BCRA AMFA ВС" 

(8) AMFI B'E WA ЛАВ'МЛАВМ, ZB АМ = 
ВАМ, 即 AM' E: BC 的 陪 位 中 线 . 

(4) 设 BC 的 陪 位 中 线 平分 线段 ВС ТЖ М.з BC' 不 是 
BC 的 逆 平 行 线 , 则 过 8,C、B' 作 一 圆 交 AB 于 点 C",B'C" 是 BC 
的 北平 行 线 ,由 (2) 知 8'C" 被 AM' 平 分 , 设 中 点 为 M" 则 ММ 
AB'C'C" 的 中 位 线 , 得 M'M"// AB, 但 4M' 与 4B 相交 于 点 А.Ж 


372 数学 名 是 词典 


盾 . 所 以 B'C' 是 BC 的 逆 平 行 线 . 


А [5 
х2 27 
#14-36 88 4-37 
参考 文献 [18,pp. 200—201]. 
Gk bf) 
(二 ) 多 边 形 
勾 股 客 方 ” 今 有 句 ( 勾 ) 五 步 , 股 十 二 步 , 问 
名 中 容 方 几何 ? 


本 题 是 ( 九 章 算术 ) 卷 九 * 勾 股 "的 第 15 题 . 

已 知 直角 三 角形 的 直角 边 长 , 求 其 内 接 正 
方形 (有 两 边 在 直角 边 上 , 另 两 边 交点 在 斜 边 
上 ) 的 边 长 - 

本 题 应 用 相似 直角 三 角形 的 性 质 解 得 内 


P Була aB 
接 正方 形 的 边 长 一 5 12 = 3 7 GP). 


参考 文献 [1,p. 251]. 


图 4-38 


(ж) 

晶 方 大 小 ” 今 有 双方 不 知 大 小 ,各 开 中 门 , 出 北 门 三 十 步 有 

木 ,出 南 门 十 四 步 , 折 而 西行 一 干 七 百 七 十 五 步 见 木 . J Ë Jr 
Л? 

本 题 是 4( 九 章 算术 } 卷 九 “ 勾 股 " 的 第 20 题 , 题 意 是 求 正 方形 城 
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池 的 大 小 ， 
如 图 4-39 т, а 
Т КОЛАЕР со RtAABC, peii, 
8-8 ia 
СВ" AB' B 
1 
m УОЛ a z = |. # 1775 a 


1775 20+х+11' 
得 x+ 34z= 71 000, 
R == 250(P). 


参考 文献 [l,.p.255]. 
(R+) 


四 边 形 的 欧 拉 定 理 (Euler theorem of the quadrilateral) 任意 
四 边 形 的 四 边 平方 和 等 于 对 角 线 的 平方 和 再 加 上 两 对 角 线 中 点 连 
线 的 平方 的 四 倍 , 即 

a +b + + di =+ P + m, 
其 中 m 是 两 对 角 线 中 点 连 线 的 长 度 . 

本 题 是 欧 拉 于 1750 年 提出 的 . 

iz M.N 分 别 是 四 边 形 ABCD 的 对 角 
线 BD、AC 之 中 点 ,连结 AM.CM. 

由 于 АМ 是 人 ABD 的 中 线 ,CM 是 
Hah ABCD 的 中 线 ， 


5 AB: + АР? = + (BD: + 4AM), [0] 
BC: + Ср" = 1 (BD: + 4CMD). @ 
又 由 于 MN 是 和 MAC 的 中 线 ， 


~ 2(AM: + CM’) = АС? + 4MN’,. @ 
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由 器, 回 、 回 易 得 
AB: + BC + CD: + DA: = AC: + ВР? + 4MN’, 


特例 若 四 边 形 的 对 角 线 互 相 平分 ，|MN| = 0, 则 AB 十 
ВС? + CD: + ПА? = AC: + BD. 即 ,平行 四 边 形 的 四 边 平方 和 
等 于 对 角 线 的 平方 和 . 

参考 文献 [32,p. 26],[38,p. 222] 

(张文华 ) 

边 形 的 萝 尔 刚 定理 (Gergonne theorem of the quadri- 

lateral) 设 点 上 .M,N、K 分 别 是 四 边 形 ABCD 的 四 边 A8,、B8C、 

CD.DA HPA, P.Q 分 别 是 对 角 线 AC. BD 的 中 点 , 则 三 线段 
LN,MK PQ 相交 于 一 点 , 且 都 被 该 交点 所 平分 ， 

该 定理 于 1810—1811 年 则 被 法 国 数学 家 葛 尔 刚 所 发 现 . 

如 图 4- 41,… LMNAC,KNNAC， 

^ LM//KN. 

йж LK/MN. К 

2 LMNK 是 平行 四 边 形 ,其 对 角 线 
LN 和 MK 互相 平分 于 点 O. 

х QM//DC,KP // DC, 

2 QM// KP. 

FM QK // MP. Hip 

7 四 边 形 KQMP 是 平行 四 边 形 ; 其 对 角 线 PQ 和 MK 互相 
平分 于 MK 之 中 点 0， 

+ LN.MK.PQ 交 于 一 点 "有 都 被 该 交点 所 平分 

推广 ”对 于 空间 四 边 形 , 上 述 结论 也 是 成 立 的 . 

参考 文献 [38,pp.221—222]. 


(张文华 ) 
Bretschneide 公式 (Bretschneide formula) 若 简 单 四 边 形 的 四 
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ЖЕЗ abc d ТАНАН ef ИЗЛЕ И 
S=} ЗЛ er += Px. 


此 公式 由 Bretschneide(1808 一 1878) 于 1842 年 提出 , 它 是 秦 
九 部 的 三 斜 求 积 公式 的 推广 : 若 在 上 述 公式 中 令 志 一 0,e = c, 
f = a, 则 得 到 三 角形 面积 公式 


L fsi E +а ија: 

如 图 4-42, 简 单 四 边 形 ABCD th ië AB=a,BC =b,CD = 
с, РА =d, ÀC =e,BD= f. ЕСЕ RD + F,AE L BD FENE 
СР // BDX AE 或 其 延长 线 于 卫 , 则 


图 4-12 
Зд = бй Saxa = 1 ври АЕ + CF| 


= 180 -АР = 1f- AP. 
设 必 是 BD 的 中 点 , 则 
а — d'= АВ* — АР = BE: — Е? 
= (BE + ED)(BE — ЕР) 
= ББ(ВМ + ME — EM — MD) 


e 


376 кеи 


= BD -2 МЕ, 
即 a — d = 2 BD - МЕ. @ 
P — с = BC: — CD: = BP: — FD: 
=(BF + FD) (BF — FD) 
= BD(BM + MF — FM — FD) 


=2 BD - MF. 
ш p — e = BD. MF. @ 
D-OA 
at — b + è — dt = 2 BD(ME — MF) = 2 BD . FE. 
Вр a 6 + с — 2 = 2 BD + FE. @ 
def — (e h + t — d’) = ер — 4(BD ЕЕ): 
= 4f (e — FE’): 

e — РЕ! = 
лдер — (at — PP + t — 0) = А" АР", @ 
比较 四 与 图 式 , 知 


163 = 47 АР? = 417 — (at — + ‹®— 01), 
as=1 ver авф – 0), 
参考 文献 [12,p, 146]. 
(张文华 ) 
梯形 的 施 泰 纳 定理 (Steiner theorem of the trapzoid) 梯形 的 
两 对 角 线 的 交点 与 两 大 延长 线 的 交点 的 连 线 必 平 分 梯形 的 上 、 
TE. 
此 定理 由 瑞士 数学 家 施 泰 纳 首先 提出 ， 
梯形 ABCD 中 ,4B//CD,AC、BD 交 于 点 Е,ВС,АР 的 延长 
ZTA FEF 分 别 交 AB.CD FË N.M. 
由 于 AC、BD、FN 交 于 一 点 ,根据 塞 瓦 定理 ,得 


AN BC FD, 
NB CF DA 
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Т „ЕЮ _ЕС F 
Ж“ DC (АВ, DA = BC 


‚ AN 
МВ 


жд Ж м SS 一 


参考 文献 [32,pp. 219—220]. 
《张文华 ) 4-43 
完全 四 边 形 的 牛顿 线 (Newton's line of the complete quad- 
rilateral) 完全 四 边 形 的 三 条 对 角 线 的 中 点 共 线 . 此 线 称 为 牛 
顿 线 . 
此 定理 是 牛顿 于 1685 年 发 现 的 , 1810 年 ,高 斯 也 独立 地 发 现 
并 证 明了 此 定理 ， 
此 定理 的 证 法 甚 多 ,在 岩 田 至 康 编 的 4 几何 学 大 辞典 ?中 ,就 列 
举 了 6 种 方法 . 下面 只 介绍 一 种 基于 梅内 劳 斯 定理 的 证 法 - 
如 图 4- 44, 完 全 四 边 形 ABCDEF 
H, LMN 分 别 是 对 角 线 ABCD EF 
的 中 点 ,我 们 来 证 明 工 ,M.N 三 点 必 在 
同一 条 直线 上 、 
Ë А'. С.Е A ACE 的 三 边 
F CE, EA, AC 的 中 点 , 则 С'А' // АС, 
C'A' f9 # К% EF 的 中 点 М, 
СЕ //ЕС,С'Е' HERR Ф AB 的 中 
A L;A'E' // EA, A' Е' ЗЕК ДЗ CD 的 中 点 M. 
由 于 直线 DF ЖЛ ACE ËJ Zi BE e tü F D. B.F 8838 i 


=. AN = NB. 


AF CB ED _ @ 
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` CN / AF,C'L // EB,A'M / ED, 

‚ЛЕ _ CN 

тс NA @ 
СЕ ЕГ 
BE IC 
ED _ AM 


DA МЕ” 
Ж@.®.®КАФ,# 


NA ME Te 1 ® 


HT LMN 分 别 在 人 A'C'E' 的 三 边 延长 线 上 , 且 满 足 回 式 ， 
Ht L.MN 在 同一 直线 上 . 
参考 文献 [38,рр. 231—232]. 
(张文华 ) 
内 对 角 线 的 数目 (The number of inner diagonals) ”简单 边 
形 至 少 有 "一 3 条 对 角 线 位 于 其 内 部 . 
本 题 选 自 1970 年 (美国 数学 月 刊 ) 问 题 E2 214(p.1 111), 题 
Н ЖН Murray Klamkin 和 B. Ross Taylor 提出 的 . 
本 命题 可 用 数学 归纳 法 证 明 ， 
Сп 二 4 时 ,结论 显然 成 立 . 
(D En 全 时 结论 成 立 . 今 考察 十 1 边 形 . 因为 任何 简单 
多 边 形 至 少 有 一 条 对 角 线 位 于 其 内 部 , 设 d 是 位 于 处 十 1 边 形 
Сад ") 内 部 的 一 条 对 角 线 ,d 把 zt 分 成 两 个 简单 多 边 形 , 设 一 
ТЕ т 边 形 而 * 一 个 是 雹 边 形 mir Skir Skri tr =kt3. 
Вее НИВИ т 至少 有 ri 一 3 条 内 对 角 线 . 同 理 ， 
m EDH т 一 3 条 内 对 角 线 .又 d 是 x 的 一 条 内 对 角 线 ,因此 
对 于 上 十 1 边 形 赤 而 言 ,至 少 有 (rm — 3) + (r — 3) + 1=r, + 
т = 5 ЖИВ. НРА т = А4 За т 5 = В 
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2=(k+1)-3, M (& + 1) ШЕ z p df Gk + 1) 一 3 条 内 
对 角 线 . 
由 (1),(2) 知 ,对 于 任意 简单 边 形 ,至 少 有 一 3 条 内 对 
MR. 
顺便 指出 ,对 于 每 一 个 自然 数 > 3), WAAR л B 
形 ,其 内 对 角 线 的 条 数 恰好 是 n 一 3. 
参考 文献 【37,pp: 128—129], 
《张文华 ) 
Doaglas-Newmann 定理 (Doaglas-Newmann theorem) 对 于 任 
Ë n JÉ mle sze rza) ,以 m 的 每 一 边 为 底 在 指定 一 侧 各 作 一 


个 顶 角 为 到 的 等 须 三 角形 ,然后 顺 次 连结 各 等 采 三 角形 的 顶点 ， 
得 到 一 个 新 的 nn 边 形 xi 接着 以 т, 为 基础 ,以 m 的 每 边 为 底 在 指 


定 的 一 侧 各 作 一 个 项 角 为 全 的 等 萎 三 角形 ,然后 顺 次 连结 各 等 腰 


三 角形 的 顶点 ,又 得 到 一 个 新 的 n 边 形 x,;…… 如 此 连续 进行 n 一 2 
次 ,每 次 以 新 得 到 的 n 边 形 为 基础 ,各 边 上 的 等 腰 三 角形 的 项 角 大 


Амит, EEn, DE ( 若 PPE > x, 则 应 在 另 一 合作 项 


角 为 2x — 207 — Р) 的 等 用 三 角形 ,车 zx 一 ШАЯ 
取 该 边 的 中 点 ) ,这样 得 到 的 新 > 边 形 元 :一 定 是 一 个 正 w 边 形 . 
应 该 说 明 ,这 里 说 的 多 边 形 是 广义 的 . 设 zi1z2,…,z, 是 复数 
平面 上 的 n 个 点 ,其 中 有 些 点 可 以 重合 或 共 线 ,从 =, 连 一 线段 到 
,从 z EARR xiv ,最 后 从 xx 连 -线段 到 =, 这样 得 到 的 
рз шл Че zo z) Kuma may z 
叫做 它 的 边 . хи ШЕШЕМ. # Р z RER 


件 | 一 和 | 二 == = | — =l ЕЕН 
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агк| |= = 一 arg| ==), 则 称 之 为 正 ” 边 形 (可 能 是 
Г 
下 面 用 复数 计算 的 方法 来 证 明 ， 


W MARO Le = S ө = е?) 为 顶点 作 一 个 等 
ЕДО ЯИК КЭ 1, 


Ж x 的 每 一 条 边 上 ,都 作 一 个 同人 01c, 直接 相似 的 三 角形 (这 相 
当 于 在 各 边 上 作 项 角 为 全 的 等 式 三 角形 ), 例 如 ,在 边区 上 , 作 
Azzz A Ole ,由 相似 的 条 件 ,得 


zz 一 2 _ G — 0 
z — 21 1 一 外 


Ë а оа ав 10 a +=). 
新 顶点 =tz 称 为 自由 顶点. 

在 每 一 条 边 上 都 作 一 个 与 Al0c, 直接 相似 的 三 角形 ,这 样 得 
到 个 自由 顶点 


AN. ы AM 381 


于 是 我 们 得 到 了 一 个 新 nn 边 形 m (zaza za), 
(2) 对 于 多 边 形 m = (25521702), 与 上 述 方法 类 同 , 先 


Ло с=ш= 于 (ERNAI TRAKA 


的 等 腰 三 角形 ), 青 在 x 的 各 边 上 作 与 它 直接 相似 的 等 腰 三 角形 ， 
以 构成 一 个 新 的 多 边 形 т; = zma), 其 中 ziss 是 边 
zuazw 所 对 应 的 自由 顶点 , 则 


Zin = (1 一 Crs + сатаа 


FSC a +=) 


=g og [s en (+ bn ml. 
类 似 地 ， 
sm = Hm tn + sl. 


显然 , 方 括号 中 各 项 的 系数 依次 是 G — o) (t — on) 的 展开 式 
Фф, ЮЕ. 例如 ， 


Za = aS Da [az — (а + we + т]. 


(3) 在 进行 第 3 次 处 理 时 , 先 给 出 Aolc,, 其 中 心 = үз, 
в =e. H ый йени ЙТ В th UK , M| 


Zim = (1 — ca) zi 十 Gaan 


— ой 1 
тА Ti 工 二 а" 
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26 Е Гаа — (a F айа, 5] 


=a = [ss НОН sl 


CE LEE у= ааа 
Сай А ай аўге, + =]. 
HEFP z zo zy, 的 系数 依次 是 
0) Pie — а) 
жд n e. 的 系数 . 
(4) 由 上 推 知 ,经 过 m KM m KWAN ЖФ с„ = 


1) 后 ,自由 顶点 sas TRA 


Ша dizs "二 detayi 
Za3mmyD 一 а-а к= а) — ат)" 

其 中 系数 doydi,… da 依次 是 G — а) а — ай) (z — а”) 的 展开 
Rpr @%Ж. 

(5) щт = п — 1 8 аон, d, НКЕ 

(t — w) G — ай) а 1) 

О OL P 的 系数 . 

ESNA a 1 二 0 的 n 个 根 , 且 

р 10 De а) ot — 9071), 


-1 


故 @— w) (e — ш?) 0 — шс!) 
=н=р! 


所 以 d =d =d = = =й = 1, 


ё EME atante + z, 
iesea Ср а) (1 — а) (1 — ei)" 
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又 由 于 
U = — we ай) 
=й De | 
=(1++е+.- о. = т 
ж ama = LG + n + == + sO, 
由 轮换 对 称 性 可 得 
Zoga = '* = Жыз... (у-1) == д4 


= += + +). 
= 


即 坟 个 自由 顶点 均 重 合 于 原 4 边 形 zo 的 重心 , 

(6) 在 上 述 过 程 中 ,如 果 我 们 少 作 一 次 , 即 只 作 到 к, E, 
ДІ л. ТЕ я Ш. 

(7) 特别 地 , 当 n=3 或 4 时 ,有 如 下 结论 : 

O 在 任意 三 角形 的 各 边 上 向 外 (或 都 向 内 ) 作 正三 角形 ,这 些 
正三 角形 的 中 心 构成 一 个 正三 角形 ; 

加 对 于 任意 四 边 形 , 先 在 各 边 上 向 形 外 (或 形 内 ) 作 等 其 直角 三 
角形 , 顺 次 连结 四 个 直角 顶点 得 一 对 角 线 垂直 且 相 等 的 四 边 形 ,再 取 
这 个 新 四 边 形 的 各 边 中 点 并 顺 次 用 线段 连结 , 即 得 一 个 正方 形 . 

《张文华 ) 


(=) Bj 
шыша SANH HERR АХЛ. 以 锯 饮 之 , 深 一 才 ， 
REK- R. 问 径 几何 ? 
本 题 是 ( 九 章 算术 ) 卷 九 “ 勾 股 " 的 第 9 题 . 


如 图 4-45, 已 知 4C =1 才 ,BC= 5 +. 在 RtAOCB 中 
OB: — OC: = BC, 
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в (ОВ + OC)(OB — ОС) = BC 


有 ОВ+ОС= су у =) 


其 中 BC: = 5 = 25,08 — ОС = 
ОА — OC =AC = 1. 

ж ОВ + OC = 25. 

而 圆 材 直 径 为 2“OB = ОВ + OA = ОВ 
+ OC + CA = 25 + 1 = 26( 十 ). 

这 题 的 解法 “ 术 ” 在 《 九 章 算术 ) 中 的 叙述 是 很 简洁 的 ;“ 半 句 道 
自 乘 ,如 深 而 一 ,以 深 寸 增 之 , 即 材 径 . "其 中 (x ) 式 是 关键 . 

参考 文献 П,р. 245]. 
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(CE £) 
ARSE 4Ar8J0J)A3F,.8 Th. 癌 名 中 容 圆 , 径 几何 ? 
本 题 是 ( 九 章 算术 } 卷 九 “ 勾 股 * 的 第 16 Ш. 
本 题 是 已 知 直角 三 角形 的 直角 边 长 , 求 其 内 切 圆 直径 ,是 
我 国 古 算 古 中 著名 的 * 勾 股 容 园 "问题 ,出 《 九 章 算术 } 开 始 , 后 
来 发 展 为 各 种 位 置 的 加 与 直角 三 角形 各 边 相 切 的 问题 , 求 直角 
三 角形 的 边 长 与 相关 切 加 直径 的 关系 . Д СН ЮЕ 
镜 ) 最 为 著名 . 书 中 不 仅 详尽 地 研究 各 种 位 置 
的 图 与 直角 三 角形 的 边 相 切 的 关系 ;给 出 有 关 
线段 的 计算 公式 ,也 发 展 了 我 国 的 古代 代数 方 
程 一 “天 元 术 "的 知识 ， 
本 题 车 分 别 设 勾 , 股 , 弦 及 内 切 风 直径 为 a， FS 
x] 


с, 


be Rd WAAR 
= се ЛА à 
БЕКЕ 4-46 
刘 徽 是 用 面积 割 补 的 方法 来 证 明 该 公式 的 
《如 图 4- 46): 连 结 内 切 圆心 与 各 顶点 \ 各 边 切 点 , 剂 分 直角 三 角 
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жАНА L (a + + О, ЖУЗ ШЕШ NB 4-47). 
从 而 推导 出 上 述 公式 . 本 题 内 切 图 直径 为 6 ®. 


PT lt 

2 

— arta =F] 
4-47 


参考 文献 “[15. 252]. 

(ж +) 

统 外 窜 贺 “” 假 邻 圆 城 一 所 ,不 知 周 径 ,四 面 开门 , 门 外 纵 横 各 有 

十 字 大 道 ,…… 其 东南 十 字 道 头 定 为 器 地 ,…… 或 间 : 甲乙 二 人 同 

立 于 轻 地 , 乙 西 行 四 十 八 步 而 止 , 甲 北 行 九 十 步 , 望 乙 与 城 参 相 直 - 
Жели? 

本 是 是 ( 测 圆 海 镜 ) 第 二 卷 的 第 8 题 .“ 弦 外 容 圆 " 指 在 勾 股 形 
《直角 三 角形 ) 外 与 弦 ( 斜 边 ) 相 切 的 旁 切 回 . 题 设 条 件 如 图 4 – 48 
所 示 , CB = 48 步 ,C4 一 90 步 ,4B 正好 与 圆 城 相 切 于 刀 点 , 求 贺 
城 的 直径 、 

根据 题 意 ,四 边 形 OFC 是 正方 形 ， 


EC = FC = OF = 0 
Fr【《 贺 城 半径 ) 设 Ежу 


DA =y,DB = z. jaco 
ТАЕ = АР = y,BF = BD = z, A|” 
2. СЕ = САФ АЕ =90 +y, rapaz СЮ 


СЕ = CB + BF = 48 + z, 
故 有 90+у=48+х, 


图 4-48 


т—у=42. @ 


而 АВ = VAC} BC: = 102, 
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即 х+у=102, @ 
НОЯ = = 720). 
于 是 r = CF = 48 + 72 = 1200). 


所 以 , 圆 城 直 径 d = 24008). 
我 国 古代 擅长 通过 计算 来 研究 图 形 的 度量 性 质 《 测 圆 海 镜 ) 
就 是 系统 地 研究 勾 股 形 与 其 相关 圆 关系 的 ， 
参考 文献 [4,p.167]. 
(иж) 
AMAA 今 有 圆 田 一 段 ,内 有 方 池 , 水 占 之 外 , 计 地 五 于 ( 平 
方 ) 步 . 只 云 从 外 田 枚 至 内 池 角 四 边 各 一 十 五 步 , 问 方圆 各 
多 少 ? 
本 题 是 李 冶 所 著 ( 益 古 演 恬 ) 中 的 一 题 . 
我 国 古代 认为 “加 出 于 方 ”, 常 用 内 接 、 外 
切 或 相关 的 正方 形 来 表示 或 计算 加 的 直径 、 
周 长 或 面积 . 
本 题 (如 图 4- 和) 若 设 方 池 边 长 为 zx, 取 


М1. tams ИЛИИ (1. 4 十 2X 


15) — а? = 5 000. 从 而 解 得 方 地 边 长 约 为 ТЕ? 
50 步 , 圆 田 直径 约 为 100 步 . 
参考 文献 ([7.р.39). 


(tk) 
RARR 有 园田 ;周一 百 八 十 一 步 , 径 六 十 步 三 分 步 之 一 . 问 
HEJL? 
本 题 是 ( 九 再 算术) 卷 一 “ 方 田 " 的 第 32 B. 
已 知 国 形 田 的 周 长 是 181 步 ,直径 是 60 E.R 
根据 公式 " 半 周 污 半 径 ”, 本 题 很 容易 求 得 加 田 面积 为 11 йт 
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905 0 = 240 #9). 

可 是 我 国 古代 在 有 关 图 的 实际 计算 中 经 常用 “周三 径 一 ” 取 贺 
ЮЖ т == 3, 因而 误差 很 大 

公元 3 世纪 数学 家 刘 徽 在 给 ( 九 章 算术 ) 作 注 时 ,在 本 题 的 注解 
里 指出 , 圆 的 内 接 正六 边 形 的 周 长 是 加 直径 的 3 倍 , 加 的 周 长 肯 定 
不 止 其 直径 的 3. 售 , 并 提出 用 加 内 接 正 多 边 形 的 边 数 倍增 ( 割 回 ) 的 
方法 来 接近 图 . 当 边 数 无 限 增加 时 ,就 可 以 将 正 多 边 形 的 面积 看 成 
是 加 面积 了 ,“ 割 之 弥 细 , 所 失 弥 少 , 割 之 又 市 以 至 不 可 制 , 则 与 图 合 
体 ,而 无 所 失 突 1” 从 而 求 得 加 面积 ,计算 出 风 周 率 . 用 现代 方式 表示 
他 的 具体 方法 如 下 . 

如 图 4 一 50, 从 贺 内 接 正六 边 形 出 
发 ,不 断 进行 倍 边 作 图 . 设 AB ЖЩ O 0 
НЕЗ. 边 形 的 一 边 ( 记 为 ws》 fE 
Ом АВ 并 延长 交 A8 于 点 ,显然 村 9 
平分 AB,C 3 jy ÁB. bt C ЕШ О МЛ а 
а.а А,В ааа, DE KEE 刘 微 与 众 不 同 地 不 
用 加 的 外 切 正 多 边 形 , 而 是 用 诸如 图 中 的 ABED К НЕЕ ЖЖ 
行 推 证 : 

Ж 5.55 分 别 是 圆 的 内 接 正 3。2r 边 形 .3 * 2rfi 边 形 以 及 
щй. 

2 Sa ASAS, F лавр, 


而 Su 5, = Sae = SS asus 

Л 555,005, —5„), 

MD 5,58 (8, — S). 

Щл КИТ, 5—5, 是 足够 小 的 ,加 面积 5 与 5 就 几乎 
“无 所 失 ” 了 。 
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他 还 用 勾 股 定理 求 出 了 圆 内 接 正 多 边 形 的 倍 边 公式 


а, Узе = R 4R:— а. 


这 样 , 刘 徽 在 半径 RR 三 1 尺 的 圆 里 ,计算 出 圆 的 内 接 正 196 边 
形 的 面积 S = 314 平方 寸 . 
从 这 里 也 可 求 出 圆周 率 x == 3. 14. 
刘 微 的 这 个 方法 就 是 著名 的 “ 割 贺 术 ”他 不 仅 提供 了 求 圆周 
率 的 方法 ,更 重要 的 是 提出 了 严密 的 极限 思想 和 方法 . 这 在 求 弓 形 
面积 和 证 明 锥 体 的 体积 公式 方面 都 有 表述 和 应 用 .他 的 数学 思想 
方法 还 影响 了 后 来 的 数学 家 祖冲之 父子 . 
参考 文献 [1,p.104],[8,p.66]- 
EKE) 
HAR LAMARR. 
扯 溃 之 的 密 率 r= D. 
祖 促 之 (429 一 500) 是 我 国 南北 朝 时 代 的 伟大 数学 家 , 他 从 半 
径 为 了 丈 的 圆 中 计算 出 四 局 率 精确 到 小 数 点 后 7 位 的 近似 值 : 
3.141592 6 < я < 3. 1415927, 


这 个 精确 值 在 世界 上 曾 保 持 了 1 000 年 的 领先 记录 ! 


为 了 便于 计算 ,祖冲之 还 对 图 周 率 给 出 两 个 分 数值 中 和 2 ,分 


别称 之 为 “ 密 率 "和 * 约 率 ". 公 元 前 3 世纪 阿 基 米 德 就 已 发 现 约 率 
2. 但 是 ,“ 密 率 " 却 是 祖冲之 首创 的 ,为 了 纪念 他 的 杰出 成 就 “ 密 
КЖ". 
525570 [8,p. 86]. 
RE) 


祖 率 见 祖 冲 之 的 密 率 ， 


几何 "平面 几何 389 


会 国术 BAUM BHP RAZA RAZAK? 
本 题 是 沈 括 的 ( 梦 溪 笔 谈 } 第 18 卷 的 第 四 条 . 
从 直径 是 10 步 的 圆 形 田中 ,分 市 出 一 个 矢 高 为 2 步 的 弓形 田 
块 来 , 问 这 个 弓形 田 块 的 弧 长 应 该 是 多 少 ? 
北宋 大 科学 家 沈 括 是 我 国 数学 史上 第 一 个 给 出 由 弦 长 和 矢 长 
来 求 弧 长 近似 公式 的 数学 家 . 这 个 近似 公式 就 是 沈 括 的 “会 贺 术 ” 
пине а, ВЕ г. ЖКС. КОЙКА, К 
为 5. 
则 С= м7 (= h, 
79 
S=C+ 2, 


当 圆 心 角 不 超过 45" 时 ,其 相对 误差 小 于 0. 02. 
本 是 用 “会 圆 术 " 解 得 弧 长 为 8.8 步 . 
参考 文献 [2,p, 140],[8,p. 210]. 
563) 
月 形 定理 (Lunar therem) ”以 直角 三 角形 的 直角 边 为 直径 向 外 
作 半 贺 和 以 斜 边 为 直径 向 内 作 半 圆 之 间 的 两 个 月 形 面积 之 和 等 于 
直角 三 角形 的 面积 . 
这 个 定理 是 古 希腊 数学 家 Hippocrates 提出 并 证 明 的 , 尽管 
此 定理 的 证 明 十 分 简单 ,在 数学 上 也 没什么 重要 地 位 ,但 在 数学 史 
上 因 其 曾 在 吉 适 腊 数 学 案 探 求 三 大 作 图 难题 的 过 程 中 起 过 作用 ， 
而 作为 数学 佳话 流传 至 今 .定理 的 意义 
在 于 提出 了 曲 边 图 形 (月 形 ) 的 面积 可 
以 用 直 边 图 形 (直角 三 角形 ) 的 面积 表 / 
示 这 一 事实 , 且 对 “化 加 为 方 "问题 的 讨 Ú / б 
论 , 在 一 定 程度 上 要 归 答 于 yM 
Hippocrates 的 这 一 定理 
设 给 定 的 直角 三 角形 ABC 中 ,a 
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为 直角 边 ,c 为 斜 边 ,以 abe 为 直径 分 别 作 半 圆 ,得 到 两 月 形 的 面 
积分 别 为 S A S,, W 

т а |? т ДЫ хс 

S+s= g |g) tE |z) tuw- 7|2) 


2 


= 8м Hg te), 


根据 勾 股 定理 知 a 十 太一 ce 一 0, 所 以 
8, + 5, = San 


参考 文献 ”[19,pp.167 一 168]. 
CARH) 
鞋匠 皮 刀 形 (Shoemaker's knife) С РИЙ АВ 上 的 
一 点 ,并 设 AB=2r, AC=2r,,CB=2r,. 在 形 内 分 别 以 AC. BC 
为 直径 作 两 个 半圆 ,再 作 CQ 1 4B, 交 半圆 AB ҒР. TW 为 
ЖЮ АС 和 CB 的 公 切 线 , 且 与 CP 交 于 S, W (1) ЕЛЖ 
ATCWBP 的 面积 ( 记 为 SU) 等 于 以 CP 为 直径 的 圆 面积 ( 记 为 
S1): (2) CP 与 TW 相等 , 且 互相 平分 于 5S, 即 C,T,P、W 四 点 
共 贺 , 它 的 圆心 为 5;(3) SAAT, PHR, BW PERR: 
(4) 外 切 于 半圆 4C( 或 半圆 CB) 和 内 切 于 半圆 AB 以 及 CP 的 
两 个 贺 必 相等 . 
该 图 形 上 出现 于 阿 基 米 德 所 著 的 ( 引 
理 集 )( 也 可 能 是 后 人 收集 整理 阿 基 米 德 
研究 过 的 一 些 初等 几何 问题 而 成 ) , 它 具 
有 许多 奇妙 的 性 质 , 曾 为 许多 人 研究 过 ， 
如 Mackay, Simon 等 


(1) $S, = Fm = xw — 
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= улт +ro!— rt н] ттл 02) 


= TiCP! = + (到 | = 


(2) ЖСР! = 4rir TW: = (ту т) (п т) = rr 
LA CP = TW. X SW = SC,SC = ST', W SC=SP b CT. 
P.W 四 点 共 圆 , 它 的 圆心 为 S. 

(3) 由 于 了 在 以 CP 为 直径 的 圆 上 ,可 见 ZPTC = 90. 又 
АТС = 90°, 所 以 4.T,P 三 点 共 线 , 同 理 B.W P 三 点 也 共 线 . 

(4) 设 外 切 半 贺 AC 于 :内 切 半 图 AB FE R SJ CP 于 
DHAHARA DG Mih E.F 各 为 相似 中 心 ,可 知 AG 与 BD 必 
相交 于 ,CG 与 AD 必 相 交 于 下 ,延长 АЕ 和 CP, 设 它们 相交 于 
О, D 83 AAQB 的 垂 心 ,所 以 AD | BQ, 从 而 知 CFABQ, 因 此 


DGI OG BE АС+ВС 2^т 
АС ДАС АН* LRS ав Т гус? 


同 理 可 得 ; 与 半圆 AB 内 切 ,半圆 BC 外 切 , 以 及 与 CP ҢИЛ 


юш нз, B M H. 
从 推理 过 程 中 可 知 ,AD 与 BQ 的 交点 H 必 在 半圆 AB E. 
该 图 形 还 有 其 他 一 些 性 质 . 
参考 文献 [10,p. 154],[22,рр. 148—149],[35,pp. 185 一 
186]. 


(EL) 
Hipparchus ZE (Hipparchus theorem) A,R 分别 为 一 三 
角形 的 面积 和 外 接 圆 半径 ,a,b\e 为 三 角形 的 三 条 边 masik, 
Hipparchus ( 约 前 190 一 前 125) 生 医 于 罗 德 斯 和 亚历山大 里 
亚 ,长 期 从 事 天 文 观察 和 研究 ,由 于 天 文 研究 的 需要 ,他 成 为 三 角 
术 的 莫 基 人 . 
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如 图 ， A = —absinC. 

又 由 正弦 定理 , sinC = „ы, 

„nA = аб» е Е 

A= z7% ZRT IR 

如 果 利 用 相似 三 角形 知识 求证 , 则 可 作 
直径 A4' 与 BC 上 的 高 AHi, 于 是 4-53 


ДАВА ДАНІ, 2 = E, Шс = 2R + h 
У 


从 而 abc = 2R · (ha) = 4R + A,A = а 


参考 文献 [33,p,134],[38,pp, 180—181]. 

《张文华 ) 
托 勒 密 定理 (Ptolemy theorem) 若 四 边 形 内 接 于 贺 , 则 它 的 两 
双 对 边 的 乘积 之 和 等 于 两 对 角 线 的 乘积 . 

托 勒 密 是 古代 天 文学 的 集大成 者 ,他 继承 前 贤 、 特 别 是 
Hipparchus 和 梅内 劳 斯 的 成 就 ,并 加 以 整理 发 挥 , 写 了 一 本 名 为 
《数学 汇编 ) 的 书 (阿拉 伯 人 称 之 为 (大 汇编 ); 该 书 共有 13 篇 ,其 
中 第 一 篇 主要 讲 球面 三 角 . 在 讨论 如 何 计算 弧 所 对 的 弦 的 长 度 时 ， 
托 勒 密 把 这 个 定理 作为 引 理 提 了 出 来 .但 也 有 的 资料 说 ,这 个 定理 
是 Hipparchus 先 提出 的 , 托 勒 密 只 是 岳 引 了 它 , 在 (数学 汇编 ) 一 
书 中 , 托 勒 将 利用 该 定理 导出 了 包括 加 法 公式 在 内 的 一 系列 重要 
IRAR. 

如 图 4 一 54, 设 ABCD 是 图 内 接 四 边 形 , 若 作 ZBAE = 
“САР, E 在 BD 上 , 则 AABEc AACD, ЛАЕР со AABC. 

‚ АВ _ ВЕ AD _ ED 


ТАС  CD'AC BC 
ш AB'CD= АС: ВЕ, 


BC + AD = АС. ED. 


ЛЯ РЕЛЕ 393 


2. AB -CD + BC + AD Б 
= АС. BE + AC + ED 
= АС(ВЕ + ED) = АС. BD. ser 

Ш AB.CD-- BC-AD= АС: BD. 

定理 的 推广 Б 


(1) 车 4,B8,C.D 是 平面 上 任意 四 点 ， 图 4 一 54 
则 有 


AB. CD + ВС. AD> АС. BD, 
p ЩН{Д A B.C, D MUF, A,B,C,D 


a 点 共 圆 或 共 线 时 ,等 号 成 立 . 
2 {Е ZBAE = ZDAC,ZABE = 
АСР, 
В С AABE со AACD, 
图 4-56 a 
АС“ Ср АР 
АВ +CD = АС. ВЕ. Ф 
х «ВАС = /ЕАР,АВ : АС = АЕ: AD, 
^ AAED со ДАВС, 
АР _ ЕР 
C1 
ВС. AD = АС. ED. @ 
由 外 .@ 得 


АВ + CD + ВС + AD = АС(ВЕ + ED) > АС. BD. 

即 AB.CD + BC. AD> AC «BD: 

(2) # A.B.C DERRE, UTHR, ZABD ZACD, E 
点 不 在 BD 上 , 则 ВЕ + ED > BD. 

Ж АВ.СР+ВС-АР;> АС. ВС. 
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(3) 对 于 同一 直线 上 顺 次 四 点 A.B.C, DIA AB -CD + 
ВС. AD = АС + BD. 这 一 结论 是 由 欧 拉 首先 提出 的 . 

(4) 对 于 空间 四 点 4,B.C.D, 若 满足 4B ,CD 二 BC.4D= 
АС: BD, 则 4、.B.C.D 四 点 必 共 面 , 且 它 们 或 者 顺序 共 图 或 者 顺 
序 共 线 . 

(5) 1985 年 , 杨 路 提出 了 如 下 定理 ; 凸 四 边 形 AAAA 中 ， 
AAAA, AAAA AAA An AAAA 的 外 接 回 半径 分 别 
H Rs Ra Ri Ro IJ 

(R.R,+ RR)JA,A; * ЛА, + (RR, + RR DAA, * A,A, = 
(RiRs 十 КК) АА; + АА. 

参考 文献 [9,р. 177],[16,p. 30,p. 50],[27,р. 47,р. 122, 
р. 190],[33›рр. 136—139]. 

(张文华 ) 
Brahmagupta 公式 (Brahmagupta formula) Ж #0407 


а e abcd ЕЕ p = Ela + b + c + d), N| 
(1) 该 四 边 形 之 面积 为 


S= Уф — аур — P) (p — с) — dy, 
(2) 该 四 边 形 的 对 角 线 长 分 别 为 


[ас + bd) lad + be) Гас bd) (ab ++ сд) 
EN + IN й+к ` 
Brahmaguptat598 一 665) 是 一 位 印度 天 文学 家 兼 数学 家 . 公 
元 628 年 ,他 写 了 一 部 有 20 卷 的 天 文 著作 ,在 第 12 卷 中 有 许多 几 
何 知 识 . 上 述 公式 就 是 Brahmagupta 首先 提出 的 ,当时 他 认为 , 公 
式 对 任意 四 边 形 都 是 适用 的 , 其 实 该 公式 只 对 贺 内 接 四 边 形 才 
жж. 
公式 (1) 是 海伦 公式 的 推广 ,车 a = 0, 四 边 形 退 化 为 三 角形 ,于 


AM ЖЕЛЕ 395 


是 可 得 海伦 公式 
Sa = ИФ Dp. Дх 
(1) 如 图 4 一 56, 圆 内 接 四 边 形 ABCD в И 
Ф, ef = ac + bd. S 497 
由 Bretschneide 公式 得 y 
аса е 84-56 
= + ef + Car — P + ë — dy ][2ef — (а — P + c — 4)] 
= 1 Gae + Bd + a — P + — das + 294 — а + V — e + d 
= T [G Da Ta G= e] 
=-рҮ@+е+е—Ф@+е—5+4а+%+4—О0%+с+4—) 


|] 


Ур — а) Ср — 6) (р — с) — a). 
若 不 借助 于 Bretschneide 公式 ,可 用 另 一 种 推导 方式 : 


S = У (adsinA 十 bcsinC) = + (ad + bo)sinA, 


f = at + dt — ЗайсоѕА =b + c° + 2bccosA, 
atd — p — 
2d + be) 


cos4 = 


\ 


1 T ба вау 
дею Каски д 


ай + bot баа — > — yt] 


aS 


= $ Gad + ete +d — P — c) lad + Rhe + P 
+ oud 
= (ваў Бр) 4}. 
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+. S= /G ауф SQ = OG d}, 

(2) ё = at + 65 — 2abcosB,e* = ¿ë + d’ — ZcdeosD, 
ё+и etd 

(5+ де ai е фа i 


¿e= жуы“ + bed + (e +. dt)ab] 
_ (ae + bd) (ad + be) 


ЖЯ. cosB + cosD = 0, ` 


ab + са 
. e= | ac + bd) (ad + bc) 
Ме= MET . 
йин SHAR. 


推广 ХЕРЕ ДЈ 4BCD, 有 如 下 面积 公式 : 


S= Грав од анасон АС, 


其 中 acid 是 四 边 之 长 , 户 一 TG b+ + D. 
由 于 “下 十 必 一 2adeosh = BD: =b + c — 2becosC, 
4 айсозА — becosC = — Б + а? — 09). 
X 25 = adsin4 + bcsinC, 
@* + @' ,得 
ат Беа y 
= (айсовА — becosC)° + (айзїпА + besinC)* 
=aid! + be — 2abed (eosAcosC — sinAsinC) 
‚А+с_, 
2 


Sad? + P + abed — dabedeos’ С, 


4. 165: = 4lad + be)! — (а? + dt — p! — 00) — 


=а?а + We — Заа | 2cos 


Ф 
加 
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16abcedcos” а + £ 


= (а+Ф+4—с)(а+с+4—Ь)(а+Ь+с—4У, 
A+C 
2 


(b +e + d — a) — l6abcdcost 
= 16(р = a)(p—b)(p — )Xp — 4) — 
A+C 

PE Së 


16abcdcos* 


ә к= Wa oas d) — айо +С, 


参考 文献 [12,p. 146],[32,p. 1221,[35,pp. 219—2201. 
(张文华 HEX) 
Brahmagupta 定理 (Brahmagupta theorem) 若 圆 内 接 四 边 形 
的 对 角 线 互相 垂直 , 则 过 对 角 线 交点 且 垂直 于 一 边 的 直线 必 平 分 


хий. 
如 图 4- 57, 四 边 形 ABCD 内 接 于 @O, 且 4C | Вр T E. it 
ЕЕЕ LAB + Е,ЕЕ Ж CD + G. р 
在 RtAAEB 中 ,由 于 EF | AB, СОЁ 
2 ВАЕ = / ВЕЕ. 4 LA Š 
2 ZCDB = ZCAB = ZBEF = SY 
LDEG,. GD = GE. СА 
хт ZC = 90 — ZCDE = 90° — A 


ZDEG = ZGEC, г. EG = GC. 
п, МААЕ B ЖИР АВ 
边 的 直线 平分 对 边 CD. 
本 定理 的 逆 命题 也 是 成 立 的 . 
参考 文献 [12,p. 146],[27,5p.66 一 67 丁 
(张文华 ) 
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正弦 定理 (Sine theorem) 三 角形 的 三 边 与 它们 所 对 角 的 正弦 
之 比 相等 , 即 在 A4BC 中 , 按 通常 记 法 有 
a b с 
па бав qÍ C = 2R. 

阿拉 伯 数 学 家 、 天 文学 家 Abul Wefa (940 一 998) ,给 出 并 证 
明了 该 定理 , 波斯 史学 家 Al-Birani (973 一 1048) 也 给 出 了 该 定理 
并 作出 一 个 证 明 . 阿拉 伯 天 文学 家 ,数学 家 Nasir Eddin 
(1201—1274) ОС А JR SE 35 ) ( Book nf the Principle of 
Transversal) ,是 数学 史上 流传 至 今 最 早 的 三 角 学 专门 著作 , 该 书 
共 分 5 卷 ,其 中 卷 3 清楚 地 陈述 和 论证 了 正弦 定理 ， 

结论 的 得 出 ,可 以 按 三 角形 的 一 角 ( 如 之 4) 分 别 为 锐角 、 直 
角 、 钝 角 三 种 情况 来 研究 ， 


CD) D 
4-58 
ООЖ AABC 的 外 接 圆 , 作 直径 BD, 连 结 DC, W í ZA 为 


锐角 时 , a = 2Rsin D = 2Rsin А; 14 ZA 为 直角 时 , а = 2R = 
2Rsin90° = 2Rsin А; 4 ZA H M fm PR, a = 2Rsin D = 


a 


2Rsin(180° — A) 一 2Rsin A 所 以 都 有 20. = 2R. 
b С 

Ма. Sa Жып = 28: 

н z _ k РЫР 
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Ж, = fase ШЕФ =, ЖК ЛЕЯ ИЕ EM, EZE 
是 等 价 的 , 即 由 一 个 可 推导 出 其 他 两 个 . 

参考 文献 [I pp. 9) ~ 92],[13,p, 21, p. 4537, [38， 
р. 167]. [33,p. 223] 

( 郑 君 文 ) 

ӨЕ (The theorem of butterfly) 设 M ERE Е AB 
的 中 点 ,过 M ЕВИЯ СО,ЕК, СЕ Уу DF 分 别 交 
直线 AB + H УС, MG = MH, 如 图 
4 -59. 这 一 事实 叫做 蝴蝶 定理 ,是 因为 它 的 
图 像 一 只 飞舞 的 蝴蝶 , 它 最 早 作为 一 个 征 解 A k 
题目 出 现 于 1815 年 西欧 一 本 通俗 杂志 《男士 
日 记 ) 上 ,不 久 即 有 人 给 出 解答 ,但 解法 颇 繁 - E 
直到 20 世纪 , 才 有 简捷 的 证 法 出 现 . 下 述 证 к: 
明 是 简捷 而 易于 推广 的 证 法 之 一 : 


只 要 证 明 М — МО 就 可 以 .也 即 要 证 明 


F 


MH BG 3 
E = © 


用 面积 方法 ,得 
MH BG _ диск. Saar _ дағ, MC ME 


АН ` MG Sace. бл» Sace! MD MF 


— Sasnr ‚ Засеў, лор 


лак Sapu Socor 
BD-DF-BF CE:CF DE :CE 
AC. CE + АЕ ` DE + DP DF + CF. 
BD ВЕ СЕ 

АС ° АЕ” DF 

_ВМ,МЕ СМ _ BM _ | 
=TM AM MF AM ` 
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注意 到 条 件 BM = АМ 到 最 后 一 步 才 用 上 ,上 述 证 明 实 际 上 给 出 
THE HIREM: PALEZ ABCDEF 交 于 一 点 M, 直 线 
CE、DF 分 别 与 直线 АВ 交 于 H,G WE 


MH _ BG _ BM @ 
AH ` МС АМ 


йез —ФЕГ EAR 
交 于 一 点 的 情形 . 如 图 4 - 60, 设 А,В,С, 
DE、FF 是 贺 上 任意 六 个 点 ,直线 CD. EF. 
СЕ.РЕ 分 别 与 直线 AB 交 于 MN,H.G， 
则 有 


MH .BG _ Saue ,Saaor _ Sanpr Saue ,Sas , Saver 
АН “МС к” Same Sams башк Sang SAnor 
_ BD. BF. DF МС DC,DE.CE ЕЕ 
= AC- AE + CE ` DC ` DE + DF + EF ` NF 
_ BD ВЕ МС _ MC BF Вр 
— AC 'AE NF ` AC ` NF ` AE 
MB AE ВР ВМ 


© BD AN AE АМ 
Ж Ж.Ж W ХХ 4 ME 09 Bi 0 th F ЖЮ УКЕ 
的 证 明 ; 
MH .BG АМ _ Sauce ,Saair ‚АМ, AB 
АН “NG BM Sawe Savo АВ BM 
— Sawa Same , Sannr , Saner ‚АМ, АВ 
= быж ` Бака Saver Savor АВ ` BM 
— MC Sans Saue . ЕР, лаве, Soane 
DC "Sas бао МЕ Soue Same 
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Saam ,Sass „ Same , Spiir ; Saam., 
ше “Эде Sane блм биш” 


Spanse 
SAapc 


_ AB:BC , DC:CE , BD:BF-DF , 
= АЕ.СЕ ` DF-EF ` AB.AF.BF 
АЕ, EF ` AF 
BD - DC - BC 
=1. 


如 果 直 线 AB 在 圆 外 ,M 是 4B 中 AG M HB 
点 这 个 条 件 便 失 去 了 意义 ,但 蝴蝶 定理 
可 用 另 一 方式 级 述 + 如 图 , 自 某 圆 圆心 0 
向 任 一 直线 AB 引 垂 线 , 垂 足 为 M, 过 M 
作 两 直线 分 别 与 圆 交 于 C.D ЕЕ. Е 
线 CE、 DR 与 直线 AB 分 别 交 于 С.Н, 
则 MG = MH. 

对 于 这 种 情形 ,前 面 的 证 明 失 效 . 下 
面 给 出 另 一 种 面积 证 法 . 它 适用 于 这 种 叙述 方式 ,但 不 能 用 于 推广 
的 螨 蝶 定理 . 

如 图 4 一 61, 有 


Samce — Sauc = $дмск. 
因而 
MG > МЕзіп(90° + 8) — MG + MCsin(90° — a) 
= МС + MEsin(a + В), 
解 出 
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_ MC > MEsin(a + p) 


MG = MEcosA — MCzosa ' 


同 理 ,得 


Мр. МЕзїп (а + В) 
MDeosa 一 MFceosñ ` 


要 证 明 的 是 上 两 式 右 端 相等 ,于 是 要 证 


созӣ _ cosa _ соза _ cos 


MC МЕ MF MD: 


MH = 


此 式 可 化 为 


(ME + MF)cosa _ (MD + МС)созй 
МЕ » MF ka MD.MC ' 


注意 到 МЕ. MF = MD - MC ( 圆 其 定理 ), 以 及 


可 知 要 证 的 等 式 成 立 . 

蝴蝶 定理 的 原型 ,以 及 图 460 中 的 推广 形式 ,可 以 把 圆 改 为 
椭圆 ,其 结论 不 变 , 但 图 4- 61 型 的 叙述 , 则 不 能 推广 为 椅 贺 上 的 
命题 . 

除了 贺 ( 及 精 圆 ) 上 的 蝴蝶 定理 外 ,四 边 形 的 蝴蝶 定理 也 是 有 
趣 的 . 它 的 最 一 般 形式 为 : 

设 四 边 形 APBQ 的 对 角 线 AB.PQ ЖТ О. 在 PQ 上任 取 一 
点 R, 过 民 作 两 直线 ,一 条 分 别 与 AP.BQ + C.D, 另 一 条 分 别 
与 4Q.BP XF E.R. 直 线 CD、EF.CE、DE 分 别 与 4B 交 于 和 N、 
MM. 日 .G, 如 图 4 一 62, 则 有 


MH BG _ BM 
АН ` NG АМ ® 
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кңӊожан,йо,у,м=җщ 
#.@ BIR. 进一步 ,再 设 PQ 平 
ЖАВ, ШОНО. 可见 ,此 命题 
与 加 上 的 蝴 媒 定理 十 分 相似 . 
以 下 给 出 相应 于 图 4 - 62 的 @ 式 
的 证 明 ; 
MH ‚ВС _ Sauce Sane 
AH NG Sant Sane 
= Sase , Sauce 。 
Sass Saucr 


Saien Sier 
Saa ‚ЧА 


Sams Saner MF ` ND 
分 别 计算 这 四 个 分 式 : 


SAapr _ Sane . Sasa, Saara _ BD + BF ВО АР * AQ 
Same Зама Saan. Sawe BP + BQ АО AC + АЕ" 


Spuer _ Samer , Sousse _ CR ,FM 
Saser Soare ”Sanor CN ЁК 


— Share ‚ Sampu _ ларе, лаи _ AO ВМ 
Si Sawe “Sama Saary ВО AN' 
МЕ _ дане _ Ѕдавк „Saano „Элл _ AE | Saam , ВР 
МЕ Saase Saug Saa Saase “AQ Saase BE’ 


NC _ Saa _ Saam Somme ,Saas AC лап, BQ 
ND Samo “Saam Saam Sao АР Sam BD' 
代入 前 式 , 约 简 后 恰 得 所 要 的 等 式 田 . 

那么 ,加 上 的 蝴蝶 定理 与 四 边 形 上 的 蝴蝶 定理 之 间 有 什么 联 
系 没有 呢 ?可 以 这 样 看 ;在 图 4-60 中 , 设 AE、BD 交 于 Q,AC、BF 
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交 于 忆 , 则 由 帕斯卡 定理 ,直线 PQ 通过 DC 与 EF 的 交点 R. 这 
样 ,用 四 边 形 上 的 蝴蝶 定理 , 即 可 推出 辐 上 的 蜂 蝶 定理 . 可 见 , 两 种 
蝴蝶 定理 本 质 上 是 相通 的 . 
ЖФ) 

Servois 定理 (Servois theorem) 三 角形 任意 一 个 顶点 到 垂 
心 的 距离 ;等 于 外 心 到 它 的 对 边 的 距离 的 两 倍 . 

该 定理 是 法 国 数学 家 F. J. Servois(1767 一 1847) 于 1804 年 发 
现 的 ,Carnot 于 1810 年 重新 发 现 了 它 . 

WAABC 的 三 条 高 AH BH: CHEF H,O 是 它 的 外 心 ， 
М,.М,.р 各 为 ВС.ВА,ВН 的 中 点 ,连结 DMI OM, DM, ,DM,, 
则 MD / АН, // ОМ,.ОМ, // CH, // M.D,AH = 2M,D, 所 以 


四 边 形 DMiOM: 为 平行 四 边 形 ,因此 ,， OM, = Мр = ТАН. 


M; c 
图 4-63 图 4-64 


如 果 画 出 了 A4BC 的 外 接 贺 0, 那么 可 作 直 径 ВЕ, ЖА АЕ, 
EC, 易 知 四 边 形 АНСЕ 为 平行 四 边 形 , 所 以 АН = ЕС = ОМ, 

Ë AABC 的 外 接 贺 半径 为 R, B # ZBEC = ZA, 
ZHiHC=ZHsHA=ZB,ZAEB=LC, 所 以 可 得 到 如 下 推论 : 

推论 1 (1) AH = 2Rcos A,BH = 2Rcos B,CH = 2Rcos Cs 
(2) AH + BH + CH =2(R+r) = асо А + beot В + ссо C, 
其 中 r 是 和 ABC 的 内 切 圆 半径 , 后 者 是 Carnot 于 1803 年 发 现 的 
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推论 2 (1) НН, = 2Reos Beos C, HH, = 2Rcos Ceos А, 
НН, = 2Rcos Acos В; (2) HA - HH, = HB • HH, = НС. 


HH, = 一 HG + Ё +e) =— АК'сов Acos Bcos C, 这 里 当 


AABC 为 锐角 三 角形 时 ,其 值 为 负 , 为 钝 角 三 角形 时 ,其 值 为 正 . 
它 是 Carnot 于 1801 年 发 现 的 . 

推论 3 а АН = b + BE = et + СН' = ARAH 十 
BH: + СН? = 12R: — (at + b + c). 

ё 4 H.H,+ HiH + H.H, = 22, х8 A RRAABC 
的 面积 . 

推论 4 是 Booth + 1879 年 得 到 的 , 它 反映 了 三 角形 的 垂 足 三 
角形 的 周 长 与 原 三 角形 的 面积 与 其 外 接 阅 半径 之 间 的 关系 . 

推论 5 三 角形 的 外 心 到 它 的 各 顶点 的 向 量 之 和 等 于 外 心 到 
жй. 

推论 5 是 英国 数学 家 ]. 1. Sylvester(1814 一 1897) 给 出 的 ,所 
以 把 它 称 为 Sylvester 定理 . 

参考 文献 [31,p.163],[38,p.195,pp.202—204]. 

(жж х) 

两 国 的 麦 比 乌 斯 定理 (Mabius theorem of two circles) ”通过 两 
图 的 交点 A 分 别 作 两 条 直线 PQ 和 P'Q' ,分 别 与 加 相交 于 PP 和 QQ、 
Ө , 则 PP 与 QQ 的 交角 .ZS 的 大 小 一 定 . 

该 定理 是 德国 数学 家 麦 比 乌 斯 于 
1837 年 得 到 的 . 

设 两 圆 的 另 一 个 交点 为 B, 连 结 
AB.P'B, BQ'. 因为 两 贺 中 的 АВ 弧 确 
定 , 所 以 ZQP'B 和 之 P'QB 大 小 一 定 ， 
从 而 ZP'BQ 的 大 小 也 一 定 . 又 因为 
ZSPQ = ZP'BA,ZABQ' = ZQ, 所 
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以 ZSPQ + ZSQP = ZP'BA+ ZABQ' = ZP'BQ' 为 定 值 , 因 
此 ,PP' 与 QQ' 的 交角 LS 的 大 小 一 定 . 
如 果 过 A 点 分 别 作 两 圆 的 切线 CD. 
EF, M LCAQ' = <Q,CLPP4 = 
民 PHMF, 所 以 CS = ZP'PA — ZQ = 
&Р' АЕ — ZQ. {В ZCAQ' = ZP'AD, 
№5 = ZP'AF – ZP'AD= ZDAF. 
由 于 LDAF 是 两 圆 的 交角 , 它 的 大 小 是 
一 定 的 ,所 成 ZS 的 大 小 也 一 定 ， 
应 当 注 意 ,图 4“ 68 只 是 给 出 了 一 种 情形 ,还 有 多 种 情形 的 图 


存在 . 
参考 文献 (38,рр. 263—264]. 
(#23) 
雅 可 比 定理 (Jacobi theorem) ”延长 圆 内 接 四 边 形 ABCD 的 两 
组 对 边 分 别 交 于 点 E.F W Е.Е РИ АТ EF. 
该 定理 是 德国 数学 家 雅 可 比 于 1846 年 得 到 的 . 
如 图 4- 67, 作 ABCE 的 外 接 圆 交 EF А 
FTA Ө. ZCQF = ZCBE = ZADC, Ж 
W C.D.F.Q 四 点 亦 共 图 
В C.D.F. 四 点 共 图 ;得 / 
EC » ED = EQ ЕР. Ф \ 
ш B.C.Q.E 四 点 共 圆 ,得 
ЕС. FB = FQ: EF. 加 图 4- 67 
全 十 回 , 得 
EC + ED + FC + FB = EQ - EF + FQ - EF 
= EF(EQ + QF) = ЕЕ", @ 
I+ E BX: T @O ЕФТ ЕС, ED, F 点 关于 @O NRY 
于 FC， FB, 故 @ 式 表明 ; E.F 关于 ©O 的 筹 之 和 等 于 EF. 
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参考 文献 [38,pp, 256 一 257]. 
《张文华 ) 


Chappie 定理 (Chapple theorem) 设 入 ABC 的 外 接 图 的 半径 
为 尺 ,内 切 圆 或 一 旁 切 圆 的 半径 为 r,d 是 两 贺 的 圆心 距 , 则 a° 一 
R: + 2Rr. 


В 1-68 В 4 - 69 
AA а = К 一 2Rr 是 Chapple F 1746 年 发 现 的 ,网 拉 在 
1765 年 再 发 现 与 其 等 价 的 公式 
а= We _ 


这 里 A 表示 人 4ABC 的 面积 . 
设 A4BC 外 心 为 0; 内 心 或 对 着 和 A 的 旁 心 为 1 连结 Al 交 
0O 于 P, 作 @O 直径 PQ, 连 结 ВО. LOI UJ АВ T р, 


1D, 因 PQB 一 LI14D, 所 以 RtAPQBDRtA1AD, 从 而 人 一 
Тр , 即 2Rr = TA + PB. Жї BIM /В1Р = (ВС + 


ВАС), 而 ZIBP = 1 Zppc + /РВС = 1сервс + 
АВС). ННЯ Z BIP = ZIBP. FE PB = PT, 目 有 2Rr = 
IA» IP. 

易 知 , 当 了 为 人 4B8C 的 内 心 时 , ТА, IP = R — а, а = 
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R? 一 2Rr; 当 了 为 人 ABC 的 旁 心 时 ,1A4 ІР = а — Е, d’ = 
RR 十 2Rr. 从 而 d* = К° + 2Rr. 
参考 文献 [14,pp. 204 一 206],[38,pp. 205—207 ]. 
GERM) 
RREA (Feuerbach formula) {# К.г 和 rm 分 别 是 
AABC ЕЗ АИ АЗЕ, ЕЮ =l 


KAIA abcrs = Fla +5 + O.M 

OY т. + rera + rari = s 

(0). Бъ н — r = 4. 
АКЕ F. 1822 年 得 到 的 . 
(1) 用 A 表示 人 4ABC 的 面积 , 则 


A= Saan, + бала, — Sana, 


= Tr. + er, — ar) 


同 理 可 得 
А = т,05 — b) = r.Gs — с). 
ИРЦ rare rz, + туь 


„5 — a). 


В 4-70 


< ИЕ . Жел 
=4 [6 рев] 


= 2aƏ TERS ЖЕҢ ге 
(з —а)(з —b)G — с)' 
但 At=s(s—a)(s—b)(s—c), AMERA). 
如 果 利 用 三 角 知识 ,那么 可 得 到 
А 
Fretrerst rr =i] te 215 Сна Eig Stig FE z) г 


В, 16 ČZ A Жа _ 
BRAME эш g +!Е р Tg yta y = 1, 从 而 便 得 (1). 
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(2) 从 图 形 上 也 可 具体 反映 出 
它 的 关系 . 设 1.、r, 等 分 别 表示 
AABC 旁 切 圆 的 贺 心 和 半径 ,Tr 为 
它 的 内 切 图 圆心 和 半径 ,X,Y 2AM 
也, 为 切 点 ,连结 [1, 交 八 4BC 的 外 接 
EFE W EIS E,C EL, BJ E, 
28 ILHA. 设 M, 为 BC 的 中 点 ， 
则 天 一 "= 2Е,М,. X CY, = BZ, = 
з — a, 所 以 MX ZYP A. 

设 EM 与 AABC 外 接 圆 的 另 一 个 交点 为 E, M EE 为 外 
RUHE, A AE, 平 分 人 BAC ЮЖ, АЕ Л.І. 
f] rs + r, = МЕ, 因此 

r+, + r, — r = 2EM, + 2M,E' = 2Е,Е = 4R. 


因为 пат 


=Å» Wapa E SPE: EN 
нра =s 


ab _ акс 
500—406 — 006—0) А” 
又 “4 二 从 ,所 以 便 知 (2) 成 立 . 
如 果 利 用 三 角 知识 便 有 
Tatr trr 


一 Ac 


Ri В АШ чс ү 
= stg 2 + stg Z + sig 2 (з = a)tg 2 
с-ш Ë W. 

х 2 
2 + + ава = 2 С> 


2 
一 4R РР: + 
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=2R[3— (cos А + соз В + cos СУ] + 2r 


=4R — BRsin уып Psin © + 2r, 


但 r= 4Rsin sin Жз 5 ,由 此 就 得 到 (2)， 
ШЕЛ; ШЕПЕЕГЕЯЛИ ЖЕРК. 
Ф «10. пк) R, B, L. Fejes Tóth, Mat. 


Lapok 1(1949) ,72, 
Ф E, IB r, + r, + r, АКИ + r, + r, > AR. Ñ 


Ta Fri tr. = 4R + r, 
Xr <Ë. 
пат r, SR + 


也 即 (R< 0 n + rO < SR. 


Dr < r, + n +r < 3, Ю M.S, Klamkin, Math. 


Teacher 60(1967) ,823—328. 
据 tt 得 


т +, + r, < ФЕ. n nas 2r + r = 9r. 


图 54Rr < 3(5с + са + ab) < Alr, + rr, + тг), Й 
F. Leuenberger—]. Steining, Elem. Math. 20(1965),89— 90. 
由 


nn пт тл = = T (a+ b+ ey, 


Ж! 3( + ca + ab) < (a +b + cy f 
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Зс + ca + ab) < Ar + rz, + r, ту). 


由 3(®с + ca + ар) = зак) 1. 7 + 


= 6R(hs + h; + h.) 2 18R * 


208 
тле 


hb 
-L (该 等 式 由 Terquem 于 1843 年 得 到 ) ,得 
Зс 十 ca + ас) 2 54Rr, 

参考 文献 [30,pp.66—67],[38,p.193,p.181J. 


1 
h. 


(жя х) 
Lemoine 公式 (Lemoine formula) О.Г H Ф A ABC 
的 外 心 ,内 心 和 垂 心 , 则 
(1) OH? = Е*(1 — 8соз Acos Bcos С) 
=9R: — (at +0 07); / 
(2) IH: = 2r* — 4R:cos Acos Bcos С /| 
=R +з TG + + e. 
上 述 公式 都 是 法 国 数学 家 E. М.Н. g c 
Lemoine(1840—1912) F 1870 年 发 现 的 . 
(1) AX OH’ =R + АН — 2R * 
AHcos 0,AH =2Rcos A,0= | ZB — ZC | FVA 
OH: = R: — 2Rcos A[2Rcos(B — C) — 2Rcos А] 
= RI(1 — 8cos Acos Beos C). 
Ti sint À + sin: B + sin’C = 2(1 + cos Acos Beos С), Ж 
ОН? = 98 — (at + B +e). 
(2) 因为 IH: = ІА? + HA: — 21А + HAcos p, 而 


图 4-72 


ЛЕ 
ТА = Ж” 4Rsin Zn 


sin 5 


С 
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НА = 2Reos А,р= p [Za 2ë[; 
所 以 
А IH* = 4R'| 4sin* in § 十 cosi4 一 
BE) 


„ЗЕ 
4sin sin Fcos Acos P 


=4R | ásin? Esin? © (1 — eos A) — 


cos A[cos(B + C) + sin Bsin CJJ 
Bian = 202 — 4R?cos Acos Bcos С 
= + 4 — (a + + D. 

同样 还 可 以 导出 人 ABC #4» L. Узр H 间 的 距离 的 平方 公 
Ж: LH? = 2,2 一 4R'eos Acos Bcos C 等 ， 

参考 文献 【38,pp. 204 一 205,pp. 207—208]. 

жх) 
Fuss 定理 (Fuss theorem) 4 Р Ah tk E OUR IL 
心 四 边 形 ) ,外 接 圆 半径 为 尺 ,内 切 圆 半径 为 ,圆心 距 为 z, 则 
2m(R: + dt) = (R 一 dty'. 

这 个 定理 是 欧 拉 的 学 生 和 朋友 N. 
Fuss(1755 一 1826) 得 到 的 ,他 还 发 现 了 双 
心 五 边 形 、 双 心 六 边 形 、 双 心 七 边 形 , 双 心 八 
边 形 的 相应 的 公式 ,而 有 关 三 角形 的 相应 公 
式 是 由 欧 拉 提 供 的 , 即 7* 一 d? = 2rR. 

为 了 证 明 这 个 公式 ,首先 要 证 双 心 四 
边 形 两 双 对 边 上 切 点 的 连 线 互相 垂直 : 设 
双 心 四 边 形 ABCD 的 两 双 对 边 上 切 点 是 
X 5 K'Y ӉҮ'. HY ZPYC = ZPY'D, ZPXB = ZLPX'C, 所 
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DLZPYB + ZPY'D = 180°, ZPXB + ZPX'D = 180°. 
而 /РҮВ+ ZPXB+ ZB + ZXPY = 360°, 

ZPY'D + ZPX'D + ZD + ZX'PY' = 360°, 

两 式 相 加 后 得 ”XPY + ZX'PY' = 180", 但 它们 是 对 项 角 ,所 
ИХ 1 YY. 

要 求证 这 个 关于 外 接 圆 和 内 切 加 半径 及 连 心 线 的 关系 式 ,可 
借助 下 列 轨 迹 问题 : 顶点 固定 在 一 个 圆 内 的 直角 , 绕 着 顶点 旋转 ， 
求 过 该 角 的 两 边 与 圆 的 交点 的 两 条 圆 切 线 交 点 的 轨迹 . 即 求 外 切 
四 边 形 项 点 的 轨迹 ， 

为 此 只 需 取 圆 形 的 一 部 分 研究 . 如 图 4- 75,X. 了 是 OF 的 两 
切 点 ,过 和 了 的 两 切线 交 于 B.R P AE PX | РҮ, P fE 
PN | ХҮ % XY + №,ВІ | XY 交 XY 于 MM, 在 PI 上 取 一 点 0， 
设 IO0=d, 则 BO=R. 由 LXFY 是 直角 ,可 知 B 
P.N: = XN + YN. PI = e, ZBIP = 9, 


PN = МІ — ecos p, XN = МХ — esin p, 
YN = МХ + езп. 


i МІ = p,MX = ” WA 
(p—ecos g)! = (р —esin Ф) (Z +esin g) , 图 4-75 
两 边 同 加 9 48 


26° — 2pecos p + (ecos g)! + (esin p)? = р? + p*, 
其 中 Pto = M + MX: = п, 


К 20 — Bpecos g -+ e = rè @ 

又 因为 A1XB 也 是 直角 三 角形 ,所 以 有 IX* = IB + IM. ië 
1B=py 于 是 тр р. [а] 
将 回 代 入 加 ,得 2-7;—2^еозр+еб= m, 


E ep 
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Эг“ = 2priecos g+ p’ (r — e), 
得 = ч abecos p= == P. @ 
ЗЕ ЛОВІ P ЖК Bh 48 
OB: = ОР + BI: + 2BI + Olcos ç. 
B OB=R,OI = а,ВІ = р, 
R: = dt + р + 2dpcos g, 
此 时 ,在 轨迹 问题 里 4 还 是 不 定 的 ,如 果 现 选取 


rie 
d= Fe @ 
ЖА R: = d кечге “_үрсоз g. @ 
将 @ 代 人 加 ,得 
R= di 和 + 222. 


同 理 , 如 果 对 ACD 点 也 作 上 述 运 算 , 也 能 得 到 这 个 公式 ， 
这 说 明 A BCD UAHA. 


HOTE- е = „А ORA 


24* 
з= 
于 是 оао | al КА©ЕМ.# 


208 + d) = (R — а), 
事实 上 , 比 Fuss 定理 更 值得 注意 的 是 从 前 面 定理 证 明 过 程 


中 得 到 的 关于 双 心 四 边 形 的 另 一 定理 , 如 果 一 个 贺 内 有 一 内 含 
图 (不 一 定 同心 ), 那 么 自 外 图 周 上 一 点 作 内 含 圆 的 切线 交 外 贺 
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周 于 另 一 点 ,再 以 这 点 作 内 含 圆 切 线 交 外 圆周 于 又 一 点 ,将 此 过 
程 继续 下 去 , 便 可 得 到 庞 斯 莱 模 截 线 . 由 条 外 圆 的 弦 组 成 的 横 
截 线 称 为 x ШВА. 法 国 数学 家 庞 斯 莱 推 得 :“ 如 果 在 外 辆 
上 的 一 点 ,对 其 内 含 圆 的 四 边 模 截 线 在 此 点 闭合 ,那么 外 图 周 上 
任意 起 点 对 其 内 含 圆 的 四 边 槛 截 线 也 在 起 点 闭合 , ” 

庞 斯 莱 证 明 这 个 定理 不 仅 适 用 于 四 边 槛 截 线 ,而 且 普 这 适 用 
F п 边 横 截 线 ; 不 仅 适用 于 圆 , 而 且 适 用 于 任何 圆锥 曲线 

参考 文献 [18,p. 237],[31,рр. 211 一 216]. 

GREH) 

Spieker I] (Spieker circle) 三 角形 的 任 一 Nagel 点 到 各 顶点 连 

线 的 中 点 所 构成 的 三 角形 ,与 原 三 角形 的 中 点 三 角形 有 一 共同 的 内 
切 圆 或 旁 切 贺 , 此 加 称 为 原 三 角形 的 Spiker 回 ( 也 称 已 - IB). 

该 题 首 见于 Spieker; Grunerts, Archiv, 51,1870,рр: 10—14. 

如 图 4-76,A4BC 的 三 条 中 线 A 
AD, ВЕ,СЕ 交 于 点 G, ADEF 是 
AABC 的 中 点 三 角形 .了 是 人 ABC 
的 内 心 ,入 是 人 ABC 的 Nagel 点 ， 
A'B! CHIANA, NBE NCA Z Уе 
点 .Ah BC 与 A4BG 位 似 ,其 外 位 Ор a 
似 中 心 为 N1 相 似 比 为 证 :又 ABC 图 4-76 
和 ADEF 位 似 , 其 内 位 似 中 心 为 G, 相 似 比 为 一 2 可见 人 A'B'C' 
与 人 DEF 也 位 似 ,其 内 位 似 中 心 应 在 NG 上 ; 且 应 是 NG 的 中 点 ， 
相似 比 是 一 1, 即 AB'C' о ADEF, 

今 考察 和 人 ABC、AA'B'C';ADEk 的 内 切 圆 之 间 的 美 系 . 
当 将 人 ABC 变换 成 人 A1B'C' ,和 人 ABC 的 内 切 圆 变换 成 A4' B'C' 
MAAM HF NGI 在 同一 直线 上 ; 且 1G = 1GN, М 
AA'B'C' 的 内 切 加 图 心 K' 应 是 NT 的 中 点 . 5 ЖЕ A ABC 变 为 
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ADEF 时 ,人 ABC 的 内 切 贺 变换 成 人 DER Hh Ñ Bl. 因 相似 
出 是 一 2, 其 内 切 图 男 心 天 也 应 在 NG k, B KG = GI. 由 此 
TIL, K'A K ЖА. 又 由 于 这 两 个 内 切 加 是 等 加 ,故此 两 加 
必 重 合 . 

关于 旁 切 阅 的 情况 ,可 类 伏地 讨论 。 

三 角形 的 Spieker 贺 是 原 三 角形 的 中 点 三 角形 的 内 切 加 和 旁 
а. 

参考 文献 [14,p. 452),[22,рр. 285-286]. 


(张文华 ) 
Salmon 定理 (Salmon theorem) BÒ OF) А,В 两 点 的 距离 与 
x A 到 上 B 的 极 线 b 及 8B B| A 的 极 线 a BJ E 


离 成 比例 
AA 该 定理 为 英国 数学 家 С. Salmon 所 发 
INA | 现 , 它 是 极 和 极 线 理 论 中 的 一 个 基本 定理 . 


如 图 4 -79, 直 线 a.5 分别 是 点 A、B 
15 的 极 线 ,OA |a 于 及,OB15 于 KK,AP 是 
4-71 有 4 到 航线 5 的 距离,BQ 是 卫 到 极 线 a WIE 
离 . 作 4D | OB T D,BE | OA FE, W| 
A.E.D.B 四 点 共 圆 ,于 是 有 
OD - OB = ОЕ. ОА, Ф 
3 OB -OK = К = ОА. OH, @ 
0)—0,# OB(OK — Ор) = 0A(0H — ОЕ), 
即 OB- AP=0A4.BQ; 
ОА: OB = АР: BQ. 
参考 文献 [22,pp.132—133],[38,p. 245]. 
(张文华 ) 
Johnson 定理 (Johnson theorem) 车 三 个 等 加 Ci (rn) Cz(7) ,Cs 
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(7) 通 过 同一 个 点 O, 另 外 的 三 个 交点 为 PP Pi 那么 AP:P:P; 
的 外 接 圆 半径 也 是 六 

这 个 定理 是 美国 几何 学 家 Royer Johnson 于 1916 年 提出 来 的 . 

由 于 三 个 已 知 加 的 半径 都 是 *, 所 以 图 
形 中 包含 着 许多 鞭 形 . NEE С,Р,С,0 与 姜 
Ж C:P:C:0, %8) СР, #ОС„#С,Р, „Е. 
CPP;C: 为 平行 四 边 形 ,可 得 CiC: = Р,Р,. 
同 理 得 CC = Р,Р,,СС, = РР. Wl 
АСС, 2 AP,P,P,, 而 OC, = ОС, = 
ОС, =r, 即 ACiC:C; 的 外 接 圆 半径 正好 是 图 4-78 
7 所 以 人 P,P;P, 的 外 接 贺 半径 也 是 7. 

此 定理 有 一 更 为 简捷 的 证 法 ; 取 点 K 使 得 四 边 形 KP,C,P, 
338 3, ML KP, = KP, = r. 因为 P.C, ¿ C,O £ Р,С,, B 
已 CKP 所 以 P.C, Z KP,, 得 四 边 形 KP,C,P, b ESE, 
КР, =r. ATRAP PPA ENERE r 

参考 文献 [15,pp. 282~283]. 


GRR) 
葛 尔 刚 点 (Gergonne points) # 7 ÆAABC 的 内 切 圆 或 旁 
切 圆 , 它 切 BC,CA、AB F X,Y,Z, I AX. BY.CZ 三 线 共 点 .这 


样 的 点 称 为 莫 尔 刚 点 . š 
央 为 一 个 三 角形 有 一 个 内 切 圆 和 三 个 旁 
切 加 ,所 以 ,一 个 三 角形 有 四 个 韶 尔 刚 点 
ҚЖА қ ж Annales de Math. x 
9G1818—9). 
HF BX = 2В,ХС=СҮ,РА= AZ, É хс 


TES YC YA RRRS воо 


Ж AX. BY.CZ 三 线 共 点 ， 
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参考 文献 [18,рр. 202—203]. 

(#6) 

等 角 中 心 (Isogonic centre) 自任 意 三 角形 各 边 向 外 作 正三 角 

形 , 则 三 角形 的 三 个 顶点 分 别 与 相对 的 正三 角形 的 外 项 点 的 连 线 

交 于 一 点 ,此 点 称 为 正 等 角 中 心 , 如 果 向 内 作 正 三 角形 ,同样 有 三 
线 共 点 ,此 点 称 为 负 等 角 中 心 . 

三 角形 的 正 等 角 中 心 是 三 角形 的 巧合 点 之 一 , 早 在 希腊 时 代 
就 已 被 发 现 ,17 世纪 费 马 曾 提出 一 个 问题 ,征求 解答 . 这 个 问题 
是 ;“ 求 一 点 ,使 其 与 已 知 三 角形 三 顶点 的 距离 之 和 为 最 小 . "而 恰 
恰当 已 知 三 角形 的 最 大 内 角 小 于 120° 时 ,这 个 点 就 是 该 三 角形 的 
正 等 角 中 心 , 又 称 为 费 马 点 . 

以 A4BC 的 各 边 为 边 分 别 向 形 外 作 正 三 角形 ABC4'、 
ACAB'. AABC'. В ЛАВС 有 一 个 内 角 为 120", 不 妨 设 ZA = 
120° ,这 时 ВАВ' .CAC' 都 是 直线 ,因而 АА' 、BB' .CC 都 交 于 4 з. 

假定 AaBC 各 内 角 都 小 于 120", 这 时 BB' CC! 应 交 于 A4BC 
内 部 一 点 D, 连 结 04.04'、 由 于 АВ = AC',AB' = AC, H 
ZBAB' = ZCAC' = Z BAC + 60° ‚ВТ ABAB' #2 AC'AC. 由 
此 可 知 点 4 与 BB'、.CC' 等 距 , 于 是 04 平分 LB'OC', 同时 又 
ZAB'B = ZACC', В A.B'.C.O 四 点 共 贺 :得 LCAB' = 
ZCOB' = 60. XEM /А'ВС = 60", ZCOB' = ZA BC , 即 
A'.B.O.C 四 点 共 圆 ,从 而 /А'ОС = /А'ВС = 60°, A OA' Ж 
ВОС 的 平分 线 ,因而 ,4、O、A' 三 点 共 线 , 即 АА',ВВ',СС = 
XFA О. 

假定 A4BC 有 一 内 角 大 于 120"; 不 妨 设 ZA > 120 ,这 时 
BB' CC EX FAABC 外 部 一 点 DG.4 在 BC 同 侧 ), 连 结 OA、 
ОА! , 仿 上 面 的 步骤 同样 可 证 人 A4BB'EA4C'C, 以 及 0.8.4，C 
四 点 共 加 ,所 以 04.O4' 同 是 二 BOC 的 平分 线 , 即 04.O4' 重 合 ， 
从 而 44' ,BBCC' 交 于 一 点 O 〇 . 
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关于 负 等 角 中 心 也 可 类 似 地 分 情形 进行 证 明 ， 


a 
图 4 一 80 


参考 文献 [14,pp. 169 一 171],[18,pp. 201—202]. 
RRM) 
布 利安 香 定理 (Brianchon theorem) 车 一 个 六 边 形 的 六 条 边 
与 一 个 圆 相 切 , 则 它 的 三 条 相对 顶点 连 线 共 点 或 者 彼此 平行 . 
这 个 定理 是 法 国 数学 家 布 利安 香 于 1806 年 发 现 的 , 它 与 帕 斯 
卡 线 是 有 名 的 对 侦 命题. 参见 帕斯卡 线 . 
Ж ABCDEF 是 凸 六 边 形 , 且 
六 条 边 与 一 个 圆 相 切 ,R\Q.T.S、 
PU 分 别 是 切 点 ,对 角 线 AD、BE、 
CF 都 是 内 切 圆 的 割 线 ,因此 不 可 
能 互相 平行 . 在 线段 EF .CB、AB、 
ED,CD, AF 的 延长 线 上 取 点 P 
QR, S, T'U’, E РР = 
00' = RR = SS: = ТТ' = Ut”. 
容易 证 明 , 可 作 @ 1 与 PP' 和 QQ 
在 已 \Q 点 相 切 , 可 作 加 工 与 RR' 
Hian 和 SS 在 尼 、5' 点 相 切 ,可 作 名 下 与 
ТТ'# UU' Æ Т',Ш' ҢИЛ. 
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因为 AR = AU,RR' = UU' ЖАВ AR = АШ. 又 因为 
DS =DT', SS' 二 TT', 相 减 后 得 D5' = DT' . 于 是 A.D ЖЕО 
和 @T 是 等 等 的 , 连 线 AD 是 这 两 个 圆 的 根 轴 , 同 理 BE E.G ! 和 
O 的 根 轴 ,CF ВО п О 1 的 根 轴 . 
因为 以 不 共 线 的 三 点 为 圆心 的 三 个 圆 , 有 且 只 有 一 点 关于 这 
三 个 加 的 寡 是 相等 的 ,这 个 点 就 是 三 条 根 轴 的 公共 点 ,又 称 为 这 三 
А. 
如 果 这 个 六 边 形 不 是 凸 六 边 形 ,那么 三 条 相对 项 点 的 连 线 , 即 
三 条 根 轴 就 可 能 是 相互 平行 的 . 
此 定理 可 推广 到 圆锥 曲线 的 情形 , 即 圆锥 曲线 外 切 六 边 形 的 
三 条 相对 顶点 的 连 线 共 点 或 互相 平行 , 它 的 逆 定 理 是 射影 几何 学 
里 的 一 个 定理 , 即 车 一 个 六 边 形 的 三 条 相对 顶点 连 线 共 点 , 则 它 的 
六 条 边 与 一 条 圆锥 曲线 相 切 (包括 该 曲线 退化 成 关于 六 边 形 的 一 
对 点 偶 的 情形 )， 
在 特殊 情形 ,外 切 六 边 形 的 两 邻 边 接 成 一 条 线段 ,如 AF 各 
EF 接 成 一 条 线段 AE, 则 得 一 男 外 切 五 边 形 , 原 AF 与 EF 的 公 
共 点 下 就 是 接 成 线段 AE 与 内 切 圆 的 切 点 . 这 个 圆 外 切 五 边 形 
4BCDE(F) 可 看 成 是 在 点 F 为 平角 的 退化 六 边 形 ABCDEF ,这 
时 用 布 利安 香 定理 可 得 关于 图 外 切 五 边 形 的 定理 : 圆 外 切 五 边 
形 的 AE 边 的 切 点 己 落 在 顶点 已 与 4D 和 BE 交点 的 连 
+. 
同样 也 可 把 圆 外 切 四 边 形 看 做 圆 外 切 六 边 形 的 退化 情形 ,用 
布 利安 香 定理 可 得 关于 圆 外 切 四 边 形 的 定理 : 圆 外 切 四 边 形 对 角 
线 交点 在 一 双 对 边 切 点 的 连 线 上 - 
参考 文献 [l4,p.227],[27,pp.B7—90]. 
GERM) 
欧 拉线 (Euler line) 任意 三 角形 的 外 心 \ 重 心 和 垂 心 三 点 在 一 
条 直线 上 , 且 季 心 到 重心 的 距离 是 外 心 到 重心 距离 的 两 倍 . 这 条 直 
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线 称 为 三 角形 的 欧 拉线 . 

殉 拉 线 , 这 是 欧 拉 于 1765 年 发 表 的 (三 角形 的 几何 学 ) 一 书 中 
首先 提出 的 ,并 因此 而 得 名 

在 AABC 中 , 设 M 为 4B 中 点 ,G 为 重心 , 则 CG = 2GM . 设 
O b, ОМ | АВ, 延长 OG Æ HW СН = 20G ,连结 CH， 
48 AOMG co AHCG ,因而 ZOMG = ZMCH, 从 而 得 CH // 


OM, 进 而 可 得 CH | AB. с 
同 理 可 证 BH | АС,АН | BC. 于 是 

五 是 三 条 高 线 的 交点 , 即 为 A4BC зр. 
关于 欧 拉线 , 还 有 更 一 般 的 情形 , 即 不 


仅 三 角形 的 外 心 ,重心 和 垂 心 在 这 条 直线 I 
ЕТАЛОН — s 
条 直线 上 , 且 若 九 点 加 的 加 心 为 01, 则 这 四 м, 

点 间 有 如 下 关系 : 


OG : GO, : ОН =2+:1:3. 


参考 文献 [17,pp. 149 一 150],[19,6. 269]: [31,p. 162]. 
Же) 
Simson 定理 (Simson theorem) 从 一 点 向 三 角形 的 各 边 所 引 
垂 线 的 垂 足 共 线 的 充分 必要 条 件 是 该 点 在 三 角形 的 外 接 
Bi t. 
这 三 个 垂 足 所 在 的 直线 叫做 该 点 关于 三 角形 的 ,Simson 线 ， 
这 个 定理 称 为 Simson 定理 , Simson 是 在 几何 学 和 算术 方面 都 有 
一 定 贡献 的 数学 家 ,Simson 线 是 他 的 几何 观念 的 典型 代表 ,但 
Simson 线 实际 是 1797 年 由 W. Wallace 发 现 的 ， 
Simson 线 实际 是 三 角形 的 垂 足 三 角形 的 特殊 情形 , 即 己 点 落 
在 三 角形 外 接 加 上 的 情形 . 参见 三 角形 的 重 足 三 角形 , 下 面 来 证 明 
此 定理 . 
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假设 PP 点 在 人 ABC fJ FEE E. t P 
点 分 别 作 BC、CA、AB 的 垂 线 , 垂 足 分 别 是 
An Bi .Ci 因为 P.A, B,C W AEIR, 0 
ДАРС = 180° 一 LB 一 ZC,PA, MAME 
ДАРА, 得 ZAPC = ZOPA. 8 1 
ДАРС = ZA,BC, /С,РА = ZUB, A.F 

ma-sa Ë ZABC= ZC BA, A,B,C = Ж 
线 .此 时 垂 足 三 角形 是 退化 的 - 

反 过 来 , 设 过 已 点 向 A4BC 的 BC.CA.AB 引 垂 线 所 得 的 三 
个 季 足 4 BC, 在 一 条 直线 上 ,那么 具 需 把 上 面 的 证 明 过 程 反 过 
来 写 ,就 可 以 证 得 PP 点 在 人 4BC 的 外 接 加 上 . 

Simson 线 可 以 看 做 是 清宫 定理 的 特例 ,参见 清宫 定理 , 

参考 文献 [27.p.46]. 


Ж) 
Simson 线 (Simson line) Ж, Simson Æ. 
清宫 定理 #Р,ОЕЛАВС HEDI EST А,В,С 的 两 点 ,P 
点 美 于 三 边 BC.CA.AB 的 对 称 点 分 别 是 工 .M,NN, 连 结 QL QM, 
QN Ж ВС.СА.АВ 或 其 延长 线 于 DD,E,F, 则 DEF ZAER 
直线 上 . 

这 个 定理 是 日 本 数学 家 清官 俊 雄 在 16 岁 时 (1926 年 ) 发 现 的 
关于 Simson 定理 的 一 个 推广 , 即 车 PQ 重合 ; 则 D. E.F 三 点 成 
为 从 P(Q) 点 向 BC.CA、AB 或 其 延长 线 所 引 垂 线 的 垂 足 ,、 五 、 忆 
所 在 直线 就 是 已 点 关于 AL4BC 的 Simson 线 . 这 个 定理 的 物理 意 
文 是 : ЖЛАВС 的 三 边 或 其 延长 线 作为 镜面 ,于 是 从 已 点 出 发 的 
光线 照 到 也 经 BC 反射 后 通过 QQ, 从 忆 点 出 发 的 光线 照 到 上 点 经 
СА 反射 后 通过 晶 , 从 卫 点 出 发 的 光线 照 到 下 点 经 AB 反射 后 也 
通过 QQ. 

清宫 定理 可 以 用 梅内 劳 斯 定理 的 逆 定 理 来 证 明 . 
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H A.B.P.C 四 点 共 圆 , 知 LZPCE = АВР. 
H P 5 M Ж+ CA 对 称 ,得 ZPCM = 2ZPCE. 同 理 得 
ZPBN = 2/ABP. 
所 以 ZPCM = ZPBN. 
因为 ZPCQ= ZPBQ, Д ZPCM + ZPCQ = ZPBN + 
~PBQ, 得 
ZQCM = ZQBN. 
由 于 AQCM 和 AQBN 有 一 个 顶 角 相 等 ,因此 ， 
Saou _ СМ.СО 
Sson ВУ -BQ 
而 CM = CP ,BN = ВР, 于 是 得 


Saou _ CP + CQ 
ләк ВР + ВӘ 


mane тёш FLAS 
Saan _ BP + BQ 
Злам АРААЙ 
BD CE AF 

ФЕ — pO'EA FB 


_ ВР. ВО .CP,CQ АР+АО _ 
© АР,Аб BP; BQ ` CP - CQ 


根据 梅内 劳 斯 定理 的 道 定理 ,D, 巨 ,R 三 点 在 同一 条 直线 上 . 


1. 


424 数学 书 题 词典 


参考 文献 [15,pp. 296~298]. 
ОЖЖ) 
帕斯卡 定理 (Pascal theorem) 圆 的 内 接 六 边 形 的 三 双 对 边 如 
果 分 别 相交 ,那么 三 个 交点 共 线 . 该 定理 称 为 帕斯卡 定理 ,这 条 直 
线 称 为 帕斯卡 线 ， 
学 家 帕斯卡 16 岁 时 发 现 的 一 个 惊人 的 定理 ,发 表 
于 1639 年 . 帕斯卡 本 人 对 定理 的 证 明 已 经 丢失 ,但 在 丢失 之 前 药 
布 尼 蒋 看 到 过 ,并 称赞 过 他 的 证 明 . 后 人 为 了 重 现 帕斯卡 已 失传 的 
证 明 , 即 要 求 所 给 出 的 证 明 只 能 采用 帕斯卡 时 代 所 能 采用 的 结果 
和 方法 ,作出 了 多 种 尝试 . 因为 帕斯卡 很 喜欢 运用 梅内 劳 斯 定理 ， 
所 以 下 面 给 出 的 是 选 自 工 . Spieker 的 (平面 几何 教程 )(Lehrbuch 
der ebenen Geometrie) 第 18 版 中 的 一 种 证 明 方法 . 
设 ABCDEF 是 圆 内 接 六 边 形 ,AB 与 DE XF L, BC 与 EF 
ZF M,DC 5 AF ЖҰ М. 
因为 直线 LDE,MCB, NFA 都 是 人 AXYZ 的 截 线 ,由 梅内 劳 斯 
定理 ,得 
LY EZ DX | Бс 
LZ ` EX ` DY 
MZ CX ВУ _ 
MX ' CY ` BZ 7 
NX AY FZ 
NY ` AZ FKT" 
三 式 相 乘 并 整理 ,得 


LY MZ NX EZ: FZ DX:CX BY: AY _ү 
LZ ` MX ` NY ` AZ + BZ ` EX + FX ` DY * CY 


шл а. Б H 
EZ » FZ = AZ + BZ,DX + CX = EX - FX,BY - AY 
= DY «CY. 
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于 是 可 得 “人 MZ АХ 

根据 梅内 劳 斯 定理 的 逆 定 理 , 知 上 .MN 三 点 在 一 直线 上 . 

商 斯 卡 把 这 个 定理 推广 到 对 内 接 于 圆锥 曲线 的 六 边 形 也 成 
立 , 即 ; 在 圆锥 曲线 ( 梢 圆 , 双 曲线 ,抛物 线 ) 的 内 接 六 边 形 中 ,三 双 
对 边 的 交点 共 线 , 如 果 人 允许 内 接 六 边 形 的 顶点 重合 ,那么 可 以 得 到 
一 些 关 于 内 接 五 边 形 和 内 接 四 边 形 的 有 趣 定理 

参考 文献 [19.рр.222—226],[27,рр. 84—86]. 

RRM) 
帕斯卡 线 (Paseal line) ” 见 帕 斯 卡 定理 
Lemoine 线 (Lemoine line) 过 三 角形 的 顶点 作 它 的 外 接 圆 的 
切线 与 对 边 相交 ,这 样 的 三 个 交点 在 同一 直线 上 . 

上 述 结论 是 由 Lemoine 首先 发 现 的 ,所 以 这 样 的 直线 被 命名 
为 三 角形 的 Lemoine $. 

ШШ 4 - 88, А {ЕЛ ABC 的 外 接 贺 
的 切线 AF 交 BC + Xit B YEH 
切线 BY Ж AC 于 点 Y, 过 CC 作 外 接 圆 的 切 
线 CF, 交 AB FA Z. REER X,Y,Z 
三 点 在 同一 直线 上 . 设 BY Ж 4F FEX 
CF + D. 

根据 梅内 劳 斯 定理 ， 


直线 XEF ЛВСР, 2. = @ 
7 BRYDE W ЛАСЕ, л чут @ 
„. 2А FE @ 
7 И ZDF Ñ ЛАВЕ,г, Fg х ў @ 


@х@х@®,# 
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„iA = 
EB 


‚ЛА, В, 
ZB ` DC 


XB 


хс =l 


到 9 
A 


浊 习 


又 |ТС|=|БВ|,|ЕС| = | FA|,| ЕА| = | EB|, 
XB YC ZA 
KU YA RR 
HF X.Y.Z 分 别 在 A4BC 的 三 边 之 延长 线 上 , 故 根据 梅内 
劳 斯 定理 知 ,X\Y、,Z 三 点 在 同一 直线 上 . 
参考 文献 [14,р.168]. 
(张文华 ) 
完全 四 边 形 的 Simson 线 (Simson line of the complete 
quadrilateral) ”完全 四 边 形 的 Miquel 点 在 四 边 上 的 射影 共 线 , 该 
直线 叫做 完全 四 边 形 的 Simson 线 . 
ABCDEF 是 一 完全 四 边 形 , 人 ABE、 
AADF.ABCF.ACDE 的 外 接 圆 相交 于 
SR 一 点 Q, 点 已 称 为 完全 四 边 形 ABCDEF 
z 的 Miquel Ж. 
9 О AH АВ, ВС.СР.рА 所 在 直线 
R4-87 上 的 投影 分 别 为 G,P、H、R. 
由 于 点 人 在 人 BCF 的 外 接 贺 上 ,G、H.P 是 已 在 三 边 上 的 射 
影 ,所 以 G.H.P 在 同一 条 直线 上 (Simson 线 ). 
H T Q 点 在 人 ACDRE 的 外 接 男 上 ,Q 在 三 边 上 的 射影 是 五 .P、 
有 R, 所 以 Н.Р.К Ж-Ж 88|. 
? G、 有 H、\P.R 四 点 在 同一 条 直线 上 . 
参考 文献 [38,p.246]. 


A 


(张文华 ) 
完全 四 边 形 的 重心 线 (Orthoceter line of the complete 
quadrilateral) ”完全 四 边 形 的 各 边 所 构成 的 四 个 三 角形 的 四 个 
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垂 心 在 同一 直线 上 ,该 线 称 为 完全 四 边 形 的 垂 心 线 , 它 平 行 于 完全 
四 边 形 的 Simson 线 . 

如 图 4-90,4BCDEF 是 一 完全 四 边 形 , 有 H,、H;、H:、H 分 别 
是 人 4BE、 信 BCF、 人 ADF、ACDE 的 垂 心 , 则 点 Hi. Ha Hi, Hi 
必 在 同一 直线 上 , 且 该 线 必 平 行 于 完全 四 边 形 的 Simson Җ. 

辅助 命题 ; 圆 上 任 一 点 对 于 加 内 接 三 角形 的 Simson 线 必 平 
分 该 点 和 此 三 角形 垂 心 的 连结 线 ， 


图 4-88 图 4-89 


如 图 4-91,@ 是 A4PD 的 外 接 较 上 一 点 但 在 PRD,.4D 上 的 
НЕД К.К. KR E: Q 2: AAFD 的 Simson Җ,Н,&ЛАЕР 
的 甜心 , 今 要 证 明 KR 必 平 分 线段 QH;. 

设 АН, FDF M. E Bl + Н. Н.М = MH, H 
HH, 1 KD. #EK QK ИТА, HE HN АА ‚Z A' 
QFN, WHN = AA' = HQ. Ў H.HQN 是 等 腰 梯 形 ,而 
MK B W F É BJ А fk hh, К 是 NQ 的 中 点 . 由 于 ZAGK 一 
ZA'QF = ZGAA',GR // AA' // NH,, Ж GR 必 平分 有 HQ. 

现在 回 到 原 题 . 如 图 4 一 90, 设 已 是 完全 四 边 形 的 Miquel 点 ， 
ОТЕ AB.BC.CD.DA 上 的 射影 分 别 是 G、P、K.R, 则 G、K、P、R 
四 点 共 线 (完全 四 边 形 的 Simson 线 ). 

根据 辅助 命题 ,KP 平分 线段 QH;,GR 平分 线段 QH1,GK 
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平分 线段 QF,,PR 平 分 线段 QH,, 即 线 眉 QH RQH: RQH, QH, 
的 中 点 在 一 条 直线 GR 上 , 则 H.H, H H JRP F)—# H #& 
上 ，, 且 该 线 平行 于 GR, 即 平行 于 完全 四 边 形 的 Simson 线 ， 
参考 文献 [14,р.221]. 
(张文华 ) 
三 圆 的 相似 轴 (Axis of similitude of three circles) 若 三 圆 各 
不 相等 且 圆 心 不 共 线 , 则 它们 两 两 之 间 的 六 个 相似 中 心 分 布 在 四 
条 直线 上 ,每 条 直线 上 有 三 点 ,这 四 条 直线 叫做 三 图 的 相似 辖 . 
三 圆 的 相似 轴 ; 载 于 蒙 日 的 Geometrie descripiioe (1798) tB. 
假设 OO,、©O;, 昌 0, 各 不 相 
等 且 圆 心 不 共 线 , 而 日 0; 与 器 O;， 
@O, 与 0,@OO, 与 @0: 的 外 相 
似 中 心 各 为 51.5;、S;; 内 相似 中 
DEH 51705, Ss; 
把 三 个 圆 看 做 是 顺 位 似 图 形 
图 4-90 时 ,那么 51.55w5s 三 点 共 线 . 
把 @0; 与 80,, 20,5 @O, 
看 做 是 逆 位 似 图 形 时 , 且 把 @@O; 与 @O, 看 做 是 顺 位 似 图 形 时 , 那 
么 SiS S EARR. 
再 把 上 述 两 种 看 法 在 各 图 中 调换 一 下 ,还 可 得 到 两 组 相似 中 
D 5// ‚5, ,5,' #1 SiS S 也 分 别 是 共 线 的 - 
所 得 的 4 条 直线 ,都 是 原来 三 圆 的 相似 轴 ， 
参考 文献 [14,pp. 343 一 344],[38,p.269]- 


GREH) 

三 角形 的 五 点 圆 (Five-point circle of triangle) #О Ж 

AABC 的 外 心 ,48 的 中 垂 线 交 АС + E, AC 的 中 垂 线 交 AB 于 
F.W B.F.O.C.E Ж ЗЕ. 

H LE,NF Ж АВ, АС 的 中 垂 线 知 ZABE = ZA,FC = 
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AF, ZACF = ГА, ZABE = ZACF. 
MA F.B.E.C 四 点 共 圆 、 

因为 ZBFO = 180° 一 ZAFO 
180° — (90° 一 ZA) = 90° + ZA, M 
ZBEG =90 + ZA, T Æ LBFO 
ВЕС. Ш FBE O NASH. 

ERR, B F.O C.E EARE. 

参考 文献 [18,p: 213]. ща 

《 涂 荣 的 ) 

Miquel 定理 (Miquel theorem) 延长 任 一 五 边 形 ABCDE 的 
五 边 , 得 到 五 边 形 形 外 的 五 个 三 角形 , 作 这 五 个 三 角形 的 外 接 圆 ， 
则 相 邻 外 接 贺 的 五 个 交点 A", B" C". D" EX 异 于 А.В.С.р.Е) 

必 共 图 ， 

如 图 4 一 94, 设 五 边 形 ABCDE 各 边 

的 延长 线 相 交 于 点 4'、B'、C',D',E' ,得 

到 五 个 三 角形 ДАВО, ABCE'. 
В CDA',ADEB'、 人 EAC', 它 们 的 外 接 

回 顺 次 相交 于 点 С", В", р", Е", д". 连结 

Е"В" ‚ Е"Р", D"C", C'B" ,C"C, 3E% D'D 

4-92 ЕВР С. 

注意 由 ЕС'.С'Ю,ЕВ'. АВ ЩЩ 
线 所 确定 的 完全 四 边 形 ,由 它们 所 确定 的 四 个 三 角形 《人 AEC' 、 
ADEB'、ABEB4.ADECD) 中 , 设 A4EC HADEB И 
交 于 另 一 点 E", H| AE'B'A 之 外 接 图 也 必 过 E'A. EE a 
E'B'.B'D'. AE. D'C 四 条 直线 所 确定 的 完全 四 边 形 , 由 于 
ЛЕ BC 和 AD'B4 的 外 接 贺 交 于 点 B", ЛЕВА 的 外 接 贺 亦 过 

点 B", 从 而 点 B"、E",B'、E' 四 点 共 圆 ， ZGB"E” = ZE' B'E". 
X ЕВЕ! = LGDIE" 所 以 ZGB"E' = ZGD"E" 故 过 
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B" E" D" 的 圆 必 过 点 G. 

四 边 形 CDD'C' 内 接 于 圆 ， GDB = /р'С'С, X 
ZGE'D =/В'©'С, 所 以 ZB'C"D' + ZE'GD = ZGDE' + 
ZGE'D + ZE'GD =180°. 

故 四 边 形 GD'C'"B" 必 内 接 于 圆 . 因此 过 B”, D”. E” W D pt 
C'À. 
同 理 可 证 ,过 B" D" "2 BL bi A'A. MTE А". BC", D'E" 
五 点 共 贺 , 

参考 文献 (21,рр. 223—224]. 

(张文华 ) 
三 角形 的 第 一 Lemoine M (First lemoine circle of triangle) 
过 三 角形 陪 位 重心 作 三 边 的 平行 线 与 各 边 相交 的 六 个 交点 共 贺 ， 

陪 位 重心 ; 设 A4BC 的 三 条 中 线 AM、BN.CL 的 交点 为 
(重心),. 过 4 作 AM' 使 ZCAM' = ВАМ, Е ВМ АВМ = 
ZCBN, 作 CL' 使 ZACL' 二 LBCL, 则 AM 、BN' .CL 三线 共 点 
于 下 ,这 个 点 就 称 为 三 角形 的 陪 位 重心 , 4MM' ,BN' .CL' 称 为 陪 位 
+8. 
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Ж Т 1873 年 为 Lemoine 所 得 到 . 

设 天 为 A4BC 陪 位 重心 ,过 天 作 LMW ВС Ж AB.AC + L. 
М, PQ // AB Ж BC.AC + P,Q; fE ST // AC Ж BC.AB + 
ST. 
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连结 TQ,AK ,因为 四 边 形 ATKA 是 平行 四 边 形 ,所 以 TQ 与 
AK 互相 平分 . 因为 АК 是 AABC 的 陪 位 中 线 ,所 以 过 下 点 的 关于 
ВС 的 北平 行 线 也 被 AK 平分 ,故而 TQ 为 关于 BC 的 逆 平 行 线 . 

于 是 ZA4QT= ZABC= ZALM,T.L.M.Q 四 点 共 圆 . 同 理 
可 证 Q@,P、S、M 四 点 共 圆 ,T,L、P,S MARE, AER TL 
P.S.M.Q AAM. 

参考 文献 [l8,p.216]. 

RRK) 

三 角形 的 第 二 Lemoine [B| (Second lemoine circle of triangle) 

过 三 角形 陪 位 重心 作 各 边 的 北平 行 线 与 各 边 相 交 的 六 个 交点 
R. 

该 贺 于 1873 £H Lemoine 所 得 到 . 

WFR: 过 八 ABC 内 任 一 点 下 , 作 直 线 
X АВ, АС 于 L,M, 使 AAMLwAABC, 但 
ZMKNBC, 则 称 ML 为 过 攻关 于 BC 的 北平 行 
线 . 三 角形 有 三 类 这 样 的 道 平行 线 . # K 是 陪 
位 重心 , 则 K 将 平分 过 KK 的 三 条 逆 平 行 线 ， B 

设 是 陪 位 重心 ,LM、PQ、5T 是 过 天 点 
HAFTA. 因为 

ZALM = ZC, ZAML = ZB; 

ZBST = ZA, ZBTS = ZC, 

“СӨР = ZB,ZCPQ = ZA, 
所 以 ZALM = ZBTS, AKT L Ж E= 
角形 ,其 两 腰 KL = KT. 

同 理 有 KP = KS,KM = KQ. 

又 陪 位 重心 尺 平 分 过 天 点 的 逆 平 行 
线 , 所 以 又 有 KL = KM,KP = KQ,KS = КТ. 

这 样 I,P,5,M\Q,T 六 点 到 尺 点 的 距离 相等 ,从 而 这 六 点 
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#8. 

参考 文献 [18,pp. 214—215]. 

Git) 
Tucker [B] (Tucker circle) Ë K ЖЛ АВС 的 陪 位 重心 ,A' 是 
AK 上 的 点 ， 

(1) Fit A'E AB 的 平行 线 交 KB 于 B', 过 A' 作 АС 的 平行 
RE KC 于 CC', 则 B'C'// BC. 

《2) 人 4'8'C' 与 AABC 的 非 对 应 边 ( 所 在 直线 ) 的 六 个 交点 
共 圆 ,该 贺 称 为 人 ABC 的 Tucker Bl. 

该 结论 是 由 英国 数学 家 Tucker(1832~1905) 提 出 的 , 故 该 贺 
被 命名 为 Tucker B|. 当 4' 点 在 АК 上 变动 时 ,就 可 以 得 到 一 群 
圆 , 称 它们 为 Tucker MR. 三 乘 比 圆 (第 一 Lemonie MARZ 
图 (第 二 Lemonie MRR F Tucker Ж. 

(1) 由 于 КВ: KB = KA': 
КА =KC' : KC, 所 以 B'C' // BC. 同 理 
A'B' // AB,A'C' // AC. K & AABC Ж 
jy A4'B'C' 的 外 相似 中 心 . 

C (2) WE 4-97 А'В' REER) 
分 别 交 BC、AC T Z.Z', B'C 4 BJ 3 
AB.AC F Х,Х',А'С'}81Ж АВ, ВС 


FEP. 
由 于 四 边 形 47 人 2 是 平行 四 边 形 ,44' 平 分 YZ!. 又 由 于 天 
是 A4BC 的 陪 位 重心 ,因此 YZ' 必 是 BC 的 逆 平 行 线 , ZAYZ' = 
ZACB = /АХ'Х, ЖҮ. K' K AHA. 
同 理 ,X.Z Y Y MARAZ, YX MA. 
显然 ,上 述 三 个 圆 实 为 同一 圆 , 故 Х „Х' Y.Y ZZ KAN. 
显然 ,XZ、Y'X' YZ ELER 05 99. 因此 Tucker 贺 
也 可 这 样 确定 , fE A ABC 的 三 边 的 北平 行 线段 YZ'、X'Y'、XZ( 其 
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端点 分 别 在 另 两 边 上 )，, 若 这 三 条 北平 行 线 相等 , 则 它们 的 六 个 端 
点 共 圆 ,该 圆 称 为 Tucker H. 
参考 文献 [14,р.192],[22,рр. 346~347]. 
(张文华 ) 
ЗШ Taylor circle) 三 角形 每 边 上 高 的 垂 足 在 另 两 边 上 的 
射影 共 六 点 在 同一 圆周 上 , 这 圆 称 为 三 角形 的 泰勒 圆 . 
设 A4BC 三 条 高 AH.BI.CJ ЗЕ Н... ТЕ 
另 两 边 上 的 射影 分 别 为 HH"T'、1"， 
ТЫ". 
因为 BI.CJ 是 高 ,所 以 B.C.I.J 四 
ЖЭ, ХАЛ = ZC. 
因为 JAAA Т.Ј 的 射影 ,所 以 mt 
Т.Ј. TJ 四 点 共 图 ,得 ГА" = A x Ба 
ФАЛ = ZC, Tü IJ" // ВС. Жахш 
由 于 Н.Н H ЗН, А, 
H" H H' NAHH, /АН"Н' = ГАНЫН = 90°— ZHAC = 
ZC, ZAJ"I" = ZAH"H' , 推 得 H' Ш1",1",Н"Щ AHN. 
同 理 可 得 , 1'H' // АВ,Н"Ј' // AC UR T H' J" R" 四 点 
HAAJ’ II" H" 四 点 共 贺 . 
由 TH' / AB,H'J' ( AC,48 ZCI'H' = ZB, ZBH"J' = 
ZA. 
而 ZH'H" = 180° — ZAH"H' — ZBH"J' 
= 180 — ZC — ZA 
= ZH= ZH", 
Bm JIH HN AN. 8k H J". H" P AAIE 3 ü 
得 了 TH' J'AI", H" Л ҖҖЗЕЙ. 
参考 文献 [18,p. 216], 
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Brocard [B] (Brocard circle) ЛАВС 的 外 心 0, 陪 位 重心 K, 
ЛЕ, Brocard 点 Q.Q' ,直线 BQ 与 CQ' 的 交点 A' , Ë #& CQ 与 
AQ 的 交点 B' ,直线 AQ 与 BQ' 的 交点 C' ,此 七 点 共 圆 . 此 图 以 
OK 为 直径 , 称 为 Brocard W. 

ШЕ 4-99, ZQAB = /ОВС = /0СА = ZQ'AC = 
ZQCB = /QBA = wlw Ў Brocard 角 , 参 见 Brocard д). 


图 4-99 


Ж A'E ЕЕ' // BC 分 别 交 АС, АВ + EF, {д ВЕ 
D'F // ACH W3 BC.CA Р.Е. Ж EF 8 D' F ZFA К'. 

通过 计算 可 以 证 明 ; K'E - K'F' = 2Ritgw= K'D' +» K'F (R 
为 外 接 圆 半 径 ), D' 、E、 下 .已 四 点 共 圆 ,从 而 ZK'D'E = 
ZAF'K' = В. 又 四 边 形 K'D'CE 是 平行 四 边 形 ,DE 被 CK' 
平分 , ZCED' = LK'DE, 所 以 ZCED' = ZB,D' E J: AB йй 
平行 线 . 既然 CK' 平 分 AB 的 道 平行 线 РЕ, CK' 必 是 和 人 ABC 
的 陪 位 中 线 . 

同样 地 ,车 过 C' 作 DE'// AB, 分 别 交 BC,CA 于 DD,E', 并 记 
DE' .EF' 的 交点 为 K",DE' 与 ЮЕ 的 交点 为 天, 则 同 理 可 证 ВК" 
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和 4K" 也 是 A4BC 的 倍 位 中 线 , 从 而 CK'、BK"、AK" 交 于 陪 位 中 
Ù K. 用 反 证 法 可 以 证 明 ,K',K"、K" 必 与 重合 . 可 见 EF, 
D'F,DE' 都 通过 点 K. 

由 于 ZA'BC = ZA'CB = w, А'{Е BC 的 中 垂 线 上 ,又 由 于 
EF' // BC, 所 以 ZOA'K = 90° ,妈妈 点 在 以 OK 为 直径 的 圆 上 , 
同 理 可 证 8',C' 也 在 以 OK 为 直径 的 贺 上 ,从 而 O. 玉 ,4'、B',C' 五 
ARM. 

X. ZA'QC' = ZQAB+ ZQBA = w+ (ZB — o) = ZB = 
ZA'KC',ZAQ'C' = ZQ'CB + ZQ'BC = w+ (ZB — w) = 
LB = ZA'KC'. HAQQ Е БЖИ Е. 

B OKA B C QQ EARE HZH OK 为 直径 . 

Brocard 圆 有 很 多 有 趣 的 性 质 - 例如 , 设 4" 是 @QC4 与 
@Q4B 的 交点 ,已 是 DOQ4B 5 OQ' BC 的 交点 !C" 是 @QRBC 与 
@Q'CA 的 交点 , 则 A"、B".C" 均 在 Brocard 贺 上 ,从 而 ,外 心 0, 陪 
位 重心 КУТЕ, Brocard 点 Q.Q' ,以 及 A'、B',C'、A"、.B".C" 这 十 
AHM. 

如 图 4 一 100,4" 是 QQ'BC 5 @QAB 的 交点 ,C' 是 AQ 与 
BQ' 的 交点 , 连 AQ. A"Q', W) ZQA"A = ZACQ = w(Brocard 
fü), ААО = ZABQ' = o, Br ӨД! =2w. 但 ZQC'Q = 
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&С' АВ + ZABC' = 2w( 参 见 Brocard 点 ), ТШ А” 点 必 在 
@C'QQ' 上 , 即 4A" 点 必 在 Brocard 圆 上 . 
参考 文献 [18,p.217],[22,pp. 338—361]. 
(张文华 ) 
Fuhrmann [E] (Fuhrmann circle) 在 人 4BC F,H 是 垂 心 ,I 
是 内 心 (或 旁 心 ),N 是 与 了 对 应 的 Negel 点 . 连结 АТ. BICI 分 别 
交 外 接 贺 于 4',B'、C', 这 三 点 关于 BC.CA.AB 的 对 称 点 分 别 为 
А,.В..С,. У А. В,.С. № ЖЖ АН.ВН.СН 上 的 投影 , 则 A,、 
B; Cis Ass Ba.Ca, М,Н 八 点 共 圆 ,此 圆 以 NH 为 直径 , 称 为 
Fuhrmann 圆 . 
WE 4 - 101,4E ID | BC + D, Ë 
AN # BC F P, + 1 E AABC 的 内 
ЖУТ А, BP = DC = 


Lia +6 — O, Жир abue A ABC 的 


三 边 之 长 ; 
3 N ff: 47 的 平行 线 交 A"CLBC 的 
图 4=101 中 垂 线 ) 于 4, , 则 PR: PS 一 PN : PA, 
= > PN _ (+ с—а) 
252 HFPA а Ев)" 
= BS — Вр = 258. = 
Р5 = В5— ВР = тру — уби 6—0) 
_ = (а +%+‹с) 
` 20 +O Ç 
sa _ (—Ю(а+#+‹),(Ф+с—а) 
Е аа 2@J3 O — ` G Epi) 
MT 
Z 2b +c) 
ab 


1а +в) 


T B= Оа ев) T 
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= letb +а)(с – Б) 
26 +O Д 

Г. PR = SD,RM = MS(M J ВС th д). 

Z. КЕЛЕМА; @ RtASMA',MAI = MA', Ш А; 必 与 А, 
重合 . 

Ж AH 延长 后 交 外 接 贺 于 G, 则 H.G 关于 BC 对 称 ,所 以 
ГААН = ГААС = /А'А"А. Ж ZNA,A' = ZAA А, 
ZNAJH = ГАТА! = 90. ШЖ hs 应 在 以 NH 为 直径 的 
B t. 

同 理 ,B,,C; 也 在 以 NH 34666 Б. 

又 ZNA1 日 =90", 则 点 ABEN NH 为 直径 的 圆 上 . 同 理 ， 
Ж В.СИ МН 为 直径 的 圆 上 . 

ERR A N, H, Arn Brn Cni A B COAR, NH 是 该 
ию%—ж*%. 

参考 文献 (18,р.220],[14,рр. 459—460]. 

(张文华 ) 

ЛА M (Eight point circle) 四 边 形 ABCD 中 , AC | BD, P, 
Q.R.S 分 别 为 AB.BC.CD.DA 的 中 点 ,由 P.Q.R.S 向 对 边 引 
垂 线 , 垂 足 分 别 是 P' ,QR'、5', 则 R TQS PRA 、S 八 点 
н. D RPC 

该 八 点 圆 是 在 1944 年 由 Cincinnati 
的 Louis Brand 提出 的 . g 

四 边 形 ABCD 名 边 中 点 P,Q,R.S 是 Š e 
一 个 平行 四 边 形 的 顶点 ,其 各 边 都 与 相应 
的 对 角 线 ACBD 平行 ,由 于 AG | Вр, А RP B 
所 以 平行 四 边 形 PQRS 是 矩形 ,对 角 线 图 4-102 
PR,QS 是 矩形 外 接 圆 的 直径 . 

因为 LPP'R== ZQQ'S = ZRR'P = ZSS'Q = 90°, 所 以 


S 
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P' QR 、S' 都 在 矩形 外 接 圆 上 . 
因此 ,P,Q、R,S、P',Q 、R'、3 八 点 共 圆 . 
参考 文献 []5,pp. 283—284]. 
GF 6) 
AAM (Nine point circle) ”任意 三 角形 三 条 高 线 的 垂 足 、 三 边 


中 点 以 及 顶点 与 垂 心 的 三 条 连 线 的 中 点 , 共 九 点 都 在 半径 为 bR 
CEA EEE) Е. Н Lt Eht 5538. Pr Е 
点 ,这 个 圆 称 为 九 点 圆 , 这 是 庞 斯 莱 命 名 的 . 

九 点 圆 是 几何 上 一 个 著名 的 问题 , 据 载 在 英国 1804 年 的 一 种 
杂志 上 ,B. Bevan 提出 过 这 个 问题 . 其 实 , 欧 拉 早 在 1765 年 就 证 明 
了 “ 垂 三 角形 和 中 位 三 角形 有 同一 外 接 图 ”. 所 以 有 时 人 们 常 把 这 
个 定理 归功 于 欧 拉 , HARA KEA”. 九 点 圆 的 第 一 个 完整 的 
证 明 是 庞 斯 全 在 1821 年 发 表 的 ,所 以 应 称 该 图 为 “ 庞 斯 莱 夯 ”. 
1822 年 , 费 尔 巴 哈 在 他 的 论文 里 也 给 出 证 明 , 还 添 进 很 多 出 人 意 
料 的 性 质 , 以 致 后 人 常 把 九 点 圆 叫 做 “ 费 尔 巴 哈 圆 ” 

设 AABC 中 ,A',B',C' 为 三 边 中 点 ,DD、E,F 是 三 高 的 垂 足 ， 
H 30,0 Jp, K 1.„М 分 别 是 AH、BH ,CH 的 中 点 ， 

因为 BC E AABC АНЕС 的 公共 
边 ,所 以 由 中 点 连 成 的 线段 B'C' RT LM 都 
平行 于 BC, 且 等 于 BC 长 的 一 半 . 因此 四 
边 形 ВСІМ 是 平行 四 边 形 . X. R'M Rl 
CIZ 都 平行 于 4Di 而 4D | BC ,所 以 四 
边 形 ВСІМ ЖЖ. 同 理 四 边 形 А'В' 

Bigz, KL 和 C'A'MK 也 都 是 矩形 ， 

从 而 A'K.B'L,C'M 是 同一 加 上 的 三 条 直径 , 又 ZA' DK = 
90° A) DEIAK ЯЗ ПЕ Е. НЕ, РЕЗА r. 
BD A'.B'.C'.D.E.F.K.L.M „ҖЕ. 


c 
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因为 人 A'B'C' @ AKLM, Hita At Jy Be | è CR A'K 
中 点 ) 旋 转 180" 得 到 . ЛАВС 的 外 心 O 是 A4BC 的 甜心 ， 
AKLM HELE HHEH 180" 后 ,这 两 个 三 角形 的 垂 心 也 互 换 位 
置 , 即 OH 以 圆心 为 中 点 . B D JU s BL 09 8) 0 ЛАВС 的 外 心 与 
重心 连 线 的 中 点 ， 

参考 文献 [17,pp: 151~ 152], [19,pp, 301 一 303],[27， 
рр. 2325]. 

GREH) 

К} (Euler circle) WAAN. 

BS Wr ЖШ Poncelet circle) WAAR. 

费 尔 巴 哈 圆 (Feuerbach circle) HAAR. 

ЖЫМ (Cyclic centroids) 设 A. B.C. D 四 点 共 图 ,G6,、G,,G;， 
С. ЛАВСР, AACD, ADAB, ACAB 的 形 心 (重心 ), 则 这 中 
个 形 心 也 共 圆 ， 

该 问题 由 Colorado 大 学 的 D. P. Ambrose 提出 ,并 由 Michael 
Galdberg 解答 , 见 (美国 数学 月 刊 )(1965)1026 页 ,问题 El 740. 

一 些 难度 很 大 的 几何 问题 常常 可 以 用 力学 的 方法 迅速 解决 . 
Ж A,B,C,D WA ЕЖЕ 1 单位 质量 的 物质 , 则 四 个 形 心 处 相 
当 于 各 悬挂 了 3 个 单位 质量 的 物质 . 再 设 这 个 系统 的 重心 为 G, 则 
G 点 处 的 质量 是 4 个 单位 , 且 G 在 线段 DGs 上 ,以 1: 3 将 此 线段 


ma-i 


яо 数学 各 题记 天 


分 成 两 段 .同样 G 也 位 于 AG,、BGs.CG. 上 ,以 1: 3 将 它们 均 分 成 


两 段 .于 是 以 相似 系数 一 十 作 关于 G 点 的 伸缩 变换 ,就 使 4、B,C、 
D EH Ga Gr Go Gu 但 经 过 伸缩 变换 , 圆 仍然 变 成 圆 . 由 4、B、C、 
DHEA G,.G,.G..G AB3t B). 

如 果 采 用 几何 方法 也 可 得 证 - 如 图 4 一 
105. BC 的 中 点 M, 连 结 M4.MD, 由 于 
СА Л АВС 的 重心 ,Gs 在 AM 上 , 且 МС, = 


ТАМ: X. iB + б, 是 ABCD 的 重心 ,G. 在 


DM kE, B MG. = Ум, G.G, // AD, 


Æ 4-105 


RGG, = Ар. 

连结 AG С, 它们 相交 于 点 G, B G.G: GA = 1: 8, 
GG: GD =1:3. 可 见 加 点 是 4G. 上 的 一 个 定点 , 它 内 分 
С.А 成 1 + 3. 

同 理 可 证 , ВС,, CG 也 通过 定点 G1 且 GG: GB = 1:3, 
G.G:GC=1:3. 

由 于 G.A.G,B.G,C,G,D 均 过 定点 G, B G.G: GA = 
G,G а GB =GG а GC = Сб : GD = 1 : 3, G.G,G.G J 


四 边 形 ABCD 的 位 似 形 ,其 位 似 中 心 是 G6, 其 相似 比 为 二 .既然 四 
边 形 ABCD 是 网 内 接 四 边 形 , 故 四 边 形 G.G G.G BE p EMH 
形 , 即 G..G,.G,.G 2038 Bl. 

上 述 结论 可 推广 到 加 内 接任 意 多 边 形 的 情形 , 即 由 加 的 任 
意 内 接 多 过 元 个 顶点 ,可 以 确立 与 之 相 类 似 的 多 边 形 , 其 "个 
顶点 就 是 个 小 多 边 形 ( 一 1 边 形 ) 的 形 心 ,这 个 小 多 边 形 是 
由 原 多 边 形 忆 个 项 点 中 的 w 一 1 个 顶点 构成 

在 三 维 空间 ,也 有 类 似 的 关系 . 
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参考 文献 【37,pp.198 一 199]. 

GRR RLP) 
Catalan Æ EB (Catalan theorem) 由 圆 内 接 四 边 形 的 任意 三 个 
顶点 构成 的 四 个 三 角形 的 垂 心 共 贺 。 

该 定理 是 比利时 数学 家 E. C. Catalan (1814~1894) F 1860 
年 发 现 的 . 

如 图 4- 106, 四 边 形 4,4:4:4, 内 接 
РОО, AAA: Asn AAAA, AAAA 
ALAARA E HiH Hi Ha 

ЖОМ L AA, FM. # AAAA 
tP, А.Н, =20M, АН, / ОМ. 在 
ДА,А,А, її, А,Н, =20М,А,Н, // OM. 
所 以 AH LAH: yÉ AAHH, 是 
Ж1ТЩШЕ,Н,Н k А,А,, 

同 理 可 证 : H.H А,А,, 

H.H, LAA, HH A,A. 

所 以 四 边 形 HHHH 与 四 边 形 AAAA 全 等 . 

既然 四 边 形 A 4*4:4, 有 外 接 圆 , 则 四 边 形 H. HHH p 
外 接 圆 , 即 А.Н. Н.На И. 

参考 文献 [14,p. 190],[38,pp. 255~256]. 


《张文华 ) 
施 泰 纳 定理 (Steiner theorem) 对 于 完全 四 边 形 的 四 个 三 角形 
有 : (1) 各 外 接 圆 交 于 一 点 ?这 一 点 叫做 施 秦 纳 点 !(2) 四 个 外 心 

共 圆 ,并 且 它 通过 施 泰 纳 点 ?这 个 圆 叫做 施 泰 纳 回 . 
该 定理 是 施 泰 纳 于 1828 年 发 现 的 ,1938 年 Miquel 重新 发 现 

了 它 , 所 以 有 时 也 称 其 为 Miquel 点 .Miquel M. 

а) #ЛВЕС 和 ADCF 的 外 接 圆 交 于 点 P, 连 结 CP .DP. 
EP WAWA a = Z ,B = #'. X. a + B + ZA = 180°, Да + 


“2 


LEELLE] 


Ё +ZA = 180°, ИЖ A.E.P.D 四 点 共 
圆 ,也 就 是 说 人 AED 的 外 接 圆通 过 已 点 - 
同 理 ,人 ABR 的 外 接 加 也 通过 已 点 

(2) # ACDF. AAED, ЛАВЕ, 
ABEC 的 外 心 分 别 为 O1、O;、O;,O,, 则 EP 
ЖЮ О,,О, 的 公共 弦 , 所 以 OO, | EP. 同 
¥,0,0, | PD. h F 200,0, 与 <4 同 
为 ZEPD 的 补 角 , 所 以 LO,010, = ZA. 
АЯ, ZG,O,O, = ZA. Bit 0,.0..O..0, 
四 点 共 圆 , 因为 ©О, 与 ФО, ШЖ C.P, 
所 以 ZCEP = ZOO.P,ZCDP = 
ZO,0,P ik ZO,PO, = ZEPD = 180° — 
ZA = 180° 一 /О,О,О,. 因此 0,.0,.Р, 
9,.O, EARM. 

参考 文献 [38,pp. 232 一 234]. 


HEMA (Steiner рой) 见 施 泰 纳 定理 . 
施 泰 纳 图 (Steiner circle) АЖЕ. 


Miquel 点 (Miquel point) 


a) 即 施 


图 4- 109 


的 Miquel 三 角形 , 


秦 纳 点 , 见 施 泰 纳 定理 ;(2) 在 人 4BC = 
近 BC.CA. AB 所 在 直线 上 各 取 一 点 D, 
Е,Е, Ж ®АЕЕ, OBDF, OCDE 交 于 点 
PŠA P mii D.E. F 关于 人 ABC 的 
Miquel 点 , 这 三 个 圆 叫做 A4BC 的 
Miquel IB, ADEF 叫做 人 ABC 关于 点 P 


1838 年 А. Miquel 对 (2) 作 了 表述 及 证 明 ，, 但 谁 先 提出 , 尚 属 


疑问. 
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设 @4EF 与 @BDF 相交 于 P, 连 结 PD. PE, PF, W 
ZAEP = ZBFP,, ZBFP = LCDP, 所 以 LAEP = ZCDP, 因 
此 C.D.P.E 四 点 共 圆 , Й P Æ OCDE 上 ,也 就 是 说 , = Hl 
@AEF.@BDF.@CDE 交 于 一 点 P. 

推论 1 以 人 ABC H Miquel 圆 的 圆心 为 硕 点 的 三 角形 , 必 
与 原 三 角形 АВС 相似 . 

推论 2 AABC 关于 定点 了 的 诸 Mique) 三 角形 ,都 是 同 向 
相似 的 . 

推论 3 如果 两 同 向 相似 三 角形 的 对 应 顶点 在 一 定 三 角形 边 
上 , 则 此 两 三 角形 有 同一 的 Miquel 点 ， 

参考 文献 [22,pp.167—1711. 

(EX) 

Brocard 点 (Brocard point) XİFAAAA, X} АМЕ С.У А, 

.44 相 切 于 点 A AHA Ci 与 4:As 相 切 于 点 41, 过 4: 作 图 C, 

A; A, B $J T+ 43, 则 此 三 圆 相交 于 一 点 Q. 此 点 称 为 
Brocard Ñ- 

Brocard 点 是 19 世纪 五 六 十 年 代 兴起 的 近世 几何 中 的 基本 
概念 之 一 . 此 点 首先 由 Crell 于 1816 年 发 现 , 同 时 雅 可 比 及 其 他 数 
学 家 亦 曾 发 现 其 若干 性 质 ,但 当时 未 予 深入 研究 . 直至 1875 年 ,法 
国 军官 HH. Brocard 重新 发 现 了 此 点 ,研究 三 角形 几何 学 又 盛行 起 
来 . 据 统计 报告 ,到 1895 年 ,欧洲 关于 这 方面 的 研究 文章 ,出 版 的 
有 600 多 种 ,其 中 较 著 名 的 有 Brocard, Neuberg, Lemonie, 
Mclay、Tucker 等 人 的 文章 . 

如 图 4 一 110, HA C. AC: 相交 于 点 Q@, 由 于 A,A; ЖШ C, ЖИЛ 
ОАА, = ZAAR, H F АА, ÆA C, 的 二线， 
ZA14;Q =ZQA;A,, ВШ, ZQA,A, = (ОАА. FI Q UEB C 
E. 从 而 C,.C,,C, 三 贺 交 于 一 点 @. 记 ОАА, = /0А,А, = 
LQ4;4 一 wm, 则 ww 称 为 Brocard fü, A.Q. A.Q. AQ 称 为 Broeard 线 
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局 样 的 道理 , 若 过 A {ЕШ Cy 与 

АС AA, HUIF АА ШС У A,A, 
ЖИТА, А, {ЕЩ C;' 8 A,A, 相 切 

F А, C.C, ,CY 三 贺 亦 相交 于 一 


К: а AQ ,此 点 亦 称 为 Brocard 点 , 为 区 别 

е C: а.о h AAAA, 的 正 Brocard 

0 点 ,QI 称 为 A4,Ai4, 的 负 Brocard 点 ， 

Brocard 点 有 很 多 有 趣 的 特性 ,例如 ,三 角形 的 两 个 Brocard 

Ваи сога 一 Кк + as 

参考 文献 [22,рр. 333—335]. 

(张文华 ) 

费 尔 巴 哈 定 理 (Feuerbach theorem) ”三 角形 的 九 点 图 与 三 角 


形 的 内 切 回 和 旁 切 圆 均 相 切 . 
本 定理 是 费 尔 巴 险 于 1822 年 发 现 的 , 它 阅 述 了 九 点 圈 的 一 
个 重要 性 质 . 许多 人 也 把 九 点 圆 称 为 费 尔 巴 哈 圆 ,因为 费 尔 巴 哈 
重新 发 现 了 欧 拉 的 有 关 发 现 ,并 语 进 了 更 多 的 出 人 意料 的 性 质 . 
WE 4 -111,AABC 中 ,4'、B',C' 分 别 是 ВС,СА,АВ 的 中 
点 ,加 4 已 C' 就 是 入 4BC ЮЛАЙ. OI 是 A4BC 的 内 切 圆 , 它 与 
ВСТА X, OJ. JE A ABC HAIR, E5 BC ЖИЛ Х.. 
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FOIL 与 O91, 的 另 一 条 内 公 切 线 分 别 交 AC АВ 的 延长 线 于 
В.С, АВ" АС B" C". 

HBC = а,СА =®,АВ = ср = TG + b+ o, 

= ex. = BX= ф—6, 

БАК = АХ, = +а = tp. S 1 =; 

# В,С, 交 BC FAS, ВЖ AIS ВИЕ ZA 的 平分 线 上 ， 


ь 5С ak 
at e T E T E TA 
同 理 , 58 = ГЕЗ 
Ын! TE 
ASA = 1056—58) 909), 


H TAB 7 АВ, ASA'B'" оз ASBC,, 
A'B": BC, = SA' : SB, 


ТАВ" rA 


= Ф— 
同 理 可 证 А'С'— — 


хав = 5,4 = 5. 


ДАВ". АВ = [| 于 | AC" A! C = [° |. 
今 以 @4'| 也 | 为 反 演 基 轩 进行 反 演 变换 , 则 B 的 反 点 是 
B",C' 的 反 点 是 C0,GA'BCI 的 象 是 直线 ВС. 又 用 于 OLOL 
均 与 反 注 基 加 өл; EJER ахх, = 50—00, 


所 以 在 上 达 反 六 变换 下 ожо, Вт. SEA вс, 与 O91 和 
1, 相 切 ,由 于 反 演变 换 具 有 保 角 性 ; 故 原 象 OABC у ОТ, 
OL HHW. 
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参考 文献 [21,p.92],[27,p. 137]. 

(张文华 ) 

Manheim 定理 (Manheim theorem) ЖЕ ©] 外 的 一 定点 

A MEO 的 切线 4、4P, 又 任意 作 加 7 的 切线 与 AEAF ЖР B. 
C, 则 A4BC 的 外 接 圆 恒 切 于 与 AB.AC 相 切 的 定 圆 ， 

此 定理 实际 上 就 是 : #AABC 的 两 边 
ABAC ù E-E HAWAO 的 位 置 也 
M 一 定 , 则 当 第 三 边 BC 移动 时 ,外 接 贺 ABC 

`G 恒 切 于 与 4B、AC HIREM. 
7 在 ZBAC 内 作 一 个 与 4B、4C HH, 
ЖН 5 Л.АВС 外 接 圆 相 内 切 的 加 X，, 切 点 
图 4-112 为 P.Q,.T. 连 结 7B.7C 及 TP.TQ, 可 得 


Z BTC = / АВС + АСВ, Z APQ = ZAQP = CLABC Е 
Z ACB) ДА 2 АРО = ZPTQ = 180° — (ХИТРО + / ВРТ). 

Е ZBTC 的 平分 线 TY, 可 得 LZCTY = 1CZABC + 
&АСВ) = ~PTQ, 从 而 PITY = ZCTQ, 

延长 7TQ 交 加 4BC 于 M, 过 了 .M 分 别 作 @A4HECG 的 切线 TD、 
MG, 得 ZMTD = ZTMG. 但 TD 又 是 OX 的 切线 , WILA 
ZMTD = ZTQC, 从 而 有 ZTMG = LT7QC, 因 此 得 到 MG // 
AC. 于 是 推 得 MHAC 的 中 点 . 由 此 可 见 ,BM 为 Z ABC 的 平分 
线 ,ZCTQ = Авс. 

Н АСТР = ZCTQ + ZPTQ = АНС "= BLABC+ 
АСВ) = LABC +1 АСВ, ЙД /СТР > ZCTY > ZCTQ, 
T A TY 在 TQ,TP 之 间 ,TY 必 与 PQ 相交 ，, 设 交点 为 也 . 


ЛЯ 平面 几何 447 


Ж ВГ, ZBTI' = ZCTI' = ГАРФ, B.T I'P WA 
ЖШ, АШ ДРВ = /РТГ = ZCTQ = 1 ZABC,BT' 为 
Z ABC 的 平分 线 , 即 了 在 BM |. 

同 理 又 可 推 得 CT 是 ZACB 的 平分 线 , 故 卫 为 A4BC 的 内 
Qo BDP 5 IT R$. 

最 后 根据 7 为 定点 , 推 得 P.Q 位 置 一 定 , 从 而 部 PTQ 是 一 定 
Bl. 可 见 , 人 ABC HIRME T ЖОРТО, 

参考 文献 Пр. 451]. 


#%) 
施 泰 纳 圆 系 (Steiner system of circles) 有 两 个 不 同心 的 圆 ,其 
中 一 个 落 在 另 一 个 的 内 部 . 再 画 一 串 依次 外 切 的 圆 ,使 它们 与 原先 
的 两 个 圆 都 相 切 , 若 其 最 后 一 个 又 与 这 串 圆 的 第 一 个 相 切 ,就 构成 
施 秦 纳 圆 系 . 其 条 件 是 原先 两 圆 的 反 演 距离 6 必须 满足 
= 
n e +I 
首先 ,和 任意 两 个 不 相交 的 圆 的 反 演 距离 定义 为 ; 在 反 演 下 这 
两 个 圆 变 成 同心 圆 时 ,它们 半径 之 比 ( 较 大 者 作 分 子 , 较 小 者 作 分 
母 ) 的 自然 对 数 , 即 对 两 个 不 相交 的 圆 “ 和 及, 以 一 个 适当 的 点 ( 极 
限 点 ) 为 反 演 圆心 ,就 可 将 “和 及 反 演 成 两 个 同心 回 , 半 径 分 别 为 
ab, ÑE a > 60а < 5), о ВЕ 8 = In >. 
当 假设 中 原先 的 两 个 圆 反 演 成 两 个 同心 图, 其 他 的 圆 就 变 成 
环 状 排列 的 一 串 全 等 的 圆 ,它们 的 贺 心 构成 一 个 正 边 形 , 设 妇 
是 环 状 排列 的 圆 的 圆心 之 一 ,T 是 相应 的 图 与 这 一 申 贺 中 相 邻 贺 
的 切 点 ,O 是 同一 圆 的 圆心 ,外 圆 半径 为 a, 内 圆 半 径 为 b, 则 
ЛОАТ 是 直角 三 角形 , 且 有 


sin 


48 кена 
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Py = Wb 3 
ОА = 0 "АТ = —5 'ZAOT = — 


а 

Зое АФ й-=лк 5 3. 

#89 20А афв а FET 
П 


Ыр ЕЗ 5да 
由 上 述 方程 可 解 出 e ,然后 再 求 出 0: 
П 2 а аг 
1 + sin — 1 十 sin 一 4 
去 £| (ызы 
1 一 sin 工 cos Z | ү р 
п п 


a= 20| sec © ttg = |. 


如 果 相 切 贺 序列 在 绕 行 4 图 以 后 闭合 (d — 1) , 则 施 秦 纳 贺 
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ERA, ЯШЕР HPK ft п MTT. 
参考 文献 [27,pp.144—146]. 
RRK) 
Casey 定理 (Casey theorem) (1) B rnn ОО, ОО, 


半径 ,是 这 两 个 圆 的 公 切 线 长 , 则 在 反 演变 换 下 ， де 保持 不 变 , 
(2) ВАТИ О, .0,.0,.0, 各 切 于 另 一 圆 0, 表示 圆 0, 与 图 O, 
的 公 切 线 长 , 则 + nta Etita + tuta = 0. 

上 述 定理 (1) 是 ]. Casey(1820 一 1891) 于 1866 年 发 现 的 , 它 
是 反 演 变换 中 的 一 个 重要 不 变 式 . (2) 可 见 Casey 的 А Sequel to 
Euclid 一 书 , 它 是 托 勒 密 定 理 的 推广 ,并 
有 多 人 对 此 进行 过 研究 . 

《1) 如 图 , 设 以 5 为 反 演 中 心 ,起 为 
ЕЖ, 0 ©О,,ОО, 分 别 反 演变 换 为 
OO’, OO, #8 л.д. 分 别 为 从 5 
5 所 作 ©О,„©О,',®@О,,©О, 的 切线 
的 长 , 且 OO: = 4,0,0, = 过; 则 安 一 
501 + 502 —2SO, + SOicos а, 

d: — r! — r? = + n: — 2SO, * SO,cos а, @ 
@ 


同样 可 得 
d: — ri? — r = H7 tt — 250;' + 8Оусова, 


因为 ay = t! = SO; + SO, = t э һ,5О/ э SO, 
кин 
зк ЖИК И „а Ж зале), 
fr г UH 
So, ;SO =. + о, so, = 
Š та ТАТАХ 


把 它们 代入 @ 式 ,得 


Я 
dt — rtt — rit СР + n? — 250, + SO,eos а). 
ТГ, 


«50, + 5О,. 
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РО 
于 是 由 加 ,得 4-9-0 = ааа = п). 
ita 


И: di rr nr 
人 нк Паста = а! 
а м) _ dt т)? 
пж ту л rir 
和 йе Фу Р ileak у 
тт тт ч 


这 里 中 一 人 — r)? 54° 一 (rm — r)! Ф ©О,,©О, У 
ОО. 20, НАВ 0033 d 一 (ri tr) уа" — (у + 
т) ян лат ААН ГС Ж. 

注意 ,上 述 反 演 中 心 S 不 能 取 在 一 圆 的 内 部 和 另 一 圆 的 
外 部 . 

(2) ИИ О.О, „О.о О, ЕДП ттт. 
re 5 О, О, 和 圆 O 都 是 外 切 或 肉 切 时 , 则 三 为 外 公 切 线 长 ; 当 
其 一 外 切 和 一 内 切 时 , 则 АК. Е О, .O, 5 N O 的 
ЭКА О.О УО 的 切 点 , 则 

batu 十 tia 一 tt = 0. (其 他 情况 类 同 ) 


се (2. 


04-116 
以 ©O 上 的 一 点 为 反 演 中 心 , 于 是 外 O 反 演 变换 成 一 直线 ;而 
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A 0,.O1,O3,0, 的 反 演变 换 为 切 于 这 直线 的 四 个 圆 , 设 在 该 直线 
上 的 切 点 分 别 为 4.8,C、D; 则 据 欧 拉 定 理 ( 有 向 线段 ) 有 


AB » CD + ВС. AD = АС · BD. 


З АВ tu BC їз 0 
又 由 (由 得 -后 “РАТ бз 等 , 所 以 
П I ta rds VAEVA 
Утут VT, Утта Утта 
ЕРТ УЛА огт 
Yrm Vr 
BD tatata tatu=0s 
定理 (2) 的 逆 命题 也 成 立 , 


参考 文献 [21,pp. 148 一 151],[22,pp. 155 一 159],[38， 
рр. 270 一 271,p, 428], 

( 郑 君 文 ) 

Ш (А chain of circles) ІЯ Co 的 半径 为 1km, 与 直线 /1 切 于 Z 

点 : Bj 局 半径 为 mm, 在 图 Co 的 右 侧 , 且 与 贺 C, Ë / 相 切 . 由 此 向 

右 画 出 一 系列 的 贺 C., 使 与 Co 及 1/ 相 切 ; 并 与 前 面 的 圆 C-; 相 

切 ,直到 C, 非 常 大 ,以 致 不 能 再 画 出 新 的 圆 来 . 在 出 现 这 种 情形 之 
前 ,可 以 画 出 多 少 个 间 来 ? 

该 问题 选 自 A. Р. Domoryad 所 写 的 Mathematical Games 
and Pastimes (1964) 一 书 的 问题 19, 解 答 是 从 С. Stanley Ogilvy 
那里 获得 的 (1974)， 

ЖЕШ ЕШ mm 为 单位 表示 , 则 Ci 的 
半径 为 1,C, 的 半径 为 10, 对 这 一 连 捉 的 贺 
关于 回 了 取 反 演变 换 , 圆 了 的 圆心 设 为 Z 
点 ! 半 径 为 2. 105. 

因为 直线 1 通过 反 演 中 心 Z, 所 以 / 
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的 反 像 就 是 自身 , 男 1 БШ Co 内 切 于 六 ,所 以 图 C, 的 反 演 像 直线 
Cs' 与 直线 双双 与 圆 Cu 切 于 直径 的 两 个 端点 上 ,所 以 Co /14, 它 们 
确定 了 一 个 狭长 的 条 带 形 平面 区 域 S. 
由 于 每 个 圆 C, 都 与 Cv 及 ! 相 切 , 所 以 它们 的 反 演 像 C, 与 3 的 
两 条 边界 相 急 . 这 些 圆 除 Co 外 均 不 经 过 反 演 圆心 2 点 ,因此 它们 
HERR C 也 是 一 些 圆 ,它们 两 两 相 切 构成 了 一 系列 与 图 C, 
小 相等 且 与 S 的 边界 相 切 的 圆 , 
因为 圆 C, 在 反 演 贺 了 内 ,又 临近 贺 心 2, 因而 它 的 像 Cv' 在 贺 
了 的 外 部 ,位 于 条 带 S 中 远离 7 的 地 方 , 如 果 取 i = 1,2,3,… 那么 
这 一 系列 圆 C, 的 反 演 圆 C, 均 沿 指向 Cu 的 方向 进入 条 带 S 内 . 根 
据 反 演 关系 有 
ZY - ZY' = (2 - 1005 
Bp 2- 10° (ZY') = 4+ 10", 
ZY' = 2 + 10° = 1 0002+ 10°) 
Ci 和 Cy RREY AY 处 与 5 相 切 . 
w 4-119,РК =10* +1,PQ=10— 
1, 由 勾 股 定理 可 得 ZY =2-10 这 说 
明 ZY' 恰好 是 Си 直径 的 1 000 f, 
因为 加 7 的 半径 是 圆 Co 半径 的 2 
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ECA Cio B] +. T , AT ет HHR ZT 与 直线 
Co' 的 交点 T'i Croo 与 了 的 切 点 多 也 是 1 与 的 交点 . 可 见 
Ci ЕТТИ Т.Т, B DL C, =" @ Ж 
演 像 就 是 其 自身 , 即 C=C У Co 一 样 大 . 这 样 , 画 出 这 一 
串 贺 的 过 程 中 ,在 向 Ciow 营 近 时 ,图 逐渐 加 大 ,直到 等 于 Co 时 而 
得 到 Со. 至 此 ,这 个 圆 链 不 能 再 扩展 ,Ciow 就 是 其 中 最 后 一 
+N. 

这 个 圆 链 实际 是 关于 Co 和 4 的 施 泰 纳 贺 链 的 一 部 分 ,其 中 把 2 
看 成 是 一 个 半径 为 无 穷 大 的 圆 . 

参考 文献 [37,pp.180—183]. 

GRRR) 


(四 ) 点 的 轨迹 


MAS Е 19 АТ Ш Apollonius circle) 若 一 动 点 到 两 定点 的 焉 

离 之 比 等 于 两 已 知 不 相等 线段 之 比 , 则 该 动 点 的 轨迹 是 一 个 圆 . 

本 题 是 由 古 希腊 数学 家 阿波 Я 
罗 尼 奥 斯 在 他 的 著作 《平面 轨迹 》 7, 
中 提出 的 . 

设 А,В 是 两 个 定点 ,a.b 是 两 
条 已 知 线段 , атр. РЕА 
ЖАРА: PB= a:b, 

fE ДАРВ 的 平分 线 交 AB 于 图 4- 120 
Q, fE ZCPB(ZAPB 的 邻 补 角 》 
的 平分 线 交 AB 的 延长 线 于 R. 由 于 PQ,PR 是 八 PAB 的 内 、 外 角 
平分 线 ,AQ: QB = PA: PB = a : b,AR: BR = PA: PB = 
a t b, BDA PQ H, Ah AB R a £ 61Q.R 是 两 个 定点 . ZQPR = 


ZQPB+ ZBPR= + САРВА) /ВРО = 90110, P 3% 
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在 以 QR ВМИ Е. 
另 一 方面 ,在 以 QR 为 直径 的 圆 上 任意 取 一 点 已 ,连结 PA, 
PB.PQ.PR, bt B f PA 的 平行 线 , 交 PQ 的 延长 线 于 五 , 交 PR 


于 F. 则 AQAP сл AQBE, ARAP со ARBF. 所 以 5 一 SS = 
аА АЕ а ШЕН = DAEB = FB, B ЕР 的 中 
点 .但 ДЕРЕ = 90°, РВ = EB. M PA: PB = a: b, 
这 就 证 实 了 已 点 的 轨迹 是 以 QR 为 直径 的 圆 ,这 个 圆 被 称 为 
阿波 罗 尼 奥 斯 圆 ， 
推广 在 三 维 空间 中 ,到 两 定点 的 距离 之 比 等 于 常数 
k(k Z 1) 的 点 的 轨迹 是 一 个 球面 . 该 球 亦 称 为 阿波 罗 尼 奥 斯 球 . 
参考 文献 (35,р. 167].[38,р. 297]. 
《张文华 ) 
ЖЖЖИ I] (Circle as a locus of points which has a fixed power 
sum) 到 两 个 定点 的 距离 平方 和 等 于 常数 的 点 的 轨迹 是 一 
Щщ. 
Ж 4 了 是 两 个 定点 ,动态 已 满 足 P4: + РВ = Ë (k Ж® 
实数 ). 
取 AB 的 中 点 Wi 由 三 角形 中 线 公 式 ， 
2(PA? + PB°) = АВ' + АРМ", 


著 记 АВ = a, 则 
PM = 106 — al), 
А M B 
IPM| = +m — a, 图 4-121 


可 见 , 当 2 一 避 记 0 时 1 卫 点 的 轨迹 是 一 个 以 好 为 中 心 的 
图 ,该 圆 称 之 为 定 和 等 圆 . 


儿 何 * 平 下 几何 455 


384 2 — а? = ОВ, ЕИ — A P 
(点 圆 ), 当 2 — at < 0 BF, WL —4- E IB 
(不 存在 实 的 轨迹 )， 

推广 1 若 动 点 P WB f mPA: 
+ пРВ = kim n 是 正常 数 ), 则 点 的 在 一 人 B 
轨迹 仍 是 一 个 回 . 

Ë N 12 АВ n t m, Bl) 


п 
АМ = myne NB = 


94-122 


= a. 
mEn” 


РА? = AN: + PN: — 2AN + PN + сова, 

PB: = NB: + PN — 2NB + PN + соз(180° — e), 
2. mP A! + пРВ = —” q: + (m + n)PN:. 

m + n 

` Чы „1. r mn |= 
РМ |Ë Z La] = ЖШ. 
推广 2 在 三 维 空间 中 ,到 两 定点 距离 平方 和 等 于 定 值 的 点 

的 轨迹 是 一 个 球面 ,其 球 心 是 连结 两 定点 的 线段 的 中 点 . 

参考 文献 [38,p.298]. 


(了 张文华) 
Ж 3 32 t& (Line as a locus of points which has a fixed power 
difference) 到 两 定点 的 距离 的 平方 差 是 定 值 的 点 的 轨迹 是 两 条 
坦 线 ,它们 都 垂直 于 两 定点 的 连 线 . 
设 AB RIZR AA P N E € 
РА? ~PB = 上 (是 定 值 ). 
过 PP 作 PQ | AB 于 Q, 当 PA>>PB 
M, QA Өв = PA PEE ©у—„ Я 
WAB = a, 8 M E: АВ уф. lı һ 


2а. MQ =, MQ — Ë бе. 图 4-123 
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ВТ P RET Q 点 且 垂 直 于 AB 的 直线 L. 

4 PA<PBM R RM — +, A P {ЕМ R КЕНИ Р АВ 
的 直线 4 上. 

又 容易 证 明 , 在 4 或 1;: 上 的 点 都 满足 条 件 

РА? ~ PB: = p. 

Ж P 的 轨迹 是 垂直 于 AB 的 两 条 直线 ,并 称 之 为 定 差 宪 

&. 
注意 ; (1) 若 要 求 动 点 己 满 足 条 件 mmP4: ~ пРВ = k 
(m 关门 ， 则 动 点 己 的 轨迹 不 是 两 条 直线 ,而 是 两 个 同心 图 . 

(2) 在 三 维 空间 中 ,到 两 个 定点 的 距离 平方 差 是 定 值 的 点 的 
轨迹 是 两 个 平面 ,它们 垂直 于 两 定点 的 连 线 , 

参考 文献 [38,p. 298]. 

(张文华 ) 

牛顿 轨迹 问题 ‘Newton problem of locus) i A.B 分别 是 定 

直线 a.5 上 的 定点 ,P、Q 分 别 是 a.b 上 的 动 点 ,满足 条 件 

AP : BQ = k (GEM). A R Æ PQ 上 ,使 PR:RQ = тіп GË 
比 ), 求 动 点 R 的 轨迹 . 

此 题 是 牛顿 的 (自然 哲学 的 数学 原理 ) 一 书 中 的 第 23 个 补 
充 题 . 

# AB 上 取 一 点 M, 使 4M: MB= 
m:n, 及 是 一 定点 .连结 PB, 作 MN // 
АР # PB 于 NN, 连 结 NR. 因为 
PN:NB = AM:MB = min = 
РЕ: RQ, 所 以 NR// BQ. 又 由 于 AP: 


n 
BQ = k, MN = = АР, NR = 


ЗВО. ММ: NR = (АР): 


几何 。 平 页 几 有 457 


(т, BQ) = nk : m( 定 值 ), 又 a.b 是 定 直线 ,MNR 是 定 角 , 可 
见 AMNR 的 形状 一 定 , 从 而 ZNMR = а RE fil. 可 见 , 点 尺 在 过 
以 点 且 与 定 直线 a 的 交角 为 a 的 一 条 直线 上 . 

本 题 也 可 利用 向 量 来 解 . 

设 O 是 坐标 原点 ,&,5 分 别 是 直线 a.b 上 的 单位 向 量 , 则 


ОР = ОЛ + AP = ОА + ta (是 参数 )， 
00 = 0B + BQ = OB +17, 


_ п]ОЁ+тб]@ 
OR = m+n 
пОА+тОЁ , nkat+ mb 
мы >= rp Тир 6 Sar” КМ 
m +n m +n 


т рер эр M SHREE АВ JÑ m € n Ml 


om tn 


m+n 


док om |t), 


т+п | 


可 见 尺 点 的 轨迹 是 过 点 M 的 一 条 直线 . 
参考 文献 [38,p. 300]. 
(张文华 ) 
根 轴 (Radical axis) ”关于 两 个 不 同心 的 定 加 有 相等 者 的 点 的 
轨迹 是 午 直 于 两 加 连 心 线 的 一 条 直线 , 此 线 称 为 两 回 的 根 轴 ,有 时 
жї. 
这 个 命题 是 Gaultier 于 1813 FHH 89. 
这 里 ,点 也 关 于 @O(CR) 的 “等 ?是 指 有 向 线段 之 积 E4 - 
PA = OP: 一 R (A. 4 是 过 尸 的 直线 和 @O 的 两 个 交点 ,它们 
可 以 重合 ). 首先 用 “等 ”来 表示 这 种 意义 的 是 施 泰 纳 ， 
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设 昌 OCR1) ,O41CR:) 的 方程 为 

(a) (у А = R?, 

(=a) + (y — 6) = К, 
Ж О, (a, shi) ,O,(a,,b,). 

点 P (z, у) ТОО, (R.) fl @O, 图 4-125 
КЖЕ Ж ЕЕ 

OP — R? = (z — a)! + (y— b)! — Rs, 

О,Р! — R = (z — a) + (у — b)! — К. 

点 Plr y) $ FOO (R) ОО, К) % Ж (0 ЖЕ RHE 
(z — а) + (y — b)! Rè = (ж — ar): + (y — b)! — R”. 


化 简 得 
2(a1—as)z+2(h b) y HER R? at h Ha H] =: 


а — а 


这 个 二 元 一 次 方程 表示 一 条 直线 0 其 斜率 k=- гет 
又 ,直线 OO, 的 方程 为 
(b, — Б) — (а, — а)у + blas — a) — a (à, — b) = 0, 


sih 
KRE кел, 


hkk = 一 1 知 ,直线 1 上 OO: 

所 以 关于 两 个 不 同心 的 圆 有 等 短 的 点 的 轨迹 是 一 条 直线 , 它 
垂直 于 两 圆 的 连 心 线 . 

由 等 的 概念 易 知 ; 相交 两 圆 的 等 宕 轴 是 两 圆 公 共 弦 所 在 的 直 
线 ; 相 切 两 圆 的 等 宕 轴 是 过 两 贺 切 点 的 公 切 线 ; 相 离 两 圆 的 等 竺 轴 
必 不 与 两 加 相交 . 

参考 文献 [27,pp.36—38],[38,p.313]. 


《张文华 ) 
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ЖЩ (Coaxial circles) 关于 两 个 不 同心 的 圆 的 蹇 之 比 为 不 
等 于 1 的 常数 的 点 的 轨迹 是 一 个 圆 ,这 个 加 与 两 个 已 知 图 有 公共 
的 根 轴 - 

设 两 已 知 图 为 
OOR): z + у = R, Ф 
@O,(r); (х—а)#+ у=. @ 
点 Plz1y) 关 于 Oi Жр = z 
+ — F, & P F GO, ME p= ине 
(ж— a) + у#*— rt. # pit р, = ААУ 1), Nl 
а + y! В = Аа? — Фат + at + yt — r), 
MD (1 — z + (1— Ay + aàr = К дат — А. @ 
这 方程 表明 ,已 点 的 轨迹 是 一 个 圆 , 它 的 圆心 D 在 工 轴 上 ( 因 


TEER 00, Би == ©. 


вФ,®,®о, MOO, веж = == + 


由 加 ,四 ,OO 和 @O АЕА 
2aÀz = К? + да? — àt — (1 — 00, 


[1 Ja Reor 

可 见 @O MOO HFRMREOO MOO HFE R. 因此 
OO m 4- E Bl OO, „20,068. 

如 果 我 们 把 加 中 的 А RASEK, 3 2 kR — BE E] , x z Bj 
的 圆心 都 在 连 心 线 0:0: 所 在 直线 上 ,这 些 圆 (连同 原来 的 OO\、 
@O;) 中 i 每 两 个 贺 的 等 守 轴 是 同一 条 直线 ,因此 这 簇 圆 称 之 为 共 
轴 圆 系 ,而 共 轴 同系 中 的 若干 个 圆 就 叫做 共 轴 贺 . 

共 轴 加 有 这 样 的 特点 ; 如 果 其 中 有 两 个 圆 相交 ， 则 敌 中 的 每 
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个 圆 都 通过 这 两 个 圆 的 交点 ;如 果 其 中 有 两 个 圆 相 切 , 则 其 中 的 每 
两 个 都 相 切 于 该 切 点 ;如 果 其 中 有 两 个 圆 没有 公共 点 , 则 所 有 图 都 
没有 公共 点 . 
参考 文献 [38,р.313]. 
(张文华 ) 
Serret 轨迹 问题 (Serret problem of locus) 车 AB 和 CD 是 两 
条 不 平行 的 线 眉 , 动 点 己 满 足 条 件 Sarm + Sarco = k GEW), M 
P 了 点 的 轨迹 是 一 个 平行 四 边 形 . 
此 题 是 由 法 国 数学 家 P. Serret 于 1855 年 提出 的 . 
如 图 4-127, 设 AB.CD 所 在 直 м 
线 相交 于 点 O, 并 分 别 取 OM = АВ, 
ON = CD , 则 
Saras = Saron Sarco = Sarons 
Sinan = Saran + Sarco 
= СН). 
УХ Sjous = h GEW). 
2. Sarun = k — h' СЕИ). 
故 己 点 必 在 平行 于 MN 的 直线 豚 ММ E. 
两 相交 直线 把 平面 分 成 四 个 区 域 . 前 面 只 考察 了 PP 点 在 
Z AOC 内 部 时 的 情况 , 当 P 点 在 另外 三 个 区 域 时 ,上 述 讨论 也 完 
全 有 效 . 若 再 在 AB.CD 上 分 别 取 OM, = AB.ON, = CD, 并 按照 
上 述 方法 讨论 ,可 知 P 点 分 别 在 平行 于 MN、MiN, MN 的 三 条 
线段 上 ,它们 和 第 一 条 线段 M'N' 一 起 构成 一 个 平行 四 边 形 , 而 点 
口 是 该 平行 四 边 形 的 中 心 . 
参考 文献 [38,р.311]. 


(张文华 ) 
Peaucellier 反 演 器 原理 (Principle of Peaucellier inversioner) 
BHA ORENS 上 一 定点 , 姜 形 ABCD 的 边 长 为 a, 顶 点 A 在 
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OS Ł, OB =0D=6( 定 长 ), 当 4 在 ©@S 上 移动 时 , 求 顶 点 C 的 
轨迹 . 

本 题 是 由 法 国 海军 军官 A. Peauce- 
Шег 提出 的 ,1864 年 ,Peaucellier № О 
制作 了 Peaucellier 反 演 器 . 

如 图 4-128, 由 于 OB = OD, 
АВ =AD,CB = CD, О,А.С 三 点 始终 
在 同一 直线 (8D 的 中 垂 线 ) 上 ， 

X#+ BD LAC T H, 

P — at = ВО? — ВА = OH: — AH: 

= (OH + AH)(OH — AH) = OA + OC, 

即 ОА .DC = (/P — 2), 

因此 ,车 以 @OCY 术 一 a) 为 反 演 基 圆 的 话 ,4 和 CC 互 为 反 
点 . 当 4 在 @S 上 移动 时 ,C 点 的 轨迹 是 @S 的 反 形 .由 于 @S 过 
反 演 极 O, 故 其 反 形 是 一 条 垂直 于 OS 的 直线 , 即 C 点 的 轨迹 是 垂 
直 于 直线 OS 的 一 条 直线 1( 若 OS 11 于 下, 交 S 于 工 , 则 OL + 
OK = b — a’). 

根据 这 个 结果 可 以 制作 反 演 器 . 用 四 根 等 长 (长 度 为 a) 05 E 
连接 成 菱形 ABCD, HF B fl D 处 接 上 两 根 长 度 都 等 于 5 的 棒 
Ов 和 OD, 使 各 连接 处 均 可 以 自由 转动 ,这 样 便 制 成 了 一 个 反 演 
Ж. 使 用 时 ,可 在 О 点 处 装 上 一 针 , 使 之 可 固定 于 图 板 上 某 点 ,再 
于 有 A 处 装 上 一 针 ,C 处 装 上 铅笔 ,然后 让 4 描绘 某 个 已 知 图 形 F, 
WC 点 就 绘 出 下 的 反 形 F'. 

参考 文献 [11,р.368],[24,р. 210],[40,p- 27]. 


(张文华 ) 
Catalan 轨迹 问题 (Catalan problem of locus) ©О()Ж 
@O' т) ИТЕ И, н А ЖОО Е,А'{ ОО E.B 有 A 对 于 
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@O WEFT АТОО WE А 作 @O MIR, AEO 
的 切线 ,两 切线 相交 于 点 Р, Р ЮЕ ГА. i Bl s 
@O.OO' 共 轴 ， 

本 题 是 Catalan 于 1879 年 发 现 的 . 
在 Desboves 3⁄ HY (JU fl f] EE ) (Questions 
de Geometriel) 一 书 中 ,本 题 是 作为 解决 N х 


аккыш ийын сеш AUE 
马尔 法 蒂 问 题 )， 
设 44' 分 别 交 @O、OD' 于 B .Bl 由 


于 4 对 于 @O 的 知 等 于 由 对 于 @9 的 
Ж, АА' АВ = AA' « A'B, $ 


Р 


АВ = A'B,AB = A'B'. @ 


ЖИЕ ОМ LAB T M.O М' LA'B'F М',РН LAA' T Н. 
RtAAOM со RtAPAH,PA : OA = РН ! AM, l 


РА_РН 
ТОР @ 
Bm, P= TE. @ 


由 于 AM= АВ = тав = ам, но. 


РА: РА! = rir, Ф 

从 而 RtAPAO со КЕДРА'О',РО : РО = r: r. 
ВИСО ТОШЕ З, r Z r' Р 点 的 轨迹 是 一 个 圆 . 
由 于 PA i: РА = rt: rt, н РЖТОО. ООЖ № 
IERTE 所 以 , 当 7 去 时 ,P 点 的 轨迹 是 与 GO,@O' 共 轴 的 事 
(参见 共 轴 图 ); 当 7 =” 时;P 点 的 轨迹 是 一 直线 1,1 ЖОО 与 
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@O в. 

参考 文献 [38,p: 317]. 

(张文华 ) 

外 接 于 定 三 角形 的 正三 角形 的 重心 轨迹 (Locus of centroids 

of the equilateral triangles, which circumscribe to a fixed 
triangle) 外接 于 定 三 角形 的 正三 角形 的 重心 的 轨迹 是 一 个 圆 . 

本 题 选 自 (美国 数学 月 刊 》 
Vol. 66 的 问题 已 1351. 

如 图 4-130, 设 A4BC 是 定 三 
角形 ,分 别 以 ВС,СА,АВ ЖК}: 
O0; .00,.90..# 6 ЛАВС 内 部 
一 侧 的 弧 均 为 120", 过 A 任 作 一 直 
2500:00, 分 别 交 于 点 B',C'， 
连结 CB' 并 延长 交 @O, 于 点 4 ,此 
ВАГ. В.С 386, ЛА В'С' #4-130 


AABC 的 外 接 正三 角形 . 设 BC、CA,AB( 都 等 于 120") 的 中 点 分 
别 是 荆 ,M,NN, 易 证 


LM = MN: = NP: = ВС + CAF + AB) — Т9 
所 以 ALMN 是 正三 角形 . 

设 СЖ A'L, BM (或 其 延长 线 ) 的 交点 ,由 于 A'G' 平 分 
LBA'C, ВСЧ АВС, Ж GRE AARC 的 重心 , 且 
АСВ = 120°. 由 此 可 见 , 点 G' 必 在 正八 LMN ЮЕ Е. 又 
ВСЧ А 点 转动 时 , 避 可 以 跑 到 LN 或 MN 上 , 故 AA'B'C' 的 
重心 轨迹 是 八 LMN ЮЕ. 

参考 文献 [40,p. 41]. 

(张文华 ) 
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(五 ) ЕШ 


作 圆 内 接 三 角形 ,使 它 与 给 定 三 角形 有 相等 的 三 个 角 
(Construct a inscribed triangle being given its three angles) 
本 题 出 自 欧 几 里 得 的 名 著 《 几 何 原本 小 
已 知 A4BC 及 定 图 O, 试 在 ©O МЕЛАС, 
ZA, = ZA, ZB; = ZB, ZC = ZC. 

在 ©@O 上 取 一 点 41, 过 A, 作 @O 的 切线 DE, 作 /ЕА,С, = 
АВС, A.C, 00 F Сү, ZD41Bi = ZACB, А,В, Ж 
В, Ж 9 В.С, M| AA.B.C, 即 为 所 求 . 这 时 ， ABC = 
ZEAC, = Z ABC, ZA,C,B, = ZDA,B, = / АСВ. 


D А, Е 
С. 
в, EA 
KE% 
图 4-131 
参考 文献 [32,pp. 56—57). 
(张文华 ) 
费 马 作 图 问题 (Fermat construction problem) 
(D BA a, ZA =а,(&— с) t has Ж{ЕЛАВС; 
(2) B® a, ZA = a, (b — с) + has Ж{ЕЛАВС. 
问题 (1) 是 帕斯卡 向 费 马 提出 的 ,由 费 马 作出 解答 ;问题 (2) 是 
费 马 提供 给 帕斯卡 的 ,并 流传 于 世 . 
下 面 的 解法 源 于 费 马 . 


G) 假定 人 ABC ЕДЕН. fEAABC KaHR О. N 是 BAC 
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的 中 点 ,M 是 线段 BC 的 中 点 , 作 NP 1 
4B 于 已 NMQLC4 于 Q, 则 

ZNAP = ZNAQ,AP = AQ. 
X. КЕЛАМР < RtACNQ,BP = CQ. 
Ж AB — АР = AC + AQ,AB — АС = 
ФАР, 2AP = b — с. 


9—18, 


图 4-132 


NB’ — NA: = ВР? — PA: 


= (BP + PA)(BP — PA) 


їй bc = 2RA, , 
NB: — МА? = 
`: АРАМ o AMBN, г. АР : ВМ = МА + NB. 
5 › МА £ 
АРЕ а" T 
Ж МА = х,МВ = р, 则 由 外 ,@, 有 
1 290 
В 2 = 280—0 = S z 
АШ Ь—с_ _ 2Raz 


由 a 和 La 可知 外 接 贺 半径 R 及 BN= pg = 


5 


ЗЕ! 


条 件 , 故 由 @ 式 可 得 


2Raz: pp — 2?) = m : n. 
TE 25 


2Ка п 


$= ар 
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apea rz- p= 0. 
根据 这 个 二 次 方程 可 作出 满足 条 件 的 线段 r. 因此 A4BC 可 
作出 . 
(2) 由 (1) 之 第 @@ 式 ,得 
be 2Raz 


Ф TA Rart pp zt) 
(b — c) + h, = (b — с)[2Ка + pi z!)] + ж 
т 


又 由 (1) 之 第 四 式 ,得 2 一 < 一 ма. а= 20. 


Дф с +h = FL2Rar + РОР — z)] + 


1 
Кат 
=[2Rar+ pp m] s 
` G@— +h =q RBAN, 


upor 2568 


p. = 


= 24, 


到 十 (2R — р?) = 0. 


据 此 二 次 方程 可 来 由 zy* 进 而 作出 A4BC， 
参考 文献 [40,p. 174], 
(张文华 ) 
Castillon 问题 (Castillon problem) ” 作 一 个 三 角形 ,使 它 内 接 
于 一 个 已 知 圆 , 且 三 边 分 别 通过 一 个 已 知 点 . 
本 题 由 瑞士 数学 家 Gabriel Cramer(1704~1752) 提 出 ,1776 
年 由 意大利 数学 家 Castillon(1709 一 1791, 原名 L. F. Salvemini) 
解决 . 
REAN Z 及 三 个 已 知 点 4.B、`C, 求 作 AXYZ ,使 其 内 接 于 
Ш, B YZ.ZX.XY Ф А,В,С. 
其 作法 如 下 ， 
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С) 在 4B 上 取 一 点 М.{# AM - AB = pX, Ж p E А 
x TE GIB > ЮЕ; 

(2) 连结 MC, 并 在 其 延长 线 上 取 一 点 
Q. MQ - MC =, 其 中 加 是 点 M 关 于 已 
ББ СЕ 

(3) 过 点 Q Е LN ,使 其 所 对 的 圆周 角 
等 于 ZAMQ( 设 圆 МОО, Реж, 
ДАМС=е,{ @O| -./1 — sinig) , PF Q fE 
HAZIR); 141-133 

(4) 连结 LM 交 贺 于 了 ,连结 АУЖЕКЖИ F Z, 8 BZ 
XAFA X. WAXYZ 即 为 所 求 . 

下 面 来 证 明 XY 必 过 C 点 ; 即 YC.YX 必 在 同一 直线 上 . 

(1) 由 作法 ， АМ, АВ = AY - AZ, M.B.Z.Y 四 点 共 贺 ， 
ZAMY = ZAZB. {Н ZAZB = ZYLX, Ш ZAMY = ZYLX, 
LX / AB. 

(2) 设 CQ 5 LX XF KHF LX // AB, ZLKQ = ZAMC. 
又 由 作法 ZLXN = ZAMK, ЫИ QK // NX, 从 而 人 RQL= 
ZXNL. 

(3) 由 作法 , MQ + MC = MY + ML, C,Q, L,Y 四 点 共 圆 ， 
ZLYC = 180° 一 ZCQL. X L.Y.X.N Ж, ZLYX = 180° — 
ZLNX. 由 于 ZLQK = ZLNX,:. ZLYC = ZLYX. ^ АС 
# xY k. 

Жж H) 3 оро орта раб Жл Ж 89 ЖК, WE 
比较 简单 , 还 可 以 利用 相似 方法 解决 如 下 Castillon 问题 的 对 偶 命 
题 ; 已 知 一 个 圆 及 三 条 直线 , 求 作 一 个 三 角形 ,使 其 外 切 于 已 知 
圆 , 且 三 个 顶点 分 别 在 三 条 已 知 直线 上 . 

本 题 可 推广 如 下 : 已 知 一 圆 及 不 在 圆 上 的 四 点 , 求 作 这 个 圆 
的 内 接 四 边 形 , 使 它 的 四 边 或 其 延长 线 按 一 定 次 序 通过 该 
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А. 
参考 文献 [31,pp. 165—168]. 
《张文华 ) 
已 知 三 条 高 的 长 度 , 求 作 三 角形 (Describle a triangle being 
given its three altitudes) 
本 题 由 Ardueser 提出 ,可 参见 其 著作 Geometriae theoricae et 
Practicase(1627) ,p. 149. 
已 知 : 三 线段 h Aha. 
RE: A4BC, 使 它 的 高 AD = h BE = hx CF = А. 


А 
Р 556 
А k ар; 
А sa 
k 
— ТЕБЕ “ы === С 


14-134 


PESARA ОСН а > |һ,— h,|), ARRE 
点 O, 自 O 到 圆 & 引 三 条 线段 OP.OQ.OR, 使 OP 三 请,OQ = h, 
OR = hs. Ë GP.OQ.OR HAX 2 + P'.Q',R'.fEAAB'C' ,使 
B'C' = OP' ,AC' = ОФ ,4B =ОР!. {ЕА | ВС 于 D' ,延长 
AD'F) D, Ië AD —h,. Ñ D YE B'C' 的 平行 线 " 交 AB' AC RHE 
长 线 于 B,C, 得 人 ABC. 

F HEB] A ABC 的 确 是 符合 要 求 的 - 

fE BELAC + Е,СЕ | АВР Е,ВЕ | АСТ Е,СЕ L 
AB'F Е'. WJ BC - AD = СА. ВЕ= АВ. CF, 


BE СА ВА 
.. Тер 
> AABC co ЛАВ'С',.. ВС = СА” BA 


HT В'С' =ОР',СА =О©',В'А = ОК, 
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“OP _ 09 _ ОК 
УВС СА AB: 
=, OP' + AD = OQ! - ВЕ = OR' + СЕ 
HAREM, OP' - h, = OQ' * h, = ОК .һ,. 
B AD = h,, # BE = Һ,,СЕ = hs, AABC 的 三 条 高 为 hh、 
hah AFAR. 
参考 文献 [38,p. 336]. 
(张文华 ) 
已 知 三 角形 的 两 边 中 点 及 垂 心 的 位 置 , 求 作 三 角形 (Construct a 
triangle, being given ortho-center and middle points of two 
sides) 
此 题 出 自 (美国 数学 月 刊 )Vol. 42(1935)， 
HMM H 是 给 定 的 三 点 ,现在 要 
作 一 个 三 角形 ABC, {E M,. M: 分 别 是 
АС.АВ WHA H AABE HED. 
延长 НМ, #l| H' $E M,H' = HM,, 
以 Ma 为 直径 作 半 圆 .过 H 作 M.M, 
的 垂 线 交 半 加 于 4 点 . 连结 Ам, 并 延长 Ë So у 
8) С, М.С = АМ,; 连结 AM, 并 延长 图 4 一 135 
到 B, 使 MsB = АМ,, 则 人 ABC BD S ER. 
显然 , M M, 分 别 是 AC. AB WPR, H АН | ВС. 又 因为 
AM, = M.C, HM, = MiH', 所 以 AH' // HC. 而 AH' 1 АВ, 
CH | AB. ҖАН | ВС,СН | АВ, BJ H WE AABC 0. 
参考 文献 [40,р.219). 


(张文华 ) 
已 知 一 边 上 的 高 和 中 线 及 其 余 两 边 的 差 , 求 作 三 角形 (Triangle 
from m., ha, b—c) 
本 题 出 自 (美国 数学 月 刊 )Vol. 1401937018) E257. 
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图 4-136 


EA ABC 已 作出 ,中 线 AM = m., AH = h,, AC 一 4B 的 
长 度 为 1( 已 知 ). {ЕЗШЩ T H BC + D. AI Ж BC +T W. B f 


RtAAMH 可 以 先行 作出 .又 MD= MC 一 DC 二 二 a 一 (一 c) 一 
Та фа+в-0= 16-0 = и, ik D дй. 
X H BW : WC = c : b, Ж BW + WC = a, Я ВИ = 


„Ж.Ж ы А 
be 2“ 2+ 
又 c - 6 = ВН? — HC: = (BH + HC)(BH — СН) = 


e — P 人 一 好 


+ MH = 2а . 7 MW МН = 1 = MD: ,MW = 
МЕ W 可 定 
于 是 可 得 如 下 作法 : 


(1) Е RtAAMH, {h АМ = т,,АН = h,,Z AHM = 90°; 
GQ) Æ MH Еж D fE MD = Tl 


O HAB MW Mw = Му, жй AW, B D f BC NE 
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线 交 AW F I; 

(4) 以 工 为 图 心 ,TD 为 半径 作 贺 7T, 自 4 作 圆 工 的 切线 AB. 
АС,Ж MH 的 延长 线 于 B.C, W A ABC 即 为 所 求 . 

参考 文献 [40,p. 216]. 


(张文华 ) 

求 作 等 腰 三 角形 ,使 它 的 底 边 和 底 角 平 分 线 有 给 定 长 度 

(Isosceles triangle, from its base and bisector of a basic 
angle) 

本 题 选 自 (美国 数学 月 刊 yVol. 7001963). 

AABC 中 ,着 4AB = АС,ВС = a, 
BD 是 底 角 平分 线 , 且 BD = 1. 试 作出 
AABC. 

Ў СЕ Ж Z ACB 的 平分 线 , 作 DF// 
EC, 则 DF = CE = 1. 若 作出 ABCD 的 8 
外 接 图 ,由 于 ZCDF = ADFC = 
ZDBC, DF 必 是 @DBC 的 切线 , 设 
CD =CF = х, ЙЯ Г = z(z + a), z 


图 4-137 


BEDE Har Г =0@Ё,т = 11а Va АР 可 
作 . 故 可 得 如 下 作法 : 


O нав ва = JU 23 qp ali 

(2) ÆABDF {ë BD = DF =1,ВЕ =ù + z; 

(3) 在 BF 上 取 BC = a, fEABDC УЧЕ Е DE // BC, 设 

DE 交 圆 于 E; 
(4) 延长 BE,CD ZF 4, 则 人 ABC Шу. 
参考 文献 [40,p. 228]. 
(张文华 ) 

Regiomontanus fE 图 问题 (Regiomontanus construction 
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problem) 已 知 四 边 之 长 , 求 作 有 外 接 圆 的 凸 四 边 形 . 

1464 年 ,Regiomontanus(1436 一 1476, 又 名 ], Maller) 首 先 提 
出 了 这 个 问题 , 韦 达 提 出 了 该 问题 的 尺 规 作 图 法 . 斯 图 姆 等 也 研究 
过 这 个 问题 

假定 所 求 的 四 边 形 ABCD 已 经 
作成 , AB = а,ВС = b,CD = c, 
DA =d, 且 该 四 边 形 有 外 接 图 . Ж 
结 4C. 若 作 ZDCE = ZBCA, СЕ 
Ж AD 的 延长 线 于 E, W| hF 


ZCDE = ZABC,ACDE © 
ACBA. + EE DE:AB = 
AB. CD _ ac 


CD: ВС,рЕ = рт = p 帮 作 出 线段 4D 一 dd 后 ,已 点 可 
以 先 确定 ; 又 由 于 АС: СЕ = BC : CD = b: c, САЯ А,Е 


тога нарт е C K uki PLE. 又 由 
T C APJ D B 0 EW $ TE K c,C дй О D(c) E. K C 点 应 
是 上 述 两 加 的 交点 , 确定 了 4,D、C 三 点 后 ,B 点 就 很 容易 确定 
T. 因此 可 按 如 下 步 又 作 图 : (1) 作 一 线段 4D = d, 在 AD 的 


Ка EoR— 8 Е,{# DE = ©, (2) 内 分 ,外 分 线 眉 AE F M. 
N. Ë: МА: ME = NA: NE = b: c, 以 MN ABA: 
(3) 以 DD 为 圆心 ,ce HEREZA MN 为 直径 的 圆 于 C 点; 
(4) ЦА 为 贺 心 .a ЭЗ ЖШ, C SB. Е, D 
两 弧 相 交 于 B(B、D 应 分 居于 CA 的 两 侧 ), 连 结 AB. BC, ЩЩ 
边 形 ABCD MARR. 
参考 文献 [38,p. 342]. 
(张文华 ) 
Prouhet 问题 (Prouhet problem) 作 一 五 边 形 ,使 其 各 边 的 中 
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点 在 指定 位 置 . 
本 题 由 Prouhet 首先 提出 . 1844 年 ,Prouhet 对 奇数 边 多 边 形 
提出 并 解决 了 同样 的 问题 - 
设 天 .ZJM,N、 忆 是 给 定 的 五 点 , 现 
在 要 作 一 个 五 边 形 ABCDE, {Ë K.L.M, (д Ai 
N.P ККЖ АВ, BC,CD.DE,EA Ñ ,|S 7 
中 点 . А 
任 取 一 点 As, 作 折线 AA; AAA AAA. AE 
E K.L.M.N.P RRE AA.AA. Су 


Aidi AAn AAs 的 中 点 . 连结 AA; Ж va 

其 中 点 4, 作 折线 ABCDE, {E КМУ 图 4 139 

顺 次 是 AB.BC.CD.DE 的 中 点 .连结 EA, 则 五 边 形 ABCDE (Ë 
合 所 求 . 


由 上 面 的 作法 可 知 , 玉 了、M、N 依次 是 AB.BC.CD.DE 的 
中 点 , 现在 再 证 明 P 是 EA 的 中 点 . RER, AA LBA, BA, Z 
AC,A,C £ DA, DA; ZA,E,B DL АА LAE. 因为 4 是 AoAs 
的 中 点 ,所 以 АА, LAE, P 点 也 是 4E 的 中 点 - 

本 题 作 法 可 用 来 解 一 般 (2n + 1) 达 形 问题 . 

参考 文献 [38;,p: 347]. 

(张文华) 
作 贺 内 接 正 五 边 形 、 正 十 边 形 , 正 十 五 边 形 (Construct regular 
pentagon, regular decagon, regular pentadecagon) 

求 作 圆 内 接 和 外 切 正 五 边 形 与 正 十 五 边 形 , 见 于 欧 几 里 得 ( 几 
何 原本 ) 第 四 卷 . 对 于 正 五 边 形 的 作 图 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 可 能 已 经 
知道 . 与 Hippocrates( 约 公元 前 430 年 ) 同 时 代 的 人 ;已 会 用 尺 规 
作 圆 内 接 三 角形 ,正方 形 和 正 五 边 形 . 托 勤 密 则 证 明了 如 下 命题: 
Ë AB ZOO 的 直径 ,CO L AB,D 是 OB 的 中 点 ,在 OA4 上 取 一 点 
Z| DF = DC, МСЕ 和 OF 分 别 是 该 圆 的 内 接 正 五 边 形 和 内 接 
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正 十 边 形 的 一 边 ， 


С 
pdk À 
LA 
B 
图 4-140 图 4-141 
《1) 图 内 接 正 十 边 形 . 
Ў AB 是 OCR) 的 内 接 正 十 边 形 的 一 边 , 则 AOB = 36°. 
fE ZOAB 的 平分 线 AC, W| ZOAC = ZCAB = 36°, Z ACB = 
72° = ZABC. г. АВ = АС = ОС, B ЛОАВ w ДАСВ. 


ОА: AC = AB + ВС. Ж OC = z, ШЖ 

Rizr= zi (及 一 站 + Rz — К = 0. 

= +C - DR. 

据 此 ,有 如 下 作法 : 

EEB PQ, 作 半径 ОА, ОА 1 
PQ. WR OQ ТАМ, ШМ, MA 
为 半径 画 弧 交 OP 于 N, 则 ON 的 长 就 等 
于 内 接 正 十 边 形 的 边 长 ,然后 利用 线段 


ON, 从 人 4 点 开始 ,在 圆周 上 大 次 蕉 到 .4 记 、 ТЕ? 


BC.CD, DE. EF, FG.GH. HK. KL, АВ = ВС = CD = 
DE = EF = FG = GH = HK = KL = ON, 最 后 顺 次 连结 各 分 
点 ，, 即 得 正 十 边 形 ， 

(2) 圆 内 接 正 五 边 形 : 

作出 圆 内 接 正 十 边 形 后 , 取 这 个 正 十 边 形 的 两 两 不 相 邻 的 五 


À 
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个 顶点 ,连结 起 来 , 即 得 到 圆 内 接 正 五 边 形 , 

(8) 圆 内 接 正 十 五 边 形 ， 

由 于 图 内 接 正 十 五 边 形 的 中 心 角 6 = 24° = 60° — 36°, 而 内 
接 正 六 边 形 的 中 心 角 是 60", 正 十 边 形 的 中 心 角 是 36*, 因 此 正 十 
五 边 形 可 以 在 作 正六 边 形 、 正 十 边 形 的 基础 上 完成 . 

参考 文献 [33,p.77,p.137J,[36,pp. 49—52]. 

(张文华 ) 
正 十 七 边 形 作 图 (Regular 17 - роп construction) 用 圆规 和 直 
尺 作 正 十 七 边 形 , 

这 个 问题 自 欧 几 里 得 以 来 悬而未决 2 009 多 年 ,直到 1796 
年 ,当时 还 只 有 19 岁 的 高 斯 首先 发 现 了 这 个 问题 的 解法 ,这 个 发 
现 使 高 斯 公 定 了 献身 数学 研究 的 信念 . 值得 一 提 的 是 ,高 斯 临终 时 
还 留 下 遗言 ; 请 把 正 十 七 边 形 刻 在 他 的 墓碑 上 , 后 来 , 哥 廷 根 大 学 
为 他 建立 了 一 个 以 正 十 七 边 形 棱柱 为 底座 的 纪念 像 , 

在 解决 了 正 十 七 边 形 作 图 问题 后 ,高 斯 进一步 研究 尺 规 作 图 
问题 ,5 年 后 ,他 彻底 解决 了 正 多 边 形 的 尺 规 作 图 问题 ,并 证 明了 
下 述 定理 : 一 个 正 多 边 形 , 当 且 仅 当 其 边 数 具有 形式 "pipe pi 
Срат» 是 形 如 2" 十 1 的 不 同 案 数 ) 时 ,才能 用 圆规 和 直 尺 作 
出 其 图 形 . 

对 于 正 十 七 边 形 的 作法 ,在 林 芍 一 著 的 (初等 几何 学 作 图 不 能 
问题 } 一 书 中 以 附录 形式 任 了 专门 介绍 ,指出 : 除了 高 斯 的 方法 
外 ,还 有 Serret 与 Bochmann 方法 ,Von, Standt 方法 ,Schubert 方 
EF. 

HE p oae l a 


= = cos 28 + isin 26 Z= 0, 1,2,=.,16). 


E р = cos f на? 证 则 除 工 羽 外 的 其 余 16 个 顶点 是 
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P p p pt А АА 
ER Si G£ ЕР ++ Sh SSL Q 
а= +4 5+ 0 + 4 07° 4 р7* 4 рт", 
则 += р+Р + Бер р7+++= т" 
чакае де а У ано +E 
一 1 
=—1, 
в 9 = letette tHo He tp toe). 
(е +0? + р" + a + рт + p+ 07") 
= 402 +q 
=— 4. 
м Pq Ей + к —4=0Юй,р=у(—1 + ZT), 


s= 20-1 V77): 显然 pw4 可 以 用 尺 规 作出 。 
再 设 w =р+ р +0, 
ш = + Бр? + р, 
иу = pt еб + p”: р", 
ш = рр 4р +67", 
则 易 知 а ирати 


иу + = gui 
故 m= |+ УРЕ ө = |a + +4}, 


== gle- УРЕ) ш = la Иа). 
由 于 pog TA Ж ЖЕН, ши, и, и, 也 都 可 以 由 尺 规 
ш. 
最 后 设 = р + p to = pt + p t, MJ 


m + = un = ús, 


v 


1. 
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v = На + Уш — диз), 


w= ш Маа]. 
HF шуш, ЯПА НЕ t vv 亦 可 用 尺 规 作出 .但 是 


т. 2r 
w = P+ P = хов. 


可 见 cos 各 可 以 由 尺 规 作 出 - 

因此 正 十 七 边 形 的 作法 包括 以 下 五 个 步骤: 

O 作出 线段 p,q; 

(2) 作出 线 眉 unus; 

(3) 作出 线段 vy 

《4 作出 单位 加 ,并 在 实 轴 上 取 一 点 V ,使 OV = то, МУ 
作 虐 轴 的 平行 线 交 单位 圆 于 点 Z,, 则 ZZ (Z= D 即 为 十 七 边 形 
的 一 边 ; 

(5) 作出 其 余 所 有 顶点 ,完成 正 十 七 边 形 ， 

参考 文献 [9,p. 484],[23,pp, 124 一 133],[31,pp. 200 一 
207].[40,рр. 255—256]. 

(张文华 ) 
等 分 圆周 问题 (Problem of circumference in equal parts) 对 
FREAAK ni 可 以 用 圆规 和 直 尺 把 一 个 四 周 x 等 分 ? 

等 分 圆周 问题 (也 是 正 多 边 形 作 图 问题 ), 自 古 以 来 一 直 吸 引 
RAM 早 在 古 希腊 时 代 , 人 们 就 会 利用 尺 规 作出 3.4.5.6.10.15 
等 边 数 的 正 多 边 形 ,但 是 作 正七 边 形 或 正 九 边 形 的 企图 却 归 于 和 失 
败 . 后 来 人 们 产生 这 样 一 个 观念 : 并 非 任何 一 个 正 多 边 形 都 是 能 
用 尺 规 来 作 图 的 , 然而 ,怎样 判断 一 个 正 多 边 形 能 不 能 用 尺 规 作 图 
R? 这 个 问题 直到 1801 年 才 由 高 斯 给 出 定论 , 当时 高 斯 证 明了 如 
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下 命题: 

当 且 仅 当 地 是 具有 如 下 形式 的 整数 时 ,可 以 仅 用 尺 规 把 圆周 
па. 

1 n= 2", 

2 п=р= 2 +1, Нр Ж 

3° n= ppr pe ИН p 2 + 1 S 0 R K. H & 
相同 . 

这 就 圆满 地 解决 了 仅 用 尺 规 等 分 圆周 的 可 能 性 问题 当然 ,还 
存在 一 些 技术 性 问题 ,例如 ,如 何 判断 2” 十 1 型 的 数 是 素数 ? 如 何 
实施 具体 作 图 ? 这 些 都 是 很 艰难 的 问题 ， 

边 数 不 超 过 100 的 正 多 边 形 ,其 中 能 仅 用 尺 规 作 图 的 有 : 


的 形式 用 尺 规 能 作 的 正 多 边 形 边 数 


z 4,8,16,32,64 


2 +1 3,5,17 


рр pa 6,12,24,48,96 
10,20.40,80 
34,68 
15.30,60 

51 

85 


„= 

能 作 的 总 计 不 过 24 个 ,其 余 74 个 均 不 能 尺 规 作 图 . 
比较 有 趣 的 是 九 一 р = 2° 十 工 的 情况 , 当 上 一 0,1 时,x =з, 
5+ 而 正三 角形 和 正 五 边 形 正 是 古代 早已 会 作 的 图 形 . 当 t 一 2 时 ， 
п= 17. 正 十 七 边 形 的 作法 是 高 斯 发 现 的 . 4 t= 3,1], n = 257, 
65 537, 这 两 个 数 都 是 素数 . IE 257 边 形 的 作 图 于 1832 年 由 
Richelot 完成 , 正 65 537 边 形 的 作 图 经 Hermes 费 了 10 年 功夫 才 
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完成 . 据说 ,他 的 手稿 可 以 装 满 一 个 手提 箱 . 
参考 文献 [14,pp. 440 一 442],[23,p, 79],[40,p. 515]. 
(张文华 ) 
阿波 罗 尼 奥 斯 切 贺 问题 (Apollonius problem of contact circle) 
画 一 个 圆 , 使 它 与 三 个 已 知 图 相 切 . 

这 个 著名 问题 是 由 希腊 数学 家 阿波 罗 尼 奥 斯 在 ( 论 切 触 》(On 
contacts) 一 书 中 提出 并 对 以 解决 的 ,可 惜 原 书 已 经 失散 ,其 内 容 是 
由 后 来 的 数学 家 韦 达 重新 整理 出 来 的 , 由 于 点 和 直线 可 以 看 做 是 
圆 的 极限 状态 ,因此 切 圆 问 题 还 有 九 种 特殊 情况 ,阿波 罗 尼 奥 斯 是 
分 别 研究 并 解决 各 种 特殊 情况 ,然后 再 过 渡 到 一 般 情况 的 . 对 于 切 
圆 问题 ,历史 上 许多 数学 家 如 志 达 .牛顿 \.Peterson, 葛 尔 刚 都 曾 研 
究 过 . 下 面 给 出 的 解法 就 源 于 葛 尔 刚 : 

葛 尔 刚 是 从 一 般 性 问题 人 手 的 ,这 个 方法 要 用 到 邵 下 一 些 几 
何 知识 ; 

1. 相似 轴 定 理 : 三 个 圆 中 每 次 取 两 个 ,所 得 的 三 个 相似 中 心 
《三 个 外 相似 中 心 , 或 两 个 内 相似 中 心 .一 个 外 相似 中 心 ) 在 同一 直 
mk. 

2. 极点 、 极 线 定理 ; 对 于 某 给 定 圆 ,着 点 了 在 点 已 的 极 线 上 ， 
则 点 已 也 在 点 卫 的 极 线 上 . 

此 外 还 要 用 到 等 短 轴 , 根 心 等 概念 . 

设 O,,O;,O; 为 三 个 已 知 图 周 , 试 求 作 一 圆 ,使 它 与 三 已 知 国 
周 均 相 切 (为 叙述 方便 起 见 , 我 们 侧重 讨论 都 外 切 或 都 内 切 的 情 
况 , 其 他 情况 可 类 似 地 处 理 ). 

假定 存在 满足 条 件 的 圆周 三 , 它 与 圆周 O..O,.O, 分 别 切 于 点 
A.B.C. 我们 米 分 析 它 们 应 满足 什么 条 件 . 

设 点 了 是 Oi、O;,O; 三 圆 的 根 心 , 连 结 74 .TB、7C 并 分 别 延长 
ХИ 0,.0,.0, 于 点 A'.B'.C' MA А',В',С' ЩЩ 必 与 
ИО, ‚О, ‚О, 相 切 , 原因 是 ; ИТ 1 HN О, (O,.O,)00 Ж 
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图 4-143 


反 演 突 的 反 演变 换 五 必 将 贺 O,,O,.O, 分 别 变 为 自身 ,将 贺 三 变 
为 图 ,而 反 演变 换 是 不 会 改变 相 切 关系 的 . 

ХРА 0..0. 来 说 ,由 于 回 王 与 它们 相 切 于 点 4.B, 故 A.B 
是 一 对 逆 对 应 点 , 同样 道理 ,A'、B' 也 是 一 对 逆 对 应 点 ,因此 直线 
АВ 与 A'B' 的 交点 5 必 是 图 О, .0, 的 相似 中 心 ,S4 -SB = SA' + 
5В' .对 圆 O, 和 0,; 圆 O; 和 0O; 作 同样 的 讨论 ,可 知 АС 与 A'C' 
的 交点 U ЖИ О, A О, 的 相似 中 心 ,BC 与 B'C' 的 交点 V ЖЩ O, 
和 O, 的 相似 中 心 , 且 SUY 三 点 必 在 同一 直线 ( 记 为 XY) 上 ,该 
直线 是 图 O,.O,.O, 的 外 相似 轴 . 

舅 一 方面 1 对 于 圆 三 各 来 说 ,由 于 SA"*5B 二 SA' .58',5 
点 对 圆 王 和 5' 有 相等 的 短 . 同 理 点 U 对 圆 三 和 3 亦 有 相等 的 窗 ， 
故 XY 也 是 圆号 和 АНЕС В). 

SERAM 4 处 作 圆 的 公 切 线 , 设 它们 相交 于 点 D, + 
AD fü A'D Ж, DAWO, 的 切线 长 , AD = Ар, iü AD 和 4D/ 
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X Ei УЖ! 2 HDR TLA DHEA ANSHU БЕ 
EAI 的 等 每 轴 XY L. 

但 是 ,对 于 图 O, MEADER 44' 的 极点 ,既然 点 也 在 
XY 上 , 则 ХУР ЙЕ AA' E. 同 理 , 对 于 图 O, 而 言 ,XY 的 
极点 已 必 在 BB' 上 ;对 于 图 O, 而 言 ,XY 的 极点 КОБЕ CC' k. 

所 以 我 们 得 到 下 面 的 作法 : 

求 三 个 已 知 图 0.0.0. 的 根 心 工 及 外 相似 轴 XY, 分别 求 
XY 对 于 圆 0,.O,O, 的 极点 PQR 连结 PP、IQ、/R 并 延长 ,与 
已 知 图 O..O,.O, 分 别 交 于 4、4';B,B',C,C'; 过 点 4.B、C {ЕЩ 
三 ,过 点 A'.B'.C'HE 2 ДШ A 即 为 所 求 . 

若 从 代数 观点 看 , 解 阿波 罗 尼 奥 斯 切 加 问题 将 显得 很 简单 . 

设 已 知 三 网 的 圆心 坐标 为 (zisy1)、(Czzv y), (zivys), 相 应 的 
半径 为 ri,rzsrs, 用 (zyy) 和 表示 所 求 图 的 圆心 和 半径 , 则 所 求 图 
与 三 个 已 知 圆 相 切 这 个 条 件 可 用 如 下 方程 组 给 出 ; 


м) + (у— y)! = (r т), 
(z — z)! + (y — y)! = (r + т,)*, 
(z — х,)# + (y — x)! = (r а), 


车 从 中 解 得 (x,y) 和 7, 则 问题 获得 解决 . 

阿波 罗 尼 身 斯 切 贺 问 题 一 般 有 8 个 解 , 由 于 点 和 直线 可 看 做 
男 的 退化 情况 , 故 阿波 罗 尼 身 斯 切 贺 问 题 有 以 下 10 种 情况 : 

圆 ,图 , 回 ; 圆 ,加 ,直线 ; 贺 , 圆 ,点 ; 

圆 ,直线 ,直线 ; 贺 , 点 ,点 ;加 ,直线 ,点 ; 

直线 ,直线 ,直线 ;直线 ,直线 ,点 :直线 ,点 ;点 ;点 ,点 ,点 。 
对 于 各 种 特殊 情况 ,可 采用 特殊 的 方法 予以 解决 . 

参考 文献 [20,pp. 196——201],[24,рр. 170 一 172],[31,pp- 
176—182],[33,pp. 101—112]. 

(张文华 ) 
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BRAH (Маані problem) 在 一 个 已 知 三 角形 内 画 三 
个 男 , 使 每 个 圆 与 其 他 两 个 圆 相 切 , 同 时 与 已 知 三 角形 的 两 边 
жй. 

Ж 434 4 ИШЕ K R| rap Ж/К Р 1803 年 提出 并 解 
答 的 ,他 用 的 是 代数 一 几何 解法 . 1826 年 , 施 泰 纳 提 出 了 该 问题 的 
纯 几 何 解法 ,但 没有 给 出 证 明 . 下 面 的 代数 一 几何 解法 属于 
Schellbach É$ 

#ЛАВС 的 三 边 长 为 a,5.c, 周 长 为 25, 三 个 内 角 为 a、B,7. 
XE P.Q.R 为 所 要 求 的 马尔 法 蒂 圆 的 圆心 ,p,g、r 为 三 圆 的 半 
径 , 三 圆 分 别 切 A4BC 的 三 边 于 Р,Р,,Е,Е,,Е,Е,, АР = AD, 
= и,ВЕ = ВЕ, = v,CF = СЕ, = ш. BHIR H uvu H 
值 , 则 问题 就 能 得 解 . 

为 了 寻找 wovt 应 满足 的 条 件 ,我 
们 要 借助 于 人 4BC 的 内 切 贺 . 设 内 切 图 
的 圆心 是 了, 且 切 AB T K. B 8: 


АК = (+ с—ау)=з—а, 


BK= зае =: 

ЖЕДАТК 中 ,PD/IK, p: p= Ар: АК = из G — a), 
p=. 

在 ABIK HQE //IK,q:+ p= BE: BK =v: (5 — b), 


а= = 
车 作 PG (QE, E 3 G, WL APQG 为 直角 三 角形 , 且 PQ = 
249.96 =q — p. 1. PG = Мр + qt — (q PY = 20 ра. 


LA FELA 483 


ро Ө, ЁЁ к 

z. DE = PG = 2 |; Ps s= N 
一 2 * vuv. 

由 于 Ар рЕ + ЕВ = AB, 


nutut 26. Vw = с. 
用 同样 的 方法 可 以 在 ВС.СА 边 上 得 到 相应 的 关系 式 


suq 2 :Vw=a, 
wutz. vwu = b. 


如 果 取 半 周 长 = 1, 则 有 如 下 关于 uv w 的 方程 组 
Y 十 岂 十 2 YI 一 2 Мош =a, 
| +и+ 2/1 —В Уши = b, D 
u +v +2 /1— c Vw = с, 
5 a = sin? А,Ь = sin? ppc = sint v, u = зіп? gv = sin? ppw = 
sin? z. ДАр 9X SIARA , Wl 


1 — a= соз А, VI — b = cos y, VI — с = cos v. 
方程 组 四 可 转化 为 方程 组 回 : 
= g + зїп? у + 2sin psin Zcos А = sin? à, 


sin? x + sin? $ + 2sin Xsin cos и = sin? и, @ 
sin? ф + sin? g + 2sin gsin pcos v = sin” v. 
由 @@ 中 第 一 式 ,得 


sin? g + sin? Х + Zsin psin Хсоз А = 1 — cos? À, 
cos? А + (2sin gsin X)cos А + (sin? g + sin’ z — 1) = 0. 
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сов А =— sin фвїп Z + sin! psn X + 1 — sin g— sin! Z 
=— sin gsin X + V(I — sin g) (1 — sin’ X) 
= cos pcos X — sin psin Z = cos(g + X). 

A= p+. 

同 理 , дех 0 = + P. 

e= TQ +u, M 

ф=о—5,р=вс—н,{=во—>, 
于 是 得 到 如 下 作 图 方法 : 
(1) 作 三 个 角 А.у, sin! À = а,зїп* и = b,sin! v = с, рн 
5 一 至 @ 十 5 十 口 一 二 


(2) ЕЕ фарх, р = c — 
Ара – ш = а – vy 


(8) 画 出 三 个 角 р. ЛЕГ. М N 
u = sin! фух = зіп? ууш = sin? Х, 从 而 可 W4 -145 
ийе 23 AR PE 38 Bl ЫЛ ЕЮ дй 
位 置 . 


Ж. Шав, Е А, sint A= a 的 方法 如 下 , 作 MN = 
1, ММ 为 直径 作 一 半圆 ,在 MN LRA Н, HN = a, Е 
KH ]MN, 交 半 贺 于 K, 则 ZKMN = À, IB KN = MN . sin à, 
HN = KNsin À, Ë& HN = MNsin: А = sin? А. 
参考 文献 [31,pp.169—172],[38,pp. 355—3581. 
(张文华 ) 
莹 日 问题 (Monge”s problem) 求 作 一 个 圆 ,使 它 与 三 个 已 知 
AREZ. 
该 题 由 法 国 数学 家 蒙 日 提出 并 解决 . 其 作法 基于 如 下 定理 ; 
对 于 给 定 的 三 个 加 ,其 中 每 两 个 就 有 一 条 等 寡 轴 ( 根 轴 ), 共 三 条 . 
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MR ЖЖ FTR, CLE ж, ИАР 

вО. 
#©А,©®В,©С 是 三 个 已 知 圆 , 现 在 

要 求 作 一 个 OO, 它 与 @4.@B,OC 均 正 


交 . 其 作法 如 下 ， 

а) FOA MOB 的 等 每 轴 л. СЯ 
根 轴 ); 

(2) ÆOA MOC HEEM hasla ti 
ФА O; 


(3) 以 口 为 圆心 ,以 O ОА 的 切线 长 OT 为 半径 作 OO. 
下 面 证 明 @O 与 @4.@B.OC 都 正 交 , 由 于 0 E % 1, 
与 4 的 交点 , 故 O ARTOA OB, ОСН ОТ", Т 
@O(OT) 必 与 @4、. 回 B、QC 均 正 交 , 即 在 交点 处 两 加 的 半径 互相 
垂直 . 
车 三 个 圆 的 等 矢 中 心 存在 , 且 它 在 三 个 已 知 加 的 外 部 , 则 本 题 
有 一 解 . 否则 ,无 解 . 
参考 文献 [31,рр.173—175]. 
(张文华 ) 
Thébault 问题 (Thébault problem) 在 给 定 三 角形 内 求 作 交 于 
一 点 的 三 个 圆 , 使 它们 分 别 与 三 角形 的 两 边 相 切 , 且 六 个 切 点 
+A. 
这 个 问题 是 由 V. Thébault 提出 的 * 原 载 于 (美国 数学 月 刊 》 
第 48 着 
如 图 4 -147, 假 定 求 作 的 三 图 已 作出 ,@O, 切 48.4C T L. 
LOO: 切 BA.BC F M.M.,@O,. U) CB.CA F N,N B = l 
A-A GHA L LoM, MoN, N 在 同一 加 上 , 记 这 个 男 的 
ЩО Г, = IL = ІМ =1М,= 1 =1М,, AR 1 必 在 线 
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B LL, 的 垂直 平分 线 上 , 亦 在 
MM, 的 垂直 平分 线 上 . 由 于 AL = 
Alı LL, 的 垂直 平分 线 必 与 
“ВАС 的 平分 线 重 合 , 即 7 在 
ВАС 的 平分 线 上 . 同 理 民 应 在 
Z ABC 的 平分 线 上 ,可 见 这 个 加 
d I Ë Ж AABC 的 内 心 . 作 
AABC УЕ Г, АЫ 
ВС.СА.АВ 于 点 D.E.F ЩЖ РМ, = DN = EN, = EL, = 
FL = FM. 因此 AM = AN,. тй, А ANOO, ОО, НЖЖ. 又 
因为 DM, = DN, D КОО, ОО, WA $8. O0: 00: 都 
过 GsG ANOO, OO Bf Ж, AGD 同 在 @O;. 昌 0, 的 
Е. AG DHR. AA, B.G E NIR, CGF 应 共 
线 . 所 以 局 点 应 是 AD、BE、CF 的 公共 点 ,该 点 就 是 A4BC 的 
Gergonne 点 .于 是 可 得 如 下 作法 : 作 A4BC HAIA I ОТ 
分 别 切 BC.CA、AB + D、E,F; 连 结 4D、BE, 设 它们 交 于 G 点 ， 
Ж G EOOH AB.AC T L.L 8 С #©О,,4] BA.BC T M. 
М, G f: @O,,JJ CB.CA + N.N, WOO, @O,. @O, 即 为 
所 求 作 . 
参考 文献 [40,p. 264]. 


(张文华 ) 
黄金 分 割 (Golden section) 分 割 一 已 知 线段 ,使 得 整 条 线段 和 
它 的 一 段 所 构成 的 长 方形 ,与 由 务 一 线段 构成 的 正方 形 等 积 、 

这 个 问题 在 欧 几 里 得 的 《几何 原本 ) 中 就 有 记载 ,是 该 书 第 
二 卷 中 的 第 11 个 命题 ,但 据说 此 前 的 华 达 哥 拉 斯 及 柏拉图 学 派 
的 Eudoxus( 约 前 408 一 前 355) 都 章 深 入 研究 过 ,中 世纪 时 , 意 大 
利 人 Pacioli 曾 出 版 过 《神圣 比例 } 一 书 (1509 年 ) 专 门 论述 这 一 
问题 .以 后 , 开 普 勒 , 达 ， 芬 奇 (Vinci, Leonardo da,1452 一 1519) 
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对 此 问题 均 产生 过 浓厚 兴趣 . 开 普 勒 称 之 为 “神圣 分 割 ”, 达 。 芬 
奇 称 之 为 黄金 分 割 " 达 。 芬 奇 曾 指出 ,人 的 身上 有 很 多 黄金 分 
割 ,例如 入 的 身高 在 此 脐 处 被 黄金 分 割 , 它 体现 了 一 种 和 谐 美 - 
因此 ,黄金 分 割 在 艺术 和 建筑 方面 很 有 价值 . 

黄金 分 割 亦 称 中 外 比 ( 或 中 末 比 ) 分 割 : 把 已 知 线段 分 成 不 相 
等 的 两 段 , 使 较 长 段 是 全 段 与 较 短 段 的 比例 中 项 , 经 过 计算 可 知 ， 


женка аква = YË lam 0. 618a. 0.618 这 


个 数 ,在 20 世纪 60 年 代 华罗庚 教授 倡导 的 优选 法 中 是 很 有 名 的 ， 
有 一 种 优选 法 的 名 字 就 叫做 0. 618 法 . 

欧 几 里 得 解决 这 个 问题 的 方法 如 下 : 

设 АВ 是 已 知 线段 ,以 АВ 为 一 边 作 正 方形 ABDC, ik AC 的 
中 点 五 ,连结 BE. 延 长 CA 9] 7,1 ЕЈ = EB. 以 AJ 为 一 边 作 正 
HÉ AGHJ JEK HG XCD + K , WJ AB 被 点 局 分 成 AG MGB, 
В AG: = АВ.СВ, 


J 


н 
Ў АВ = a,AG = т, АЕ = у'ВЕ= 
G 


бру А в 
Af +a = “E, AG = AJ = BE — 
< Е 
АЕ = 275.14 ,GB = а — EE =l = 
3= VE, СЕ кр 
2 围 4-148 


参考 文献 [9,p, 108],[32,р. 57 1, 33%рр. 75—761, [35, 
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р.92],[38,рр. 75—76]. 
(张文华 ) 
阿波 罗 尼 奥 斯 比 例 截 线 问题 (Apollonius problem of the 
proportional section) i A.B EZER a.b 上 的 两 个 定点 , 试 过 
b 另 一 定点 C 作 一 直线 , 交 a.b 于 点 P.Q, 使 
ЗУ“ АР: BQ = m : n (№). 
Q 该 问题 是 阿波 罗 尼 奥 斯 首先 提出 的 ,他 
在 其 两 卷 本 著作 (比例 分 割 )( 该 书 于 1706 
年 由 Hally 译 成 拉丁 语 出 版 ) 一 书 中 详细 地 
研究 了 该 问题 
ьн ImB4- 149 ENR BD, 使 BD 与 5 所 
夹 的 角 等 于 АС 与 a 所 夹 的 角 a, 设 BD 与 
СА 的 延长 线 交 于 D. fE BD 上 取 一 点 C' ,使 
AC :BC = m n. 作 ACDC' 的 外 接 圆 交 直线 6 于 及 点 ;连结 
CQ, 交 直线 a F P WER СРО 即 为 所 求 . 
显然 ,人 人 PCACIAQC'B,.. AP ВО = АС ! BC' = m : n. 
参考 文献 [35,р.167),138,р. 142]. 


14-149 


《张文华 ) 
帕 波 斯 作 图 问题 (Pappus construction 
problem) ”过 角 平分 线 上 一 点 作 直 线 ， H 
使 夹 于 这 有 角 两 边 之 间 的 线段 等 于 定 长 . 


本 题 是 帕 波 斯 在 (数学 汇编 ) 一 书 中 Я 
提出 的 ; B 252) 

аа -15, ня ZMAN 及 其 М S F ZZ 
FHR АТ. ЖАТ 上 一 定点 ,要 求 过 тк А 
Ж РЕҢ! И! ЖЖ AMAN 之 间 的 一 一 一 一 
线段 BC = а (ЕК). в 4-150 
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假定 BC 已 经 作出 . ЕЛАВС 的 外 接 圆 0, 交 角 平 分 线 АТ 于 


К.К ЗЕВС 8 EH НК, HK | ВСЕ E isis 
CK. 由 于 ZHAK = 90°, 所 以 AHED 四 点 共 圆 ,从 而 KD - 
КА = KE -KH = СК". {а KD = zi4D = p(B 和 N),CK = q, 
则 有 


z+ ру =Q =+ pz Q =O. 


r= (УЙ ЕЩ p. 

由 于 BC = a 的 长 度 一 定 ,BC ИЙ ZMAN 的 大 小 一 定 , 故 
AABC 的 外 接 图 的 大 小 可 以 确定 , СК 二 了 也 可 先 确定 , 又 АР 一 
pm kB = С FAT P) TARIE ATD 
可 定 ,而 4 可 由 KD 的 延长 线 与 图 的 交点 确定 . 

根据 上 述 分 析 , 可 以 按 如 下 步 又 作 图 . 作 线段 B.C, 二 a, Ë! 
B.C, 为 纺 作 一 个 图 0,, 使 对 BC Br ik tt IB JI ft F ZMAN. Е 
О,Е, | ВС, Ff E 0, F K i C.K, = q, AD = p, FRB 


z= EVP FIT — p. DL K, AMi KAFEER B.C, 
F Doi K, D, 并 延长 交 @O, + 4i ,连结 AB, AC. 在 原来 的 
ZMAN LRM AB = АВАС = А,С,, WRB BC 即 为 所 求 ， 
参考 文献 [32,рр.90—91]. 
(张文华 ) 
Catalan 问题 (Catalan's problem) ”过 圆 外 一 点 作 割 线 , 使 制 线 
被 该 贺 周 平分 
本 题 选 自 比 利 时 数学 家 E. С. Catalan 所 著 的 (初等 数学 的 定 
理 和 习题 ) 一 书 . 
йд 是 确定 的 OCR) 外 一 定点 , 求 作 割 线 MBA, WMR 
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的 圆 外 部 分 (MB) 和 图 内 部 分 (B84) 相等 
作法 如 下 : 以 M 为 圆心 .2R 为 半径 画 弧 

ZOO 于 点 C, 作 直径 AOC. 连结 MA Ж©О | 

F B. MR MBA 即 为 所 求 ЖА oz 


显然 ,由 于 04 = ОВ =R,CM = CA = О N 
2R, 所 以 А ё 
ZABO = ZA = ZAMC,OB // CM. еу 
I AO = ОС,г. AB = ВМ. а, 
本 题 最 多 有 两 解 . 
参考 文献 [32,рр. 223—224]. 
(张文华 7 


三 角形 内 二 等 圆 问题 (Two equal circles in the triangle) 在 
AABC 的 BC Ж Р-Р. ЛАВР 与 A4CD ЖЖ. 


图 4-152 图 4-153 


日 本 高 永 三 年 ,岐阜 县 郡 上 那 八 幅 町 的 八 幅 神 社 有 如 下 问题 : 
今 有 如 图 4 一 153 之 内 隔 界 斜 , 符 二 等 圆 , 知 中 斜 257 寸 ,小 斜 68 
寸 , 界 射 各 寸 ; 问 大 斜 几何 ? 答 日 : KE 315 +f. 其 解法 是 : 

К = VPR + eP —– 1 ЖЕР. 


在 (美国 数学 月 刊 )Vol. 43(1936) 上 ,A.G,Paterson 亦 提出 
了 与 此 题 完全 一 致 的 顾 目 ,但 他 是 用 三 角 函 数 解 的 


几何 ， 平 而 几何 
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Ж O E.A ABC 的 内 心 \D,.O: 分 别 是 
ДАВО, AADC 的 内心 显然 ， 


20,40,= 1 ZBAC. bt B fE B4V 
О.А, C fE СА! ОА, BA'.CA 13 T 
A', B ZBA'C = Z0,A0, = + ВАС. 
因此 4' 点 应 在 以 BC HRA Sr & = 6 fB % 
T+ZEACIB BM E 另 一 方面, 由 于 


图 4-154 


O.0,/ BC, A.A' BC 5 A.AO.O, 位 似 , 其 位 似 中 心 就 是 A4BC 的 
内 切 圆 圆心 ,A' 应 在 ОА 的 延长 线 上 , 故 A Ол 的 延长 线 与 
上 述 弓 形 弧 的 交点 ,从 而 A4' BC 可 定 .作出 A4' BC 后 ,可 利用 以 


AABC 的 内 心 为 中 心 , 以 8 和 4 为 相似 比 的 位 似 变 换 ,作出 
ЛО,АО,. Н Ғ.АР 9 АВ XF АО, 对 称 , 故 AD 也 可 作出 . 

当然 也 可 用 代数 解法 . 设 AD = zyBD = y,DC = z. OO、 
@0, 是 ABD 和 AADC 的 内 切 加 ,其 半径 均 为 z. 则 y 十 =z =a, 


1 
Saam (t+ 


人 


лаю ук+ 


记 c+z= р.Б х=, yq = z 


Ф. 


8+2 += 
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又 由 Stewart 定理 ,有 
20 + yb = а(2° + yz). 
qa: та офа о pqa? 
кле е]. 
2 ' L = _Рча 
ас + ph — (p + qr тутуту) 
Р — z) +46 — у = ИЕ, 
Bp (e + z)(0' — 22) + (b + ж) (6 — ar’) 
_ ale + z) (b + а) 
 b+c+2= ` 
1 
化 简 得 0—2) + 6—2) = рар 


Ф040 = a, 

42 = (b + c) — a = ds(s — а), 
да=30 а) з= TG +b +O. 

由 此 可 得 如 下 作法 : 

0) FRE s= YG +b+ OR: 一 a 

(2) fE s f s — a 的 比例 中 项 zz 一 /з5—а); 

(3) 以 4 为 圆心 ,以 二 уза — а) 为 半径 作 弧 交 BC 于 点 


D,W D ARAR ОҢ b > с, АРВ EIMH). 
参考 文献 [40,p. 132]. 


(张文华 ) 

三 等 分 三 角形 的 面积 (Trisection of the area of a triangle) 设 

也 是 AABC 内 一 定点 ;QQ 是 AB 边 上 一 定点 , 试 在 6C.C4 БАЖ 
一 点 R,5, 使 线段 PQ、PR、PS 把 A4BC 的 面积 三 等 分 . 

本 题 选 自 (美国 数学 月 刊 )Vol. 43(1936). 在 Leonardo Pica 
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著 的 Practia Geometria (1220) E th W W> 2k IP] 88. 
如 图 4-155, 作 CDAP4 X BA KRF D fE CE // PB Ж 
AB 延长 线 于 ,在 AB 延长 线 上 取 一 点 ,使 QF = DE, 则 


Saare = Sapar S arac = Saran S arne = давс» 
Sarar = дьок = S aare- 


M 4-155 


取 QG = ОР, Sarac = $ S sames 
Pt G f GR// BP 3 ВС F RM Sara = Sareos 从 而 


T= Esasi 
жог. = TDE, š: L fE LSZPA23E AC T S.M 


Sra = F Saas: 
于 是 可 得 到 问题 的 解答 (具体 作法 从 略 ). 
W: 如 果 要 求 使 SAars t Sarra © Sespe 一 1 总 :my 可 类 伏地 
予以 解决 
参考 文献 [40,p. 137]. 
(张文华 ) 
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在 A4BC 所 在 平面 上 求 一 点 0, 使 AOBC、 人 0CA、 信 04B 的 周 
长 相等 (On the plane of given ЛАВС, find a point О, that 
AOBC、AOC4、AO4B has equal perimeter) 

AB А (3: B WZ H РІВ 45 卷 问题 E307. 

(1) 先 作出 A4BC HARA, BE fE 0 ЕИ р,,р,, 
D, (AD, = AD,,BD, = BD,,CD, = Ср,); # {Е OA (AD,), 
名 8(8D,),©OC(CD;), 该 三 圆 两 两 相 切 ;最 后 作 O;, 使 它 与 
©®А,©В,©С HWH. 则 点 О, WAER. 

HOO, 的 半径 为 ,由 于 与 B,C 
HAH, EK OB 必 过 切 点 B' ,延长 OC 
必 过 切 点 C', 则 

OB+OC+BC 

=(O,B + Вр) + (OC + CD.) 

=(O,B + ВВ) + (OC + СС) 

=2. 


同 理 可 证 , 人 O:CA、 人 0;48 的 周 长 


图 4-156 


均 为 2r. 

(2) 分 别 以 顶点 А,В,С 为 圆心 、 
ANAK abe 为 半径 作 三 个 贺 ， 
OA), OB) GCCcj* 再 作 与 这 三 
个 圆 都 内 切 、 且 位 于 这 三 个 圆 内 部 的 
Oi1 其 切 点 分 别 是 ,4'、B'、C', 此 时 
AA'、BB' ,CC' 都 通过 点 O,. ж GOO, 
ЮР т ОА = АА — O,A' = 
а—т',О,В = ВВ' — 0,B' =b — r, 图 4-157 
0,C = СС' — О.С = e — т. Ж 

AO;AB 的 周 长 = (а= т) + (6 т) + c 

= (а Бс) 2, 
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ЛОАС HAK = (a – т) + (с r!) + ó 
= (а 6 с) — 2", 
ЛО, ВС 的 周 长 = (Ó т) + (e — r') + a 
= (a+ b+ c) — 2r'. 
s| W, ЛО,АВ. AO,BC. ЛО,СА 的 周 长 相 等 . 
参考 文献 [40,p. 130]. 
(张文华 ) 
同时 平分 四 边 形 的 周 长 和 面积 (Bisecting circumference and 
area of the quadrilateral both) 求 作 一 条 直线 ,使 之 同时 平分 给 
定 四 边 形 的 周 长 和 面积 . 
本 题 选 自 (美国 数学 月 刊 ) 第 59 卷 ， 
在 第 60 ж ЕЗИ Ж ЖЛ. 
所 求 直线 可 能 与 四 边 形 的 一 组 邻 边 у; у 
相交 ， 亦 可 能 与 一 组 对 这 相交 . Z 
(1) 若 平分 直线 与 给 定 四 边 形 B 
ABCD 的 一 组 邻 边 AB.AD 相交 于 P、 с 
Q it АР = 2,40 = у, KERE х,у, 图 4 一 158 
则 直线 PQ 自然 就 能 作出 ， 
设 四 边 形 ABCD 的 面积 为 8, 四 边 之 长 为 a.b,c、d，, 则 应 有 


т+у=-@а+#+с+4,лучп А = 8, алу МА 


UD 


Таре е дед 0 ИЧА. ЖЕШ тл, m° = 


жа" = TG b+ e + d), RER z — az + m° = 0 NBE 


即 可 求 出 和 入 

(2) 车 平分 直线 与 给 定 四 边 形 ABCD 之 对 边 AD. BC 交 于 
P,Q. 延长 CB.DA 交 于 0O, 设 OP 二 xz,0Q = y,04=e,0B = 
f, Ж 


456 LEEF EES 


(@—J)+ü0— ET 
=7u+b+e+d), 


Saor — Ѕлодв = Ѕдосо — Saorqs 
即 25до = Saons + Saon» 


PEE Тел «+ +“ + d)(f + 


bsin a, 
Ж ry 应 满足 条 件 图 4-159 
rz+y=e+f++@+c+a-O, 
zy = BEef + (et a 
车 记 


n=e+f+i@+ce+a—a, 


m = Hef + + Фо + D]. 


Л.у EHB — nz + m° 二 0 的 两 根 ,它们 可 以 用 尺 规 
作出 
参考 文献 [40,p.162]. 
(了 张文华) 
Garfunkel 作 图 问题 (Garfunkel construetion problem) P Ж 
EL SLA ABC 的 BC 边 上 一 定点 卫 , 试 在 CA 和 AB 上 各 求 一 点 
QQ 和 ,使 分 别 以 BP.CQ、AR 为 一 边 向 人 ABC 形 外 所 作 的 正 
三 角形 BPX .CQY ,4RZ 的 第 三 个 顶点 X、Y、Z 构成 一 个 正三 
AÉ. 
此 题 出 自 ( 美 国 数学 月 刊 ) 第 77 着 的 问题 E2181, 由 
J. Garfunkel ft t. 
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如 图 4- 160. 

G) 以 ВР 为 边 作 正 三 角形 ВРХ, 
以 CX 为 一 边 作 正 三 角形 СХС'; 

(2) 过 C' 作 C'Z//CA, 自 А 作 射 线 
А2. Z BAZ = 60°, AZ.C'Z XF Zi 

(3) 在 CA 上 取 CQ = C'Z, 作 正三 
角形 CQY; 在 АВ ЕШ К. АК = 
А2; 


U) 连结 XY .YZ.ZX , W| AXYZ 即 为 所 求 , 

下 面 来 证 明 信 XYZ 的 确 是 正三 角形 - 

SRC = xC,C'Z = CY, ZRC'Z = /ХСҮ. 
4. AXC'Z © AXCY. 

2, XZ = ХУ,/С'Х27 = ZCXY. 

人 ZCXC' = 60°,;. ZZXY = 60°, 

^ AXYZ 是 正三 角形 . 

参考 文献 [40,pp. 137 一 138]. 


(张文华 ) 
拿破仑 问题 CNapoleon problem) 单 用 圆规 将 给 定 的 圆周 四 
等 分 . 
在 Сајогі Ж A History of Mathematies Ri 
一 书 中 (p. 268), 载 有 拿破仑 向 法 国 数学 Е 
家 提出 的 上 述 问 题 , 它 由 L. Mascheroni 
作 了 解答 . 可 S 
HEUCH O FEX r. ЖИЕ 
任 取 一 点 4, 利 用 圆规 在 圆周 上 截取 B. ¿ 
ср =җ.#АВ=ВС=Ср=г.#Ж — Š 
U АЖ DAAG, ДАСКЕ, 84-181 


设 两 弧 相 交 于 М. 再 以 A 为 中 心 ,以 OM 为 半径 画 缴 交 贺 周 于 
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E.F, N) A FDE 8 8 jq F 4. 其 理由 如 下 ， 

由 作法 , AC = VAD CD =/3r, OM = vAM АО! 
= VAC АО! = Vr — ri = 2+. LAOE = 90°, 

28, ZAOF = 90°. 

参考 文献 [32,p. 204],[35,p. 522]. 


(张文华 ) 
Mascheroni [M] $ (5 Æ (Mascheroni construction problem with 
compasses only) 任何 可 用 图 规 和 直 尺 作出 的 图 形 均 可 只 用 圆规 
(Ең. 
这 个 命题 是 意大利 的 L. Mascheroni 提出 的 ,在 1797 年 于 帕 
维 阿 出 版 的 《圆规 几何 学 )(La geometria del compasso) 一 书 中 ,他 
用 巧妙 的 方法 解决 了 这 个 问题 . 
1928 年 ,丹麦 数学 家 本 Hjelmslev 在 机 本 险 根 一 家 书店 里 发 
现 一 本 名 为 4 欧 儿 里 得 "丹麦 本 )CEuclicdes Danicus) 的 书 , 是 一 个 
不 出 名 的 作者 G. Mohr 在 1672 年 出 版 的 , 从 书 名 看 , 它 不 过 是 欧 
几 里 得 (几何 原本 ) 的 译本 或 译注 ,但 是 Hjelmslev 发 现 ,这 本 书 实 
质 上 包含 了 Mascheroni 问题 ,而 且 早 在 Mascheroni 之 前 已 经 完 
全 解决 了 这 个 问题 
用 圆规 和 直 尺 作 图 ,不 外 乎 是 如 下 一 些 基 本 作 图 的 组 合 : 
(1) 通过 两 点 作 直 线 :(2) 给 定 圆心 和 半径 画 圆 1(3》 找 出 两 条 直 
线 的 交点 ;(4) 找 出 一 条 直线 和 一 个 加 的 交点 1C5) 找 出 两 个 圆 的 
Жм. 
由 于 不 用 直 尺 不 能 画 出 连结 两 点 的 直线 ,所 以 在 Mascheroni 
的 理论 中 ,必须 把 一 条 直线 想象 成 是 由 它 上 面 任意 两 点 所 决定 的 ， 
而 该 直线 上 的 其 他 点 则 可 利用 圆规 来 确定 ( 见 下 述 辅助 命题 1). 
由 于 基本 作 图 (2)、(5) 可 以 单 用 圆规 完成 ,因此 只 需 证 明 单 用 圆规 
就 可 以 完成 基本 作 图 (3) 和 (4 就 行 了 。 
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为 了 叙述 方便 , 先 解决 两 个 辅助 命题 . 

辅助 命题 1 将 一 已 知 线段 PQ(= а) 延长 到 (或 缩短 到 )X， 
使 .QX = b. 

O 如 图 4 一 162, 以 Q 为 中 心 ,5 
为 半径 画 弧 , 同 时 以 已 为 中 心 , 适 当 
长 为 半径 画 弧 , 设 两 又 相交 于 HA 
Н'%(®Й.Н 和 五 (关于 直线 PQ 
对 称 )- 

回 设 HH'=h, 以 Q 为 中 心 ,以 
大 为 半径 画 弧 ,再 分 别 以 五 和 H H 
Hòb AFREAL CNSA 
fEZ W (BB GQ (h)) 3 + K A K'A 
(显然 四 边 形 KK'H'H 构成 一 等 楼 梯形 , HH' // КК',КК' = 
2h,HH' = h HK = H'K' =b, 着 记 K'H = 4, 由 托 勒 密 定理 ， 
dt = b + 5%). 

© 分 别 以 K 和 KR' 为 申 心 .d 为 半径 画 弧 , 设 两 弧 相交 于 S. 
由 对 称 性 ,点 5 一 定 在 PQ 的 延长 线 上 , 且 QS = K'S — К'0° = 
а—км=+һ, 

图 RIAK M KAPUS КШ, W ME T 
X. BJ д ХРО K£ L, B QX =b QX: = К'Х — 
QK = QS? — ӨК" = b + K — т = P), 

辅助 命题 只 用 圆规 作 三 条 已 知 线段 m,n、s 的 第 四 比例 
项 , 即 作 线段 工 一 于， 


如 图 4 一 163, 以 mn 为 半径 画 两 个 同心 加 ,在 OQOCm) 上 面 
ЖАВ = s. 分 别 以 有 ,8 为 圆心 ,以 同样 的 半径 画 弧 分别 交 


@0G@)+ H fl K(AH = ВК). WJ HK == žst ЛОАВс 
AOHK). 
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E 4-163 BD4-164 


下 面 来 解决 基本 作 图 (3) 和 (4). 
基本 作 图 (3)。 只 用 圆规 , 作 直 线 АВ 和 CD 的 交点 . 
如 图 4 一 164, 作 出 C、 刀 关于 直线 AB 的 对 称 点 C'、D', 记 


CD =e,CC =a DD =d, RB iiz = ig "е (根据 辅助 


命题 1.2, 可 以 仅 用 贺 规 完成 ). 分 别 以 C 和 C' 为 中 心 ,以 工 为 半 
BARXAS 即 为 直线 AB 与 CD 之 交点 .显然 ,S 在 直线 АВ 


ERAR r= роге RES 也 在 直线 CD 上. 


Р: 

基本 作 图 (和 .只 用 圆规 ,确定 一 个 已 

知 圆 O(r) 与 已 知 直线 AB 的 交点 - 
ШЕ 4-165, F O 点 关于 直线 AB 的 
т) з HRALO 0) ,Or) 与 OO(r) 的 

交点 即 为 AB 与 @OCr) 的 交点 . 

А-1 ШЖ AB 刚好 通过 圆心 0, 则 可 利用 畏 
助 命题 1 的 方法 把 AB 延长 或 缩短 ,问题 


即 可 解决 . 

这 样 ,五 个 尺 规 基本 作 图 就 都 可 以 只 用 圆规 来 完成 ,从 而 所 有 
能 用 尺 规 完成 的 作 图 题 都 可 以 只 用 圆规 来 完成 . 

参考 文献 [24,p.204],[28,pp. 134~142],[31,pp, 183 一 
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186],[40,pp. 480—483]. 
《张文华 ) 
施 泰 纳 问题 (Steiner problem) 只 用 直 尺 ,不 用 圆规 , 试 过 已 知 
贺 外 一 点 作 已 知 直径 的 垂 线 - 


图 4-166 图 4 -167 


Ж АВ 是 已 知 圆 O 的 直径 ,M 是 圆 外 一 点 . 连结 MA 交 贺 于 
О, MB XMF С. 再 连结 AC.BD, 设 它们 交 于 E. 最 后 再 连 
结 ME 并 延长 交 AB T. K. WJ АК | АВ. 

#Ж |н Р AC LMB.BD | МА,Е E AABM зеў, 
МЕ | АВ. 

参考 文献 [32,p, 220]. 

(张文华 ) 
只 用 直 尺 作 图 问题 (Construction problem with a ruler only) 
只 要 在 平面 上 给 出 一 个 定 图 及 其 圆心 ,任何 一 个 可 以 用 圆规 直 尺 
作出 的 图 形 都 可 以 只 用 直 尺 把 它 作 出 来 

早 在 1759 年 , 兰 伯 特 就 在 其 著作 中 提出 并 解决 了 一 整套 只 用 
直 尺 作 图 问题 . 继 之 , 庞 斯 莱 于 1822 年 在 他 的 论著 中 证 明了 能 用 
直 尺 和 圆规 完成 的 所 有 作 图 题 (除了 作 圆 弧 以 外 ) 都 能 单 用 直 尺 做 
到 ,这 需要 事先 给 出 一 个 固定 的 圆 及 其 圆心 .但 是 从 整体 上 完全 解 
决 这 个 同 题 者 归于 施 泰 纳 . 1833 年 , 施 泰 纳 在 柏林 发 表 了 他 的 名 
著 《 用 直 尺 和 一 定 圆 进行 的 几何 作 图 ), 非 常 优美 地 从 理论 上 解决 
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了 这 个 问题 , 故 世 人 常 把 此 问题 称 为 施 泰 纳 直 尺 问题 . 

要 和 解决 单 用 直 尺 作 图 这 一 课题 ,只 需 解 决 如 下 两 个 基本 命题 ; 

1. 单 用 直 尺 ,作出 已 知 直线 和 已 知 圆 的 交点 ，; 

1. 单 用 直 尺 ,作出 两 个 已 知 圆 的 交点 . 

为 叙述 方便 起 见 , 先 解决 几 个 预备 问题 , 

预备 题 1 单 用 直 尺 作 一 直线 ,使 通过 已 知 点 , 且 平 行 于 已 知 
直线 . 

(1) 如 图 4- 168, 若 已 知 直 线 上 上 A.B 两 点 及 线段 AB 的 中 
点 MM, 欲 过 直线 a 外 一 点 P 作 平行 于 a 的 直线 ,可 如 下 作 图 : 在 
АР 的 延长 线 上 任 取 一 点 5, 连结 SM、BP, 设 它们 相交 于 点 入 . 连 
结 5B,AN, 设 它们 相交 于 点 QM РО //а. 


А M B АМ В 4 
图 4 168 В 4 -169 


(2) 一 般 情况 需 利用 给 定 的 圆 大 及 其 中 心 O. 如 图 4 - 169, 在 
已 知 直 线 上 任 取 一 点 M, 作 直线 MO 交 圆 大 于 LT 两 点 ,此 时 点 
O EE UV 的 中 点 ,运用 上 述 (1) 中 的 方法 ,可 以 单 用 直 尺 作出 
一 条 与 UV 平行 的 直线 . 设 该 直线 交 直 线 a 于 点 А.И k TA 
X,Y. 作 圆 大 的 直径 XOX YOY АҢҖХ'Ү',Х'Ү AE H tü a 于 点 
BWA M 必 是 线段 AB 的 中 点 . 再 接 下 去 就 可 以 利用 (1) 中 所 述 
的 方法 作 平行 线 了 ， 

利用 作 平 行 线 ,我 们 可 以 平移 一 个 已 知 线段 ,使 其 一 端 位 于 指 
ең. 
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预备 题 2 单 用 直 尺 ,过 一 已 知 点 了 
една a NER. 

如 图 4170, 作 直线 a 的 平行 线 交 | 2) 
MO FUV. fs R UOU' ЕУ. àt 
P 作 直 线 U'V METR b, N 6 ЙЕН 
Фа. 

预备 题 3 单 用 直 尺 , 从 一 个 已 知 点 图 4-170 
Ci) 向 指定 方向 (MT 作出 已 知 距离 (PQ)， 

如 图 4 一 171, 根 据 预备 题 2, 把 线段 PQ 平移 到 MK 位 置 ,过 
O 22% OU // MT ,OV МК, Fk K {Е KN /UV , Z MT F 
М, MN = PQ. 


N 


图 4-171 
Жыя ор 2P 预备 题 4 PMAR FERRE 
mnp HRERS. 

如 图 4-=172; 在 射线 AT E R 
АВ =т,ВС = n, 在 射线 AS 上 取 
s AD =p ( 据 预 备 题 3, 这 些 都 可 以 单 用 
194-172 直 尺 完成 ); 青 作 СЕ // BD, СЕ Ж 


AS F EW DE = = + p, E DE ёт, 


п.р 的 第 四 比例 项 . 
预备 题 5 单 用 直 尺 , 作 两 已 知 线段 a,6 的 比例 中 项 - 
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д 4- 173, EN АЕ UV = 2, 依次 作 线段 < 一 “十 
р = а 2-6. 再 在 直径 UY БК MUM = p, 
Ж M fE MN | шут N( 根 据 预 备 命题 ,可 以 单 用 直 尺 完 
成 ), 则 :二 MN 二 VB9. 最 后 作出 线段 < 使 = Ç * s+ Wl 


«= ЕЙ A 


有 了 这 些 预 备 题 ,解决 两 个 基本 作 图 问题 就 比较 简单 了 . 


© @ 
Z sa, 
XN М Y 


图 4- 173 图 4-174 


基本 命题 1 的 解决 

在 单 用 直 尺 作 图 时 , 当 一 个 圆 的 圆心 和 半径 已 知 时 ,就 认 
为 这 个 圆 已 被 确定 了 , b E SL 00 Bl CHC aF 46 9 r. ВАН 
线 为 a, 要 找 直线 和 圆 的 交点 XY 假定 多 ,六 已 经 找到 (如 图 
4-174), M 是 线段 XY ф.о CM = d , 则 

МХ = MY = уп = /G+ dG 4). 

由 预备 题 2, 垂 线 CM 可 以 先行 作出 ,MM 点 和 线段 a 可 以 求 得 . 
根据 预备 题 3,r 十 4d 和 7 一 可 以 作出 .由 预备 题 5, (r + d) 
和 (r 一 d) 的 比例 中 项 可 以 作出 , 即 MX 和 MY 可 以 作出 .可 
АҢ X.Y 可 以 单 用 直 尺 确定 . 
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基本 命题 下 的 解决 

如 图 4-175, 设 已 知 两 圆 的 圆心 
为 4、B, 半 径 分 别 为 4.5, 连 心 线 长 21 
АВ = с, 要 求 的 交点 为 XY. 公共 弦 
XY Z AB F M. Ë AM = p,MX = Y 
z. ЯФ. b = at + ct ep. 图 4-175 


` 1 Ra 
зр “е е 的 ) 


= Же HOEFE 0. 
ЖЕШ 2.3.4,2 Fe ЖЕ p 是 可 以 单 用 直 尺 作出 的 ， 
X.MX= х= Ха р = (а + р)(а — b) 也 可 以 单 用 
直 尺 作出 (预备 题 5). 
既然 AM 和 MX 都 能 单 用 直 尺 作出 ,点 X.Y 自然 就 能 作 
HT. 
POE Rz 2 Wg T W 3 h 00 % B ИК {ЕШШ Т. 
施 泰 纳 的 单 用 直 尺 作 图 中 ,要 预先 有 某 个 固定 的 圆 并 知道 它 
的 圆心 ,否则 将 无 法 完成 可 以 证 明 , 若 只 给 出 某 个 圆 ,但 没有 给 出 
其 圆心 , 那 只 用 直 尺 来 完成 所 有 尺 规 作 图 是 不 可 能 的 . 即使 预先 给 
出 两 个 不 相交 的 加 ,但 未 给 出 它们 的 圆心 ,也 不 能 仅 用 直 尺 作 图 . 
但 是 ,两 个 相交 的 圆 , 或 三 个 未 给 出 圆心 的 不 相交 的 圆 , 却 完全 可 
以 代替 施 泰 纳 直 尺 问 题 中 的 给 出 圆心 的 圆 了 . 
参考 文献 [26,pp.207—219],[31,pp.186—190],[34,pp. 
249—250], 
(张文华 ) 
三 等 分 任意 角 {Trisection of an arbitrary angle) 用 尺 规 把 一 
个 角 分 成 相等 的 三 个 角 . 
三 等 分 任意 角 ,立方 倍 积 ,化 圆 为 方 这 三 个 问题 ,一 向 被 称 为 
“几何 作 图 三 大 问题 ” 早 在 2400 年 前 ,这 些 问题 就 广泛 流传 于 古 
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希腊 地 区 ,许多 著名 的 古 希腊 学 者 都 曾 致力 于 这 些 问 题 的 研究 . 虽 
然 借助 于 尺 规 以 外 的 工具 或 借助 于 某 些 特殊 的 曲线 可 以 解决 这 些 
问题 ,但 在 尺 规 作 图 范围 内 (限制 只 能 用 琅 规 和 直 尺 , 且 限 制 它 们 
的 功能 ) 却 始终 未 能 获得 解决 . 从 表面 上 看 ,这 三 个 问题 都 很 简单 ， 
似乎 应 该 能 用 尺 规 把 它们 作出 来 , 正 因为 如 此 ,历史 上 对 这 些 问题 
倾注 了 大 量 精力 , 绞 尽 了 脑汁 最 终 仍 不 得 其 解 的 大 有 人 在 .长 期 的 
失败 使 人 们 不 得 不 考虑 改变 攻坚 的 方向 , 既然 正面 解决 无 望 , 何 
不 试 试 从 反面 入手, 能 否 证 明 这 些 问 题 根 本 就 不 能 用 尺 规 作 出 ? 直 
到 1837 年 ,法 国 数学 家 Wantzel 首先 证 明了 ;“ 三 等 分 任意 角 ” 和 
“立方 倍 积 ” 问 题 都 是 尺 规 作 图 不 能 问题 . 1882 年 , 林 德 到 证 明了 
数 下 的 超越 性 ( 即 不 是 代数 数 ), 从 而 断言 :“ 化 贺 为 方 "也 是 尺 规 
作 图 不 能 问题 . 
为 什么 “三 等 分 任意 角 " 是 一 个 尺 规 作 图 不 能 问题 ? 
如 图 4- 176, 设 ZXOY 是 一 已 知 角 ， y 
OP. OQ 是 它 的 三 等 分 线 ， 
ZXOP=ZPOQ = /ӘОҮ. $ 
0 
3 


ZXOY =8, W| ZXOP = —. 根据 三 角 


жд ЛГ cos 0 = сов} 2 — зоот, Д лий а ы. 


О 为 圆心, КРИС ОХ, Bjerg 
OP OY ҒА.С.В.88|СЕ | OX FE, BD | OX 于 D. 令 OD = 


a,0E = z, ШОР = cos 0.OE = cos 7. КАЯН, T 


ii —3z —a =0, REE 30—009, a у. 此 时 上 
述 方程 变 为 8 — 6z —1 = 0, В (22)? — 3 + (2z) — 1 = 0. 容易 
看 出 ,此 方程 没有 有 理 根 . 但 是 有 关 尺 规 作 图 准则 的 讨论 告诉 我 
们 :* 有 理 系 数 的 三 次 方程 如 果 没 有 有 理 根 的 话 ,其 长 度 等 于 它 的 
实 要 的 线 眉 艾 不 能 仅 用 尺 规 来 作 图 . "既然 连 60* 的 角 都 不 能 仅 用 
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尺 规 来 三 等 分 ,对 于 任意 角 就 更 不 能 仅 用 尺 规 来 三 等 分 了 . 
如 果 去 掉 “ 尺 规 作 图 "这 个 限制 ,那么 三 等 分 角 还 是 可 以 的 ,而 


且 方 法 很 多 . 
1. 阿 基 米 德 的 纸 条 作 图 法 
以 要 被 三 等 分 的 角 外 的 顶点 O x 
为 圆心 ,为 半径 画 一 个 圆 , 设 该 圆 与 © o а 
角 瑟 的 两 边 相交 于 4 BA M 图 4-177 
纸 条 (或 直 尺 ) ,在 其 边缘 上 标 出 长 度 
为 + 的 线段 QP, 然后 把 纸 条 边缘 放 在 图 上 移动 ,使 其 通过 B 点 ， 


并 且 使 所 面 线段 的 一 个 端点 外 在 AO 的 延长 线 上 ,使 另 一 端点 P 
TEB BB N t. 这 时 РОА = 1@. 道理 很 简单 ,由 于 PQ = 
PO =0B, #i& ZPQO = p, W| ZOBP = ZOPB = 2ZPQ0 = 
2p. X. ZAOB = ZOBP + РОО, @ = 29 + p= 3p. 

2. WENE 

给 出 印 角 由, 要 求 将 其 三 等 分 


L, 
M 
Ls 
Ф 
ANHIQ Уз с 


图 4-178 


WRB AC = 4а, 作 一 以 A,C 为 焦点 的 双 曲 线 已 ,使 石上 的 
HA P W PC — РА = 2а. 在 UAC 上 取 A4B= 3a 以 AB 为 弦 作 
一 弓形 弛 L141 使 其 所 含 之 圆周 角 等 于 180" — Ф. Ë M E L. A L, 


的 交点 , 则 ZABM = 19. 其 理由 如 下 
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fE MH | AB + H,Ë AH = z. 由 于 MC 一 MA = 2a, 
MC: МА = СН? — AH: = (СН + АНУ(СН — AH), 
Л (2a + МАУ — МА? = 4а(4а — 2z). Щ МА = За — 2z. 如 果 
在 HB 上 截取 HQ = AH = z, W| BQ = За — 21. 于 是 MA 一 
MQ = QB, 从 而 CM4B = 2ZMBA, 又 由 于 ZMAB + 
ZMBA =Ф, г. ZMBA = 1Ф. 

除了 上 面 介绍 的 两 种 非 尺 规 作 图 外 ,还 有 Hippias 贺 积 线 ( 亦 
称 割 圆 线 ) 作 图 法 ,Nicomedes 的 是 线 作 图 法 等 对 于 三 等 分 给 定 
角 问 题 ,牛顿 , 笛 卡 尔 等 数学 家 也 都 曾 研究 过 ， 

参考 文献 [31,pp. 194 一 199],[32 pp, 77 一 79],[35， 
р. 103],[40,р. 4911. 

(张文华 》 
立方 倍 积 问题 (Problem of the duplication of a cube) 作 一 个 
立方 体 ,使 其 体积 是 已 知 立方 体 体积 的 两 倍 ， 

这 个 问题 有 时 也 称 之 为 德里 安 问题 .Delos 问题 . 据 数学 家 、 
历史 学 家 Eutocius(6 世纪 人 ) 叙 述 , 这 个 问题 可 追溯 到 古代 的 一 
个 传说 . 希腊 数学 家 ,天 文学 家 、 哲 学 家 Eratosthenes( 约 前 284 一 
前 192? 曾 在 一 本 书 中 叙述 : 有 一 次 ,Delos 地 方 况 疫 流行 ,居民 们 
тж Ий. 巫 神 回答 说 ,要 想 解除 灾难 ,必须 博取 上 帝 的 怜 他 ， 
为 此 必须 把 太阳 神 庙 中 的 立方 体形 金 祭 坛 的 体积 增加 一 倍 . 于 是 居 
民 们 立即 赶 制 了 两 个 同样 大 小 的 金 祭 坛 送 到 证 中 ,把 一 个 得 在 另 一 
个 的 上 面 ,以 为 这 样 就 满足 了 把 祭坛 体积 扩大 一 倍 的 要 求 , apa 
疫 继 续 流行 ,居民 们 只 得 再 去 祈求 神 论 ， 我 们 已 经 把 金 素 坛 增 大 了 
一 倍 ,为 什么 瘟疫 还 不 停止 流行 2" 巫 神 回答 说 ,不 ,你 们 没有 解决 
所 提 的 问题 ,你 们 必须 把 金 上 祭坛 加 大 一 倍 , 但 不 能 改变 立方 体 的 形 
状 ,” 居 民 们 解决 不 了 这 个 问题 , 便 去 请 教 数 学 家 ,哲学 家 柏 
拉 图 ,柏拉图 挤 塞 地 回答 ;大概 上 帝 不 满意 你 们 很 少 研究 几何 学 
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吧 1” 但 柏拉图 自己 也 未 能 解决 这 个 作 图 问题 . 这 实际 是 个 尺 规 作 
图 不 能 问题 . 

设 已 知 立 方 体 的 边 长 为 a, 求 作 立方 体 的 边 长 为 z, WJ 
2 = 2atr= Уа. hacl, W= 32, 因此 原 问题 可 归 
结 为 :“ 能 否 用 尺 规 作出 长 为 YZ 的 线段 7” 

最 早 公开 申明 长 为 Y 2 的 线段 不 能 用 尺 规 作出 的 是 法 国 的 
ШЕЛ. 1637 年 ,他 提出 了 一 个 命题 : 非 立方 有 理 数 的 立方 根 不 
能 简化 为 有 限 次 的 开平 方 ,从 而 不 能 用 尺 规 作 出 . 用 尺 规 不 能 解 
立方 倍 积 问 题 的 严格 证 明 ,是 法 国 数学 家 Wantzel 在 1837 年 给 
出 的 

但 是 ,如 果 允 许 使 用 某 种 辅助 工具 的 话 , 立 方 倍 积 问 题 还 是 可 
以 解决 的 ,在 林 移 一 的 《初等 几何 学 作 图 不 能 问题 } 一 书 中 ,介绍 了 
10 种 方法 . 

希腊 数学 家 Menaechmus( 约 前 375— W 325) 的 方法 是 利用 
两 条 抛物 线 到 = ау 和 = 2az 因为 其 交点 的 横 坐 标 满足 
z = zas. 

ЕЛИЈЕ т = ay ME z" + у = ay + 
2az 的 交点 . 

柏拉图 的 方法 是 利用 两 根 普通 的 
直角 尺 . 如 图 4 -179, 取 相互 垂直 的 两 
直线 加 和 n, 交 点 为 0, 在 直线 m 上 取 
ОС = а, 在 直线 n 上 取 OD = 2а. 将 两 
根木 区 用 的 直角 尺 按 图 所 示 放 辕 , 使 一 
根 尺 的 一 边 ( 内 侧 ) 经 过 点 C, 而 直角 项 
点 8( 内 侧 ) 在 直线 n 上 ;使 另 一 根 直 角 
尺 的 一 边 ( 外 侧 ) 经 过 点 也 ,而 顶点 4( 外 
WEHR m 上 , 然后 使 两 根 尺子 的 田 两 边 重合 , k pi, OB = 


图 4-179 
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3y2a( 若 0B8 = z, ОА = у, Ш z = ау,у' = 2a * z, АЙ 
xr! =аїу? = а? + Зах, BJ z' = 2a°). 

最 简单 的 是 如 下 纸 条 作 图 法 : 

G) 画 一 个 边 长 为 a 的 正三 角形 АВС, ЕК CA 到 万 ,使 
AD = a, 作出 DB 线 ; 

《2) 取 一 笔直 的 纸 条 ,在 其 边缘 上 
标 出 距离 as 

《3) 按 如 下 方法 放置 纸 条 ,使 纸 条 
的 边缘 通过 点 C, 并 使 所 标 线段 的 两 个 

а-и 端点 (P AA Q ОЛЕ AB 和 

DB 的 延长 线 上 ( 见 图 4-180), 这 时 CQ = Ў 2а. 

其 理由 如 下 ; 直线 DBQ 截 A4CP, 根 据 梅 内 劳 斯 定理 ,有 


a y = 
ху = 2а!. (9) 
由 于 ВА = СА = Ар, ZCBD = 90°, 利用 勾 股 定理 ,得 
j z Же (š 
(z+ [5+ 8) + |224) $ 
即 2° Б 2az = y + ау, ә 


由 名 .加 消去 y, 得 
地 十 2ama 一 2air 一 4 一人 
(z + 2a) (z: — 2а?) = 0, 
í m= r= Vza: 
参考 文献 [31,рр. 191—193], [32, pp. 721777, [33, 


p.44],[23,pp. 142—162], 
(张文华 ) 
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ЖЩ 25 77 йй (Squaring the circle) 求 作 一 个 正方 形 ,使 其 面 
积 等 于 已 知 图 的 面积 . 

这 是 一 个 古典 难题 (参阅 三 等 分 任意 角 ), 古 希腊 学 者 在 这 个 
问题 上 花费 了 很 多 功夫 ,但 均 未 成 功 . 鉴于 长 期 在 化 贺 为 方 问题 上 
的 种 种 努力 均 归于 失败 ,1755 年 ,巴黎 科学 院 曾 作出 决议 : 此 后 
不 再 接受 化 圆 为 方 这 个 议题 . 直到 1882 年 ,德国 数学 家 林 德 曼 证 
明了 <* 是 个 超越 数 ,从 而 证 实 了 “化 圆 为 方 " 是 一 个 尺 规 作 图 不 能 
问题 , 即 线段 a — fr 是 不 能 单 用 圆规 和 直 尺 作出 的 (因为 能 用 
尺 规 作 出 的 线段 的 长 度 , 只 能 是 由 有 理 数 经 有 限 次 加 、 减 \ 乘 , 除 、 
开平 方 运算 得 到 的 那些 代数 数 ,既然 V+ 不 是 代数 数 ,当然 不 能 
用 尺 规 作出 ). 

但 是 ,如 时 放松 限制 ,允许 使 用 特殊 曲线 或 工具 , 作 一 个 和 给 
定 圆 的 面积 相等 的 正方 形 也 还 是 可 能 的 . 下 面 介 绍 的 是 Hippias 
的 图 积 线 方法 . Б ë 


对 于 正方 形 ABCD, 8 AD # À M 
逐渐 旋转 到 AB 边 ,同时 DC 边 逐 渐 平 移 AN 
到 4B 边 , 并 要 求 它们 的 速度 便 相 同 , 例 BA Р NE 
如 ,在 某 一 时 刻 , AD = AE,DC — НК, AR 
AE.HK ЖР А P, ë DH:AD = А Z FG B 
ZDAE 的 弧度 数 : LDAB 的 弧度 数 . Wi 11-181 
足 上 述 条 件 的 动 点 ОВС 2:00) 


称 之 为 贺 积 线 ( 亦 称 割 加 线 ). 对 于 圆 积 线 上 的 任 一 点 已 , 均 有 


ZDAP WAEN = 58. 2- 


Ж AD = r, PF | AB + F, PH | AD + Н, АЕ = z, 
AH = y,ZDAP =й, 则 0= 0.9, 
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Шен 0 ду 
т) tg 0 = tg —— cot gr 


故 贺 积 线 的 方程 为 
ту 


ж = yeot у. 


a 
атре =н 


故 ac 一 此 

利用 圆 积 线 可 以 解决 化 图 为 方 辣 题 ， 

设 加 的 半径 为 r REBRA A= т“ = + xr) +т = +Cr, Җ 
中 CC 为 图 周 长 . 


如 果 能 设法 作出 图 的 周 长 , 即 可 作出 与 贺 等 积 的 长 方形 ,进而 


作出 与 之 等 积 的 正方 形 . ИЖИ С — 2xr = 如- = i 因此 


т 
利用 圆 积 线 可 以 作出 圆周 长 . 

参考 文献 【23,pp, 87~99,pp. 171~172][24,p. 191][32, 
pp. 80—81J[40,p. 494] 

(张文华 】 
作 正 七 边 形 问 题 (Construction problem of regular heptagon) 

把 已 知 圆周 七 等 分 ,作出 四 内 接 正七 边 形 、 

该 题 曾 被 称 为 古 希腊 第 四 大 几何 难题 阿 基 米 德 曾 证 明 : 单 
用 直 尺 圆规 不 能 作出 正七 边 形 . 

先 说 明正 七 边 形 的 确 是 尺 规 作 图 不 能 问题 . 作 正七 边 形 的 关键 是 作 


= я. 
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B шш 4 -182, 8 СЛОВ = 27, 取 
OB = 1, {ЕВН | OA T H, i] OH = 
cos 27, 着 能 把 线段 OH 作出 , 则 0 — 2 
H Ен. 


图 4-182 0 27, W 30 = 2л — 40. 
由 于 cos 30 = 4соз?@ 一 3cos 0, 
соз 40 = 2(2cos*0 — 1)? — 1 = Bcos!0 一 8cos2 + 1. 
Л. Всов'# — 4сов?0 一 gcos2g + 3cos 0 十 1 = 0. 
4 cos 0 = = ИЛ] 


z — z ir + 3z + 2= 0, 

N (—?)(4++:2—21хт—1)=0. 

由 于 z= gos EER, z—2#0, 

Дола л 02—10 © 

这 是 一 个 有 理 系 数 的 三 次 方程 ,由 于 它 没 有 有 理 根 ,因此 这 个 
方程 的 根 不 能 利用 直 尺 和 国 规 将 其 作出 , Plt z = 2cos 2 不 能 用 
尺 规 作 出 . 这 说 明正 七 边 形 是 一 个 尺 
规 作 图 不 能 问题 、 

但 是 ,如 果 放 宽 限 制 ,允许 使 用 直 
角 尺 的 话 ,我 们 还 是 可 以 作出 正七 边 
形 的 . 

如 图 4- 183, 作 折线 ABCDE., fi: 
АВ | BC,BC | CD,CD | DE, В. 
АВ =1,BC=1,CD=2,DE =1. 再 
利用 两 根 直 角 尺 ,如 图 所 示 作 出 折线 
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AXYE, 使 六 点 在 CB EKRE, Y 点 在 CD 延长 线 上 , 且 
ГАХҮ =90°, Z XYE = 90°, W| X B 的 长 度 就 满足 方程 四 . 

ië ZXAB = a, W /ВХҮ = ZDYE = a. 

XB = tg a,CY = (1 + tg atg a. 


ADY = сша, СҮ = 2 + cota = Ее, 
2а +1 


^ (1 + tga)tge = аа" 


e, 
B, 
Вр іва 4- рга 2tga—1=0 D. AN 
可 见 |XB|(=tg a) 满 足 方 程 @. LA, 
作出 XB 后 ,就 可 以 作 正七 边 形 了 ,如 к, 


图 4 - 184, 作 一 单位 圆 及 其 一 半径 O4,， z Л 


1 
ОЛ 上 取 一 点 HOOH = yXB 3 иалы 
H, ft ВН, L OA # # t> I + В, М 
АОВ, = 27, А,В, 就 是 国内 接 正七 边 形 之 一 近 , 以 此 为 基础 就 
不 难 作出 图 内 接 正七 边 形 ABCDEFG: T. 
参考 文献 [17,pp; 90—93], 24, pp: 189 ~ 190], 32, 


рр. 68~71],[40,p, 5151. 
《张文华 ) 


(六 ) 极 Ж 


Serenus 问题 (Serenus problem) i AABC 的 内 有 一 4 的 对 
边 为 a, 周 长 为 s. 著 a 和 人 4 一定 , 则 当 AB = АСЕ: ЖХ. 
该 问题 载 于 Serenus 所 著 的 De sectione сот 一 书 中 
BDE BC =a, 由 于 /А=а—@,А 点 应 在 以 BC 为 弦 、 所 含 
ЗЗР Рана Е. КВА Ф Е, АЕ = АС, Ш BE = 


АВ + AC, АЕС = 7. 所 以 E AREV BOHR MASEM 
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РОО Е. О BE 最 大 , 则 BE 
应 过 弓形 弧 所 在 加 的 网 心 , 即 BE 应 位 于 直 
B BD 位 置 .而 BD 和 BAC 的 交点 A 就 是 
上 述 圆心 ,此 时 AC = А,В. 故 A4BC 是 等 
用 三 角形 时 ,其 周 长 最 大 . 

参考 文献 [38,p.373]. 


(张文华 ) 
Alhazen 弹子 问题 (Alhazen marble problem) — 3% Ж#%% 
子 台 上 放 着 两 个 弹子 ,从 哪个 方向 打击 其 中 一 个 ,使 它 从 台 边 弹 回 
时 必 拉 击 到 另 一 个 ? 
这 个 问题 是 由 阿拉 伯 数 学 家 Al Hassan ibn Al-haitham (44 
965 一 1039) 提 出 的 , 由 于 译 者 把 他 的 名 字 译 为 Alhazen, 故 通常 以 
Alhazen 知名 于 世 ， 
该 问题 也 曾 这 样 叙 述 过 : 如 何在 一 个 球形 凹面 镜 上 找 一 
点 ,使 由 一 已 知 点 到 这 点 来 的 光线 被 凹 球面 镜 反射 到 另 一 个 已 
知 点 ? 
在 Alhazen 以 后 ,许多 著名 数学 家 如 巴 罗 (I，Barrow), 歼 卡 
提 , 洛 必 达 ,Quetelet 等 都 研究 过 该 问题 . 
该 问题 用 数学 表述 为 : EEN OC) 
内 给 定 了 两 点 P (z yu) .Q (zzy ya) WE 
圆周 上 找 一 点 A(z.y). Ë /РАО = 
“Олд. 
如 图 4 一 1861 设 AP,AO, AQ 所 在 直 
线 的 倾角 分 别 为 wp 7, 则 应 有 = 一 月 一 


pana ЖЕЕ „Айй 
>t 1+tgmgB — l+ АЕ? 图 4-186 
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FY 20 => 5: 
Rues p= zE 一 > 一 zx: 代 人 上 式 ,得 


эй, 0 а 953 
rx z _ z = 
Та ' рУ 

zs F E ` + r Sç 


展开 ;整理 ,得 НО — yt) — 2Kzy + r' (hy — kz) = 0, 
其 中 , H = zu + ау, K = тул; — уур, 

h = z, + zv k = y, + ys 

解 二 元 二 次 方程 组 

ед — y’) — 2Kzy + ' (hy — kz) = 0, 


2 ут =0, 
即 可 得 4 点 的 坐标 , 在 一 般 情况 下 ,符合 条件 的 4 点 可 以 有 四 个 - 
当 OP = OQ 时 ,该 问题 可 以 用 简单 的 几何 作 图 来 解决 . 
如 图 4-187, 作 AOPQ ЮЕШ O, , ж 
它 与 0 交 于 4 点, 则 4 点 即 合 要 求 . 道理 很 ; 
简单 : 在 ©O, R, ZPAO, СОАО 所 对 的 弧 (422 
相等 ,所 以 它们 相等 . 从 图 上 还 容易 看 出 А, G 
B.M.N 四 点 (MN 是 垂直 平分 PQ 的 直径 ) 
均 合乎 要 求 ， 
Alhazen 弹子 问题 也 可 以 表达 成 如 下 形 x 
式 ,在 圆周 上 找 一 点 ,使 其 与 圆 内 两 个 已 知 В 4-187 
点 的 距离 之 和 为 最 小 (或 最 大 ). "这 是 因为 对 于 ©O 上 的 点 AF 
要 PA + QA 最 小 (或 最 大 ),PA.Q4 与 圆周 所 成 的 角 必须 相等 . 
车 以 了 ,QQ 为 焦点 作 一 艇 椭圆 ,其 中 必 有 与 QO 相 切 者 ,此 时 切 点 
就 是 要 求 的 点 : 
参考 文献 [31,pp. 200~224],[33,p. 221],[38,p. 363]. 
(张文华 ) 
费 马 极 值 问题 (Fermat extremum problem) 在 已 知人 A4BC 所 
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在 平面 上 找 一 点 已, 使 点 己 到 А,В,С 三 点 的 距离 之 和 最 小 . 

此 问题 由 法 国 数学 家 跑马 首先 提出 , 故 称 趴 马 问题 . 但 也 有 
人 把 该 问题 称 为 施 泰 纳 问 题 , 因 为 19 世纪 初 ,柏林 大 学 的 施 泰 
纳 提出 了 如 下 既 简 单 . 却 很 有 启示 性 的 问题 : 如 何 将 三 个 村 庄 
用 总 路 程 为 最 短 的 道路 连结 起 来 ( 即 三 村 短路 问题 ). 1837 年 , 施 
泰 纳 得 出 了 如 下 结论 : 如 果 A4BC 的 每 个 内 角 均 小 于 120", 那 
Z PA + PB + PC 最 小 的 点 卫 正 好 使 在 了 处 的 三 个 角 
(ZAPB、LZBPC、LCPA) 都 等 于 120"; 如 果 A4BC 有 一 个 角 不 
小 于 120°, 那 么 了 点 就 和 该 角 的 顶点 重合 . 其 实 * 这 个 结果 早 就 
被 卡 瓦 列 里 证 明 过 ( 载 于 1647 年 的 (六道 几何 练习 题 ) 一 文 ), 但 
施 泰 纳 还 把 这 个 结果 推广 到 了 个 点 的 情况 ,并 提出 了 多 种 证 
明 方法 .下 述 方法 就 是 施 泰 纳 提 出 的 . 

(1) 当 AABC 的 每 个 内 角 都 小 于 120" 时 ,满足 条 件 
ДАРВ = /ВРС = ZCPA = 120° 的 P 点 必 在 和 ABC W. it A, 
B.C 分 别 作 MN | PA.NL | PB.LM | РС, MN.NL.LM 围 成 
一 个 正三 角形 LMN. 

设 已 是 形 内 任意 一 点 ,自己 作 忆 4、 
已 B'.P'C' 分 别 垂直 MN.NL.LM FA., 
В.С. 由 于 ALMN 是 正三 角形 ,所 以 
P'A' + P'B' + P'C' = PA+ PB+ PC — 
h, Җир h E AMNL 的 一 条 高 之 长 .但 б, 
Р'А 2 Р'А!,Р'В > Р'В',Р'С > PO, ў 
Г. PA + РВ + PC<P'A+ P'B+ PC. 二 
可 见 了 是 到 三 顶点 的 距离 和 最 小 的 点 . 

ЖР 点 可 以 这 样 求 得 ; 先 以 BC.C4 为 一 边 , 在 人 ABC 外 
作 两 个 正三 角形 ,再 作 这 两 个 正三 角形 的 外 接 圆 ,两 圆 之 交点 ( 非 
С 点 ) 即 为 所 求 之 已 点 . 

(2) 当 L4 大 120" 时 , 设 @@ 为 除 4 以 外 任意 点 . 连 Q4、.QB、 
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QC', 将 A 人 ABQ # 4A 点 旋转 ,使 AB 转 至 CA 的 延长 线 上 的 AB'， 


чё. 
z. 
B 


c 
Vg 
B a с Бы 


图 4-189 图 4 一 190 
AQ HE AQ. hF ZA2120°, 故 旅 转角 р 60°, 在 A4QQ' 中 ， 
H F AQ = AQ', ОАО = p< 60°, й QQ' < QA. X. BQ = 
во, FE 


ОА + ОВ + ОС >СО +99 + Q'B' 
>СВ' = AB + АС, 


АВ + AC< QA + QB + QC, ЖА ДЖ] A.B.C 三 点 的 距离 
和 最 小 的 点 ， 

三 村 短路 问题 可 推广 为 下 述 道路 网 络 问题 : 给 定 个 点 A 
ААА ОКЕН п КАНИЕТ НЕ, ЕЯ Е 
间 都 可 由 折线 相连 结 , 且 所 有 直线 段 之 总 长 为 最 短 . 显然 ,此 问题 
的 解 与 给 定点 的 排列 位 置 有 关 , 图 4- 191 给 出 的 是 一 些 较 简单 的 
情况 , 图 中 ;各 结 点 处 的 三 线段 相互 间 的 交角 均 为 120" 

А; 


A. 


А А, А, 
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参考 文献 [24,pp. 460~ 469], [31; pp. 392 ~ 394], [34, 
р. 248], [38;p. 364]. 
(张文华 ) 
Fagnano 问题 (Fagnano problem) 在 人 4BC 内 求 一 点 了 ,使 : 
(1) PA: + PB: + PC’ H itzi (2) IPA? + тРВ* 十 nPC' 为 最 小 . 
本 题 由 意大利 数学 家 Fagnano 于 1775 年 提出 并 证 明 ， 
如 图 4 一 192, 建 立 直角 坐标 系 ,并 设 4(ziyyD) Вб) С 
lany) Pay). 
G РА°+-+РЁ+ РС 
= (z — zi)! + (y — x)! + (z a) F (y — у,)* 
се — # + Gy у)" 
= 3=* — 2( + zm + ал + (m + z + z?) 
+35 — (у, + ж» Hyda + (Q + y + ya) 
=. Бааз. l ижа 


+ (z Ва + z Hy + y + ж) 
- F Ганаа ta]. 


дой = Ta + n + аду = TO + ж + y) B, PA 
+ PB: 十 РС? 有 最 小 值 ; 即 当 PP 点 位 于 人 4BC 的 重心 位 置 时 ， 
PA: PB + PC 为 最 小 : 
(2) ІРА + mPB: + пРС? 
= [G — z)! y m[ (z — za)! (у — у42°] 
+ n[(z — z)! + (y — 3) 
= (¿+ m+ n) — 202, + ma, + nz, )z + (lr? + mz ° 
+ nz) + Q + m + n)? — 20у + ту, + пулду 
+ Оу + my Hay) 
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_ lz) + mz, + nr] 
= бааа Каа] 


Гу + ту + пуз]? 
жат т л] 
《zi 十 mate 十 ?zs 有 Uy + my: + пуз)? 
I+m+n I+m+n 
+ @т + mz? + nz) + Uy? + my + луз). 
ба + mz; tnr (у + my; + пуз 
5 рафа 7—2 mia Ñ 
ІРА? + тРВ? + nPC° 取 最 小 值 . Ж} P fz + A ABC 的 
加 权重 心 G: BD: DC = n: m, AG: GD = (m + н) :1, 
lzi + mz, + пл, ly, + ту, + ny, 
Ї+т+п ` IT+m+imn 


Any) 2 
'P 
у 290) с 
(жуд (nz) 8 p £ 
图 4-192 图 上 -193 
问题 (1) 也 可 以 用 综合 法 求解 . 


如 图 4-193, 设 AD 是 A4BC 的 中 线 ,G 是 重心 . 根据 
Stewart 定理 ,对 于 平面 上 任 一 点 P, 有 


PD = TPB + TPO Тау 
即 РЕ БРС = 2PD + +a!) 
PG: = 2рр' + ТРА = SA, 


Ш Ph: = PG + 2 AD: — 2PD, 
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2AD =H + t — Ба. 
{3 PAt + PB! + РС* = 3PG' + Tat + L| P + Та) 
=зР + 4-( + P + e. 
可 见 当 已 点 位 于 A4BC 的 重心 位 置 时 , PA + РВ? + PC: 
的 信 最 小 ,其 最 小 值 为 二 (aa + 5 + с). 
问题 (2) 也 可 以 利用 Stewart 定理 来 证 明 . 如 图 4 一 193, 在 ВС 
上 取 点 也 ,使 BD : DC =n: m, Ж AD ERA G, {E AG : GD = 
(m + n) 11, ЙС ЖЖЛАВС 的 加 权重 心 .用 与 上 述 类 似 的 方法 
可 以 证 明 , 当 书 位 于 CG 位 置 时 , ГРА? 十 mPB: + пРС? 的 值 最 小 . 
参考 文献 [38,p.365]. 
(张文华 ) 
Watson 问题 (Watson problem) 求 到 定 三 角形 三 边 距 离 之 积 
为 最 大 的 点 . 
该 问题 是 由 Watson 于 1756 年 提出 的 、 
设 给 定 A4BC 的 三 边 长 为 a.5、c; 面 积 为 8. AABC 内 一 动 
ÄP 8) ВС.СА.АВ 的 距离 分 别 为 zy.z, 则 az 十 by 十 cz 二 25. 
于 是 


(ае) усю <| Ear + бу + с] = Bs, 


即 zys < 85, 5 B ат = by = cz 时 等 号 成 立 。 ЖЕРЙ 
位 于 入 ABC 的 重心 位 置 , 即 当 了 点 是 人 ABC 的 重心 时 , 它 到 三 边 
的 距离 之 积 为 最 大 . 

5 Watson 问题 相对 应 ,有 如 下 极 什 问 题 ; 

求 到 定 三 角形 三 这 的 距离 平方 和 最 小 的 点 ， 

设 AABC 的 三 边 长 为 wac, 面 积 为 ,三 角形 内 一 点 PAZ 
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边 的 距离 分 别 为 zyvz, 则 аг + by + cz = 25. 另 一 方面 ,由 柯 西 
不 等 式 

(az: + y! + «*)(а* 4 + e) > (ат + by + са)", 
щн = 5 = т 时 , 式 中 的 等 号 成 立 ， 

TR 4 Z = 5 = Z Bb, 2 + y + z ЛМ 
рург R WJ P E AABC 的 类 似 重心 (重心 的 等 
ARD. 

参考 文献 [38,p.366]. 

《张文华 ) 

平面 等 周 问题 (Isoperimetric problem in a plan) (1) 在 所 有 

等 周 长 的 平面 图 形 中 ,加 有 最 大 的 面积 ;(2) 在 所 有 等 面积 的 平面 
图 形 中 ,加 有 最 小 的 周 长 . 

等 周 问题 ,源远流长 ,可 一 直 追 潮 到 古 希 腊 时 代 , 传说 Tyre 
国王 的 女儿 Dido 逃亡 到 非洲 海岸 ,在 那里 成 为 迎 太 基 创 立 者 的 继 
承 人 ,她 被 允许 从 当地 取得 “不 许 比 一 张 牛皮 包 得 起 来 再 大 "的 那 
么 一 块 靠 海 的 土地 ,于 是 她 把 牛皮 提成 细 率 的 长 条 以 做 成 一 条 很 
长 的 强 子 ,为 了 得 到 最 大 的 面积 ,Dido 用 已 知 长 的 绳子 在 海边 轩 
成 一 个 半圆 形 。 

公元 180 年 左右 ,希腊 人 Zenodorous 著 有 (等 周 论 }) 一 书 , 其 
中 就 有 如 下 命题; 圆 的 面积 大 于 任何 同 周 长 的 正 多 边 形 的 面积 ,” 
“表面 积 相同 的 几何 体 中 ,以 球 的 体积 最 大 . "可 异 这 本 书 失 传 了 ， 
后 人 只 是 因为 其 中 的 14 个 命题 被 4 世纪 的 帕 波 斯 收入 他 的 (数学 
汇编 ) 第 五 卷 中 而 得 以 知晓 . 在 (数学 汇编 y 中 ， 帕 波斯 还 疼 充 了 如 
下 命题 ;" 周 长 相等 的 所 有 己 形 中 ,半圆 的 面积 最 大 ."“ 球 的 体积 比 
表面 积 相同 的 圆锥 体 ,图 柱 体 , 正 多 面体 的 体积 都 大 :” 

17 世纪 ,许多 著名 数学 家 也 都 曾 猎 究 过 等 周 问题 . E FR IE 
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他 未 完成 的 (思想 的 法 则 》) 一 书 中 说 :“ 为 了 用 列举 法 证 明 圆 的 周 长 
比 任何 具有 相同 面积 的 其 他 图 形 的 周 长 都 小 ,我 们 不 必 全 部 考察 
所 有 可 能 的 图 形 , 只 需 对 几 个 特殊 的 图 形 进行 证 明 , 再 运用 归纳 
法 ,就 可 以 得 到 与 对 所 有 其 他 图 形 都 进行 证 明 得 出 的 同样 结论 , ” 
Wallis(1616~1703) 则 提出 并 解决 了 如 下 问题 ;“ 周 长 相等 的 矩形 
中 ,正方 形 的 面积 最 大 . "Ер + 伯 努 利 则 于 1697 年 5 月 在 ( 教 
师 学 报 ) 上 提出 了 一 个 包含 多 种 情况 的 ` 相 当 复杂 的 等 周 问题 ,并 
以 此 向 其 弟弟 约 坦 ， 伯 努 利 挑战 ,以 后 又 发 表 了 《等 周 问题 实 解 》 
一 文 ,部 分 地 解决 了 这 一 问题 . 

等 周 问题 也 是 促进 变 分 法 早期 发 展 的 一 个 问题 , 伯 努 利家 族 
通过 对 等 周 问题 ,最 速 降 线 问 题 ` 悬 链 线 问题 的 研究 , 莫 定 了 变 分 
法 的 基础 ， 

对 于 等 周 问题 ,大 几何 学 家 施 泰 纳 有 深入 的 研究 . 1840 一 1841 
年 间 , 他 在 巴黎 写成 (关于 平面 .球面 和 空间 图 形 的 极 大 和 极 小 ) 一 文 ， 
用 综合 几何 的 方法 巧妙 地 解决 了 这 一 问题 ,而 且 给 出 了 五 种 方法 . 下 
面 介绍 的 就 是 施 泰 纳 的 方法 ,但 这 个 方法 中 隐 含 了 一 个 前 提 条 件 , 即 
默认 在 定 周 长 的 所 有 曲线 中 , 包含 的 区 域 面积 最 大 的 曲线 是 存在 的 . 
1870 年 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 求助 于 变 分 法 完全 解决 了 平面 等 周 问题 , 之 
后 ,在 Constantin Caratheodory(1873—1950) fl Study 合 写 的 一 篇 
文章 中 ,不 用 变 分 法 工具 ,把 施 泰 纳 的 证 明 严格 化 了 . 

命题 1 假定 团 曲线 P 是 具有 给 定 周 长 2, 而 所 围 面积 最 大 
的 一 条 闭 曲 线 ， " 

O) 曲线 必定 是 是 曲线 . А £> Р 

WE 4-194,# P КР ШАЯН 
轴 对 称 得 到 另 一 条 周 长 为 2p 的 曲线 P', 其 所 
围 的 面积 比 P 所 围 的 面积 还 要 大 (P 由 曲线 
AmB 和 BnA 组 成 ,P' 由 曲线 Am B 和 BnA 
HR, AmB 和 AmB 关于 AB 对称), 这 与 P 84-14 
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是 所 围 面积 最 大 的 曲线 这 一 假设 不 符 . 

(2) 任何 把 卫 分 为 相等 长 两 段 的 直线 必 平 分 P 所 围 的 面积 . 

如 图 4-195, 若 了 不 具有 上 述 性 质 , 则 可 利用 轴 对 称 得 到 另 
一 条 曲线 P', 它 的 周 长 也 是 2p, 但 其 面积 比 P 所 围 的 面积 还 要 
K. 在 图 4 一 195 中 ,车 曲线 AmB 和 BnA 的 长 度 都 是 ;但 AmBA 
所 围 的 面积 比 BnA8B 所 围 的 面积 大 , 作 AmB 关于 AB 的 对 称 曲 
Җ Am' B, WJ P' (B) 4mBm'A) 和 P( 即 AmBnA) 周 长 相等 ,但 前 者 
所 围 面积 比 后 者 大 ， 


84-195 994-196 


(3) MR P Е.К р AmB 必 是 以 AB 为 直径 
ЕА. 

首先 ,由 假设 在 所 有 长 度 为 p 的 曲线 及 其 封闭 线段 所 围 的 面 
积 中 ,曲线 P 上 长 度 为 p HA AmB 和 直线 段 AB 所 围 的 面积 А 
K. 

其 次 ,对 于 红 AmB 上 任 一 点 C, 必 有 ZACB = 90° ( 见 图 
4 一 196). 这 是 因为 ,车 ACB s 90°, 则 可 以 通过 调整 ZACB 的 
大 小 而 使 人 4CB 的 面积 变 大 ,但 两 个 月 牙 形 АтС.ВпС 的 面积 不 
变 , 从 而 得 到 一 条 新 的 曲线 P' ,其 长 度 仍 为 ,但 它 和 封闭 直线 自 
所 围 的 面积 却 大 于 4, 这 与 “4 必 最 大 " 相 矛 盾 ， 

由 以 上 三 点 知 ,P VEN. 

命题 2 设 荆 是 面积 为 4 ЮИ, ХАКУ Р.Р 是 面积 为 4 的 
ЗЕНА: Ж К а Д р < а. 

Bi р> q. 作 三 的 同心 贺 ERAK о TEH p 2 q 
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ж, >' ЕЩ ЮН, 4 < А. 但 另 一 方面 ,由 于 
翌 和 已 有 相同 的 局长, 依据 命题 1, 应 有 A > А, 这 就 产生 了 予 
盾 , AR p >a RERI VA <a. 

等 周 问题 可 用 下 述 等 周 不 等 式 来 表达 : 设 平面 正则 简单 闭 曲 
线 避 的 周 长 为 展 , 它 所 包围 的 区 域 的 面积 为 4, 则 有 L 2 4тА, 等 
号 当 且 仅 当 C 是 圆周 时 成 立 . 

平面 等 周 问题 可 推广 到 空间 ,得 到 空间 等 周 问题 : 在 表面 积 
相等 的 所 有 立体 中 , 球 具 有 最 大 的 体积 ,在 体积 相等 的 所 有 立体 
中 , 球 具有 最 小 的 表面 积 . (参见 空间 等 周 问 题 ) 

参考 文献 [24,pp. 485 一 487],[25,pp. 185 一 210],[31， 
рр. 414—418]. 

(张文华 ) 
Schwarz 三 角形 (Schwarz triangle) 在 已 知 锐角 三 角形 内 , 作 
一 个 周 长 最 小 的 内 接 三 角形 ， 

该 问题 是 意大利 伯 画 С. Fagnano (1682 ~ 1766) 的 儿子 
J.F. Fagnano(1715—1797) F 1775 年 提出 的 . 他 给 出 了 一 个 要 用 
到 微 积分 的 证 明 , 由 于 H. А. Schwarz(1843~1921) 第 一 个 用 完全 
初等 的 方法 给 出 了 一 个 十 分 源 亮 的 解法 ,所 以 许多 人 把 此 问题 称 
为 Schwarz 三 角形 问题 . Schwarz 的 证 明 后 来 被 美国 人 Frank 
Morley(1860 一 1931) 推 广 到 2n 十 1 边 形 的 情况 

在 锐角 A4BC Фф, D.E.F 分 别 是 三 条 高 4D,BE、CF HE 
足 , 则 在 A4BC 的 所 有 内 接 三 角形 中 , 垂 足 三 角形 DEF 的 周 长 最 短 

下 面 的 证 明 源 于 Н. А. Schwarz. 

如 图 4-197, 设 ADEF R AABC 的 垂 足 三 角形 ,APQR 是 
任意 内 接 三 角形 ,将 人 ABC( 连 同人 DEF, 信 PQR) 作 关于 АС 边 
的 反射 ,再 把 所 得 图 形 (A4B'C) 作 关于 B'C 边 的 反射 ,再 把 所 得 
图 形 (A4' BC) 作 关于 少 召 边 的 反射 ,再 将 所 得 图 形 ( 人 4 B'C ) 
作 关 于 A'C' 边 的 反射 ,最 后 再 把 所 得 徊 形 ( 人 A'B"C') 作 美 于 B'C' 
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边 的 反射 ,得 A4"B"C', 经 过 这 样 五 次 反射 后 ,我 们 得 到 如 图 4 - 
197 所 示 的 连接 在 一 起 的 六 个 全 等 的 三 角形 (与 人 ABC 全 等 ), 以 
及 分 别 与 人 DEF、 信 PQR 相应 的 一 系列 内 接 三 角形 . 
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由 于 第 一 次 反射 使 4 互 按 逆 时 针 方 向 旋转 了 角度 24, 第 二 次 
反射 使 有 态 按 逆 时 针 方 向 旋转 了 角度 28, 第 三 次 反射 时 有 加 方向 
没有 变化 ,第 四 次 ,第 五 次 反射 中 加 转 及 及 本 分 别 按 顺 时 针 方向 
旋转 了 24 和 2, 故 经 过 上 述 五 次 反射 后 ,AB 的 方向 没有 变化 ， 
所 以 4"B" // AB. 

H ТЕ = ffi DEF 有 这 样 一 个 特殊 性 质 ; 它 的 两 边 与 
AABC 的 相应 边 成 等 角 ( 即 ZBDF = ZEDC,ZDEC = 
ZFEA, ZEFA = ZDFB ), 所 以 经 第 一 次 反射 后 ,与 DE 相应 的 
RE EDE FE 的 延长 线 上 ,经 第 二 次 反射 后 ,与 DF 相应 的 线段 
D'F' 也 在 FE 的 延长 线 上 ,经 第 三 次 反射 后 ,与 EF 相应 的 线段 
РЕЧФЖ РЕ 的 延长 线 上 ,以 后 两 次 反射 也 是 如 此 ,DE、DF 的 相 
应 线段 ЕР". П'Е РЕ 的 延长 线 上 , Ale, FED F ЕР" 
ERR, H FF" 等 于 ADER HAK HH- 

再 来 观察 任意 内 接 三 角形 РОК 经 上 述 五 次 反射 后 得 到 的 图 
形 , 发 现 折线 RQP'R'Q'P'R' 的 长 度 是 APQR 的 周 长 的 两 倍 . 显 
然 该 折线 的 长 度 不 短 于 RR"w 即 APQR 的 周 长 的 两 倍 不 短 于 
RR". h F"R" LFR RI RR” = ЕЕ" 可见 APQOR 的 周 长 不 短 于 
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ADEF HAK. 

下 面 是 Fagnano 问题 的 另 一 种 解法 ,这 一 解法 属于 法 国 的 小 
Gabriel-Marie. 

设 和 XYZ 内 接 于 人 A4BC, 作 出 点 
X KF AB.AC ШИЙ Х.Х 2, 
ZX, = ZX,YX, = YX, И X ZYX, ХӘ 
的 长 度 等 于 入 XYZ 的 周 长 . 显然 ;对 于 
KAERA X, RANY ZERB 
ХХ, 上 时 ,人 XYZ 的 周 长 才 能 最 小 ， ке 
其 最 小 值 为 X X, 的 长 度 , 又 由 于 АХ, = АХ, = AX, ZX,AX, = 
2А СЕ), Х.Х = AX? + АХ, — 2AX, « АХ, • cos 2А = 
2AX*(1 一 соз 24). Х.Х 的 长 度 取 决 于 AX 的 长 度 , 只 有 当 
AX 上 BC 时 ,XiXs 才 有 最 小 值 . 因此 ,要 使 人 XYZ 的 周 长 最 短 ， 
必须 АХ | ВС. 同 理 , 必 须 BY | AC,CZ | АВ, 故 周 长 最 短 的 
内 接 三 角形 是 A4BC 的 垂 足 三 角形 . 

参考 文献 [24;pp. 450—4561,[27,р. 100],[31,pp. 390~ 
392]. 


(张文华 ) 
最 小 内 接 四 边 形 (A minimal inscribed quadrilateral) #0437 
形 ABCD 是 一 个 加 内 接 四 边 形 ,XX 是 其 对 角 线 交 点 , 自 六 向 四 边 
形 的 各 边 作 垂 线 , 垂 足 分 别 为 P,Q,R、5, 试 证 明 : 所 有 四 个 顶点 
分 别 位 于 四 边 形 ABCD 的 四 条 边 上 的 四 边 形 中 ,四 边 形 PORS 的 
якая. 
本 题 选 自 1926 年 的 (美国 数学 月 刊 ) 中 的 问题 7728(p. 161), 
它 是 由 G. Y. Sosnow 提出 的 ,解答 则 出 自 Michael Goldberg. 
(1) 先 证 明 四 边 形 PQRS 的 边 与 四 边 形 ABCD 的 相应 边 相 
交 成 等 角 , 即 CSP4 = ZQPB,ZPQB = ZRQC, ZQRC = 
LSRD,ZRSD = LPSA. 
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如 图 4 - 199, A, P, X, S ЗЕЙ, 
+ A=. * P.B.Q.X ЖЩ, 1. 2/3 = 
Pa K £ Zt #а 24%, 2 Z Zi 
2 ZSPA =90° — Z2 = 90° — /3 =' 
ZQPB. 

同 理 可 证 «РОВ = CRQC ,AQRC = 
ZSRD, ZRSD = ZPSA. Diw 

(2) 利用 轴 对 称 展开 内 接 四 边 形 的 周 
长 ,如 图 4 一 200 所 示 , 以 АВ 为 对 称 轴 作 四 边 形 ABCD R PORS 
的 轴 对 称 图 形 ABCD, 及 PQ,R,S,, 接 着 以 BC, 为 对 称 轴 作 四 边 
Ж АВС,р, 及 PQ,R,S, 的 轴 对 称 图 形 A,BC,D, 及 P.Q.R,S,, й 
后 以 C1D; 为 轴 作 ABCD: 及 P,Q.R,S, 的 对 称 图 形 AsB;C1D; Ж 
P. Q.R,S,. 在 上 述 图 形 中 ,由 于 四 边 形 PORS 的 各 边 与 四 边 形 
ABCD 的 相应 边 成 等 角 , 所 以 SP.Q,R:、S; 在 一 直线 上 (例如 ， 
由 于 ZQPB = LQPB = ZSPA, S.P.Q, 在 一 直线 上 ), 从 而 
PQ + QR + RS + SP = SP + PQ, + Ф.К, + R,S, = SS,. 


B 4-200 


如 果 四 边 形 P Q R S 是 四 边 形 ABCD 的 任 一 内 接 四 边 形 ， 
则 它 的 周 长 也 可 以 利用 上 述 三 次 轴 对 称 展开 ,得 到 一 条 折线 
SP Q, R. So ЕКЕУИ P Q R S KAK. 由 轴 对 称 的 
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长 度 不 小 于 S 8,; 所 以 四 边 形 PQRS 的 周 长 最 短 - 
参考 文献 [37,pp.138—141]. 
《张文华 ) 


(七 ) 儿 何不 等 式 


Catalan 不 等 式 (Catalan inequality) 设 a.b.c 是 一 个 三 角形 
的 边 , 则 
аа — b) + belb — с) + cale — a) > 0. © 
这 是 Catalan 在 1906 年 给 出 的 结论 ,后 被 作为 第 24 届 国际 
数学 奥林匹克 (1983 年 ,巴黎 ) 的 第 6 题 . 德国 中 学 生 伯 尔 险 德 ， 
李 给 出 如 下 的 证 法 . 
Ж а = max(a,b,c) , W| 


Pabla — b) = alb — с) +c — a) + 
b(a—b)(a — с)ба 6-с) 220. 加 


该 不 等 式 的 指数 推广 于 1986 E. AZ 2, 则 
Dabla — В) Z 0. © 
对 双 心 多 边 形 边 长 avar a, 的 猜想 


Уаѓацьба, — а.) 20 (а= a) Ф 


= 
至 今 尚未 解决 . 
参考 文献 [97,p. 57]1[145,p: 138],[58,р.3]. 
(W. +) 
Janous-Nakassis + # xÇ (Inequality of Janous-Nakassis) # 
arbic 是 一 个 三 角形 的 边 , s = (a + b+ c)/2, 则 
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2С з —а+ Vs—b+ Vs—e) 
<3[ bels — а) + [veals — b) + vablis = с)]. [0] 
这 是 Janous 在 1986 年 提出 的 猜想 ,两 年 之 后 由 Nakassis 首 
次 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 证 明 , 篇 幅 相 当 于 2 300 个 汉字 . 下 面 的 两 个 
初等 证 法 分 别 由 陈 计 与 狄 继 东 给 出 、 
5 a=z,s— b= y,s— с = =(m.y.z> 0), 则 等 
价 于 


(BDH 8 У) TT O 
四 两 边 平方 ,得 
СУ) У) 
«уау += + 
Уо + dV УУ 27], @ 
HF (z: + y!) (z: + zt) 2 (zt ут)", 所 以 ,要 证 图 只 需 证 
(уусу). 
< A Be + урса + 25) + 25202 + z(a 
+ v]. @ 
现在 
9 })х*(а* Бу) (zt + zt) + 18 0) yy + zt) (zt + yz) 一 
4С) а) Уа) 
= s= 8) (zty + zz) + 15 У (2 + zz) 
— 8 Dz'ye — 16 Dy + 22] (z ytz -Ь zty) + Залу? 
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= D Oz'i 15y + 152 + 4yz + бел + 8zy)/6 
>o. [©] 


这 个 配方 证 法 是 陈 计 在 1992 年 给 出 的 . 
(D7) ODEI] 


= {Dror +y +=) + i Palo r) + (z! — zy] 


= YX: Gr EFH DaF 


мат») + G — zy. 
由 于 
ДУ) ату 
= as LA — ey 
4 Cm у? + /т+ zt 
SOET 
= оноо @ 


于 是 不 等 式 @ 成 立 ,从 而 中 得 证 . 这 个 简单 证 明 是 狄 继 东 在 1993 
年 给 出 的 . 

该 不 等 式 相 当 难 证 ,Janous 在 1991 年 曾 将 它 变形 成 : 设 sr 
是 A4BC 的 半 周 长 与 内 切 圆 半径 , 则 


У) у sha 2, 
再 度 作为 销 起 公开 征 解 ,该 不 等 式 的 一 个 有 趣 的 应 用 是 证 明 不 等 式 


Ysin Bsin С <3 X)sin B sin ©. 
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参考 文献 [147,p.767],[156,pp. 188—189],[73,p. 201, 
[70,pp. 29—30]. 
& +) 
Schur 型 Wolstenholme 不 等 式 (Wolstenholme's inequality of 
Schur's type) Habe 是 一 个 三 角形 的 边 长 ,zt、y、z 是 任意 实 
数 , 则 
ах — y)(z — z) Ву — z)(y — z) 
+ @ = z)G@ — y) >0. ° 
这 是 Wolstenholme 在 1867 年 发 表 的 一 个 结果 - 
Ж х2 у 22,0] 
Dala — y)(z — z) 
= [a(z — y) — 60у — z)]' + 
[la + e) — bz — y)(y — z) > 0. @ 
这 个 配方 证 法 是 Oppenheim 与 Davies 在 1964 年 给 出 的 . 


该 不 等 式 的 一 个 等 价 形式 也 由 Wolstenholme 给 出 : 设 实数 
bar WE p + q + r = 0, W 


Dayr < о, @ 


参考 文献 [46,p,24],[122,pp, 25—27]. 


Bager 图 (Bager's graph) {ЕЛАВС 中 , 记 


а= у, 
c=3V mg 
pmi 


. 
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Ее N = 
с аас h = 8rcos А, 
А ИА 
#= 3/3 rot A = 一 一 xcsc А, 
рз ZE 
isi m Ë c 
k= g singsing (= 4% 8 eos 
эу Baku уе Bse E, 
B-C 
o= Усе zep p= Í+ Ysin Bsin C, 
= $ >)eos Beos C, ЖЕЕ 
2 А 1 А 
з= — 2,005 7) te — 
чут а /EF 
А = А 
se у= 6 јест, 
= 2 ЕҢ z. Р 
ш = з Deos A, == Fy Deot A, 
1 
=- ok 
5-0 
用 箭头 及 标号 表示 不 等 式 
4 Sisin BsinC < + Dsin жэш С. Ф 


则 前 面 的 25 个 函数 与 常 函数 1 之 间 有 图 - 201 К. 


СРНА: 


В 21-201 


A М А 2 Z SINNT 
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这 张 以 A4BC 的 26 个 规范 对 称 函 数 为 顶点 ,以 它们 的 不 等 关 
系 为 线段 构成 的 有 向 图 ,是 由 Bager 在 1971 年 首次 绘制 ,经 后 人 修 
改 而 得 ,被 称 为 Bager 第 一 图 . 在 这 33 ARER H, OODE Bager 
的 猜想 ,由 Bottema 证 明 , 回 则 是 苏 化 明 在 1987 年 才 发 现 的 . 
Bager 在 1973 年 又 对 A4BC 的 50 个 规范 对 称 函数 绘制 了 包 
A 83 个 不 等 式 的 有 向 图 ,被 称 为 Bager 第 二 图 ,后 由 陈 计 作 了 彻 
底 的 改进 . 
参考 文献 [130,pp. 5 一 25], [131, pp. 27 一 36J, [53, 
pp.13—14J, [ 70, рр, 29 ~ 307, [ 135, рр. 207 ~ 216], 
[78.pp.10—15]. 
(O я) 
三 角形 的 半角 正弦 (或 余弦 ) 和 的 不 等 式 (inequalities for the 
Sum of the sines (or cosines) of the half angles of a triangje) 
设 a.8.7 是 一 个 三 角形 的 角 , 则 


L p ТЕУ 
GQ)1<sin $ еп +sing S >, 

La в Y 3/8 
(2) 2 < cos > + соз с + cos с < Z 


当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 

上 面 两 个 不 等 式 见 R. Kooistra, Nieuw Tijdschr, Wisk. 
45(1957/58), 108—115. 其 中 (1) 的 第 二 个 不 等 式 也 可 见 荆 М. 
Child, Math. Gaz. 23(1939),138——143. 但 是 ,关于 一 个 三 角形 的 
角 或 半角 的 三 角 丙 数 的 和 与 积 的 一 些 著名 不 等 式 ,早已 为 人 们 所 
发 现 并 被 再 三 获 证 , 例如 ， 


б< Пен р < esas ЖЯ Пева 1 4, 
它们 可 见于 有 .Mareolongo， Boll. Matematica 14(1915——1916), 


182 一 184, 该 文 注 明 这 些 不 等 式 已 出 现在 P, Franchini, Trattato 
algebrico de massimi e minimi (Lucca,1823) P. 而 完整 的 有 系统 
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的 确定 24 个 西数 DIO 507 5). По m IT +] 的 极 
大 值 和 极 小 值 ( 或 上 界 与 下 界 ), 可 见于 F. Pignataro, Giorn. 
Matematiche,68(1929),18—23, IË 二 表示 六 个 三 角 函 数 之 一 . 


a) MA sintes 7, А7 Уға atA n, 
所 以 
cos [ке 人 "+ 二 
=1 + 4sin #+ ГАА аа +Ë, 
н 7-1-1, a$- |> mu 
ял вт 2 Hsing 
=1+ai[2 — $ sin Ж — ЕЕЕ 


设 了 是 A4BC 的 内 心 ,I 在 各 边 
上 的 射影 为 DaD: Di ID, = ID, = 
ID, = ғ,1 到 0,0. D.D.. D,D: HWE 


离 各 为 dssdis 则 sin 5 = 6, д 
Узв $= Lead, +4 +4. 


在 AD.D,D, h, 8 Erd6s- 
Mordell 不 等 式 ,得 
3r > 2(4, + d, + d), 


j ла а фа +а, з 
所 以 ааа <> 


当 且 仅 当 ADiD,P 为 正三 角形 且 了 为 它 的 中 心 时 等 号 成 立 ,也 即 
ДАВС 为 正三 角形 时 等 号 成 立 ， 
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如 利用 3 = sinz |0, 2 ча НИВ 


+£ +|=+ 


rem. 
Узв 7 < 3sin 2' 


түт 2 
当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 , 


(2) 因为 cs р > 0 ËR 1 — cos + > 0, Pf ËL 


Ecos 3|1 = os 5) > 0, 即 У]ов 7 > Усов? Же н 
Joost 2 = L| (1 + сова) + G + cos B) + (1 + cos2 | 


= 二 [3+11 + asin Ssin fsin Z|] > 2, 


因此 > cos 5 522. 
因为 2cos Beos 7 <eo? £ + cost + ; Ф 
所 以 
| Уе; | < acos Z + cost Ë + cost Z) 
= za + cos a + cos Й + cos 7) 
<3 „А 
<312+3)- 9. @ 
因此 Beost 85 Зах 
AOON чач =ажэлЕ=я жнын. 
也 可 利用 5 = cosz 在 | 0,7 | 内 为 本 函数 得 出 所 求 不 等 式 . 


据 (1)、2) 及 算术 -几何 平均 不 等 式 得 
1 


= 
(3)0< [ха $ <s: 
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(0< По» $ <i, 


当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 - 
利用 (3)、(4) 及 有 关 三 角 恒 等 式 得 


(1< Deose<3, 


(6)0< Xia a 33, 
当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 


又 由 (5),(6) 和 算术 -几何 平均 不 等 式 得 
0 一 1< Позва 4, 


(8)0< Jaa < 3⁄3, 
当 生 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 
参考 文献 [40,рр. 331 — 332], [30›р. 14, p. 22], (49, 
рр. 677—6781. 
( 郑 君 文 ) 
Wolstenholme-Klamkin 加 权 三 角 不 等 式 (Asymmetric trigo- 
nometric inequality of Wolstenholme-Klamkin) #А+В+С 


== , 则 对 n EN, z.y.z € R, A 

z! + y! + z! + 2(— 1)"(yzcos nA 

+ szeos nB + zycos nC ):20. @ 

这 是 Klamkin {Е 1971 年 给 出 的 结论 ,并 称 为 “ 非 对 称 三 角 不 
等 式 ”, 意 即 关 于 А,В,С 三 角 函 数 的 加 权 不 等 式 . 其 特例 (4.B、C 
是 一 个 三 角形 的 角 , n = 工 ) 出 现 于 Wolstenholme 1867 年 的 
书 中 . 
P=: + 2(— 1)" Dyzcos nd 
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= 1? + 2z(— 1)"(ycos nC + zcos nB) 
+ y! + zt + 2yzcos(nB + nC) 
= [æ + (— 1)"(yeosnC + zcos nB) ]: 
+ (ysin nC — zsin nB): > 0. @ 
上 面 这 种 选择 x 为 “ 主 元 "的 配方 法 称 为 拉 格 朗 日 配方 法 . 
这 个 加 权 的 三 角 不 等 式 在 几何 不 等 式 中 有 着 为 数 众多 的 应 
用 .例如 , 令 ni = 2, H cos 2А = 1 — 251п?А 等 ,得 


(DD > 4 У) ysin’'A, © 


当 А,В,С ЕИ, HEEM a = 2Rsin 4 等 ,得 
Kooi 在 1958 年 证 明 的 不 等 式 


Hr > У) уза, @ 


FA z = Аа, abc = ARA, 得 Oppenheim {Е 1965 年 给 出 的 不 
等 式 
СУ) 2162: У). ® 
参考 文献 [129,pp. 33 一 34],[46,p. 69],[I14,pp. 97 一 
1011,[124,p. 792]. 
(һ 计 ) 
波 利 亚 - 科 沙 克 不 等 式 (P6lya-Karschak inequality) 设 a,B,7 
是 三 角形 的 角 , 所 对 的 边 分 别 为 „Б.с, 


< л 


a+b+c 5 2' 
当 且 仅 当 a =b = св 90057. 

该 不 等 式 是 波 利 亚 根据 科 沙 克 想 法 得 证 的 ( 见 G. 波 利 亚 G. 
会 贵 著 ( 数 学 分 析 中 的 问题 和 定理 )p, 473), G. Kalajdzic( 见 D. 
Markovit ,Bull. Soc, Math. Phys. Serbie 4, NO. 3~4(1952), 
71) 还 证 明了 如 下 类 似 的 不 等 式 :“ 若 = 壹 8 三 六 则 
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n аа -ЬВ + y 
т те < == 


aa 68+ су 


т ab)» 
atiye S2|l tat]. 


als ~a) + BG — b) + YG с) > 0, 
(a+ B+ Yys— (ае 4-58 + cy) > 0, 
Бс за кү сз ып s. 
Kiita > b 2> c, Ша B> 7, 所 以 有 
(а — 5У(а — В) >0,(®—с)(#—7) >0, 
(e —a)(7 — a) 2 0. Ф 


相 加 得 
(а — ЬУ(а — В) + @—c)(8—7)+ (с— а)(7 — а) 20, 
а(а— 8—7 +а) БЫ —Y— at В) + (У — a AHY) 
20, 
从 而 有 а(за — х) +BB — ж) + (37 — т) Z 0, 
所 以 3(aa 十 如 十 cz) -- "Ga + b + c) > 0, 
+ 
в “rZ: ° 
BS B 3 = = сИ) ER 
时 等 号 成 立 . 
Жас B< Y, Wr 
Ga +b—c)(Y — a) + (a —b + с)(#— a) 22 0, 图 
х (a+ b — сда + (а — b + с)а = 2аа, 
所 以 (a +b — 7 + (a — b + с) В > даа, 
Bp 2аа + bB + с? < (а + 0) + (a + c)8. 
上 面 不 等 式 的 两 边 同 加 上 bA 十 cy, 得 
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2(аа + 68 + су) < (a + b+ с)(8 + 7), 
аа БЬВ су B+Y_ n-e 
АЖ. атъ S 2 ДР © 
AOTM ча = 二 7 了 时 加 中 的 等 号 成 立 . 
жос B< 7, Ма<ь< е, 
аа topte? ctat B + 7) _ст @ 


а+&+с ` а+®ё+с 25' 


因为 EEE 


уб) [606a 
—a) sls — b) 


=1— ç 
ни аза) ° 
HOTA HANH а 一 五 一 上 时 加 中 的 等 号 成 立 , 

波 利 亚 把 本 不 等 式 推广 到 四 面体 , 即 
Besko ke 为 四 面体 六 条 楼 的 长 ,m1,a;,… ,as 为 它 的 相交 
于 相应 棱 处 的 两 个 面 所 成 二 面 角 的 弧度 数 , 则 有 


ла + Ьа, +++ + Ьа; = 
k +k + +h 27 


т k 
Kiai 

参考 文献 【38,p. 377], [30,pp. 37 一 39],[44,p. 473]. 
Hg) 
Weitzenbòck 不 等 式 (Weitzenb6ck inequality) 设 人 4BC 的 各 
边 长 为 a,b.e; 它 的 面积 为 4A, 则 2 十 矿 十 和 宇 4V 34, 当 且 仅 当 

三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 

该 不 等 式 是 Weitzenback 于 1919 年 获得 的 , 见 Math. Z. 
501919), 137— 146. 其 后 有 多 大 对 它 作 过 证 明 与 研究 ,如 P. 
Finsler and Н. Hadwiger (Commet. Math. Helv, 10(1937/38), 
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316—326),L., A. Santaló(Math, Notae 3(1943),65 一 73) 等 . 该 不 
等 式 在 1961 年 曾 被 选 为 第 三 届 IMO 试题 . 
HREM 
at + bt + eè = 206 + t) — 2becos А, 
x á= Зва А, 
а ъи 02 АЗА 
2007 + с") — 2becos А — 2bc / 3 віп А 
= + a) 一 dbccos| = =a] 
206 + t) — dbe = 206 — c: 2 0, 
HEN = c HAc 可, 即 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 。 
该 不 等 式 也 可 利用 三 斜 求 积 公式 


来 证 , 即 
3 .164: = 3 • [4t — (с + а? — Ру] 
= 30да + 200 + eat — at — bt — с) 
= (a! + B + t — 2[0У у + а — at + 
(at — ву] 
< (a+ E + e, 
当 且 仅 当 a =5 二 c 时 等 号 成 立 . 
当然 也 可 利用 海伦 公式 来 证 , 因为 ;一 & > 0,s — b > 0， 


5 一 < 全 0 所 以 
G— a) D+ G —c) 
ZV —a)G — b) G e), @ 


即 з >з/(5—а)6—Ь)б—с), 
从 而 得 s+ 2> 27805 — a)(s — b)(s — с) = 274, 
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所 以 23/34, Ш (a+b SVIA. 
但 tbt 
= За + P +e) — [@ — c): + (c — а) + (а — b)*] 
<за®+ b kO, @ 
B, 3(а*+ 7+ )212/3A, ll + + a 2>4/3A. 
由 外 与 @@ 知 , 当 且 仅 当 a = b = суу. 
该 不 等 式 有 如 下 推广 ; 
(D 设 py.w 为 任意 实数 ,asb\c 为 任 一 三 角形 的 边 长 ,A 为 
这 三 角形 的 面积 , 则 


Сда? + Ш? + vet): > 160 + vÀ + P) At. 
等 号 当 且 仅 当 
Аъдір= (b + e at): (e! + at — bt) 3 (а! + Pt су 
时 成 立 ( 见 单 增 ( 几 何不 等 式 》(1980) ,pp. 49—51). 
34 A= u 二 v 时 , 即 为 Weitzenback 不 等 式 ， 
(2) Ж ааа, 是 任意 正 数 , 则 


И. ТЕКС жш. ЖЕ ауу 
рта Ча ае 221/34. 


CR, Amer. Math. Monthly, Vol. 93. No. 5 (1986) E3150) 当 
a, = а, = a, 时 , 即 为 Weitzenbock 不 等 式 . 

《3) аб =1.,2,+,п) AD n WERAK A 为 它 的 面积 , 则 

Уа 三 4atg z. 

(B, E. Just-N. Schaumberger, Problem E1634, Amer. Math, 
Monthly 70(1963), 1005 and 71 (1964) ,796. ) 

@ 34 n= 3 时 , 即 为 Weitzenback 不 等 式 . 

(4) We n JÉ A,A. А, 的 边 长 分 别 是 arvazy…vavy 它 的 


Л ФИЛ 543 


面积 为 4, 则 对 mx < 0,m > 1, 都 有 
Уат >n| Aatg 到 P 
当 且 仅 当 a = a =. = а, 时 等 号 成 立 ， 
这 是 1988 年 王 方 汉 作出 的 一 个 推广 , 见 《数学 通讯 )1(1988)， 
参考 文献 [38,p, 377], [30, pp. 46~ 47,p. 168], [16, 
рр. 49~51]. 
‹(%®*) 
波 利 亚 -会 贵 几何 不 等 式 (P6lya-Szeg6 geometry inequality) 


Habe 是 一 个 三 角形 的 边 ,A 是 它 的 面积 , 则 a < “S aot, 


当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 - 

该 不 等 式 见 G. 波 利 亚 .G. 含 贵 著 人 数学 分 析 中 的 问题 和 定 
理 ) 第 二 卷 第 201 页 ,也 可 见 L. Carlitz-F, Leuenberger, Problem 
E1454, Amer. Math. Monthly 68(1961), 177 апа 68 (1961), 
805 ~ 806, 或 Н. W. Guggenheimer, Problem E1724, Amer. 
Math. Monthly 71(1964), 911 and 72(1965), 791—793. 下 面 的 
第 一 种 证 法 属于 1. S. Frame, 第 二 种 证 法 属于 F. Leuenberger. 

(0)йтжт=з—а,у=з— b,z= :s— c, A.G 5 HAMER 
算术 平均 、 几 何平 均 与 调和 平均 ,于 是 


2.27 н Е < Z 2 Ка 3zyz 
ть “Суб: ЖИН SEE EZ 


BA>G>H, 从 而 有 
A 二 的 = (z+ y +ajzyz = ÀG 
Жо а= (у =:)(8 4 2)(2 + y) 
= (+ y + z)(yz + zz + zy) — туе 


SANC EA 
=з O 
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ш а< iaoi, 当 且 公 当 4 一 G 一 有 或 = 一》 一 =, 也 肥 三 


角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 
(2) Ba +b + e < 3R (3 , X 4RA = abc, 所 以 
4А абс Забс абс 
= < 
УЗ куз `е+®+е  }шг 


= (abe), 


ma< 7 (obe)， 当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 


推论 1 #2>0 M a< хеее Д 当 且 仅 当 
三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 
这 个 不 等 式 见 G. Я.С. 使 贵 著 ( 数 学 分 析 中 的 问题 和 
定理 ) 第 2 卷 第 201 N. 
推论 2 # z... 为 实数 , 则 
эдеп 


ee 


这 个 不 等 式 及 其 证 明 属 于 P. M. Уазїс. 
推论 3 若 r.y.z 为 实数 ; 则 


690 + c)* + сга? (с + a) + abla + Б)" 
рудою 


2302 E 


这 个 不 等 式 及 其 证 明 属于 R. 2. Djordjević. 
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1987 年 , 陈 计 在 (数学 通讯 16(1987) 上 把 波 利 亚 - 仿 贵 不 等 式 
推广 到 四 边 形 的 情形 ， 
设 四 边 形 ABCD 的 四 边 边 长 及 面积 分 别 为 „5с „4 和 4; 则 
A< (ака4)ї, 


当 且 仅 当 四 边 形 ABCD 为 圆 内 接 四 边 形 时 取 等 号 - 

1981 年 , 杨 路 在 (数学 通报 )6(1981) 上 给 出 了 波 利 亚 - 舍 贵 不 
等 式 在 三 维 空间 中 的 一 种 推广 : 

设 四 面体 ABCD 的 六 条 棱 的 长 为 aivaz\ „а, ЁЁ ЭКЕК) 
半径 为 R ,体积 为 V, 则 

v< БЕ ] 

当 且 仅 当 四 边 形 ABCD 是 正四 面体 时 取 等 号 . 

1984 年 , 赵 何 成 在 4 数学 通报 )12(1984? 上 又 给 出 了 波 利 亚 - 
会 贵 不 等 式 在 三 维 空间 的 男 一 种 推广 : 

设 四 面体 ABCD 的 六 条 核 的 长 为 a1、as、"…、as, 它 的 外 接 球 的 
FBA RERA V MWA 


参考 文献 [40,р.335],[30,рр. ee 2011. 
(жя х) 
Finsler-Hadwiger 不 等 式 (Finsler-Hadwiger inequality) 设 
AABC 的 过 长 各 为 a.5.c 它 的 面积 为 AM 
аво ЗА (а b+ 6 H (ау, 
当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 
该 不 等 式 是 由 Finsler 和 Hadwiger 提出 和 证 明 的 , 见 P. 
Finsler and Н. Hadwiger, Comment, Math. Helv. 10(1937/38)， 
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316—326, tB, Ff I H. Hadwiger,Jber. Deutsch. Math. —Verein. 
49(1939),35 一 39, 它 加 强 了 Weitzenb5ck RER. 
该 不 等 式 等 价 于 


> у, 


而 由 44 = %Ё = atesin А, 


Pta 
B66 


一 一 cosC 
яг лант 6084 198 1 CD ут щ 


cos А = 


记分 жЕ + ш C ут. 


руу 
Уа 35 =.) р =1+ у Deg -eF EST 
所 以 | Xu 4з 因此 
a + Юю +C 2>4A/3 + lab) + (Ь— c)' + G а)?, 
当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 ， 


我 们 效 可 利用 海伦 公式 和 两 数 差 的 平方 大 于 或 等 于 0 来 证 明 
ИЖА, В а= z,r— b= ys c= z, WJ 


АУ ЗД = 4073505 — а) (з — Б) (5 — с) 
= 4030 у + z)zyz, 

[а — (6с) + [> — (e — ay*] + [с*— (a — b)*J 
= 4G —0)G — c) + 4(s— c)G(s — a) + 4(s — a)(s — b) 
= 4yz + 4zz + 4ту, 
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所 以 原 不 等 式 等 价 于 
ту + yz + ет > /З(т + у T z)zyz, 

或 my + уг} + z > гут + ула + гу, 
BA 2y 二 yie 4 2047 — ayz — ytze — zzy) 

= (zy — zz)! + (yz — zy)! + (ат — yz)! > 0, 
所 以 

a + + 2247344 (— + (с— a+ (а Bb, 
当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 - 

1987 年 , 杨 克 昌 在 (湖南 数学 通讯 )4(1987) 上 把 该 不 等 式 作 
了 加 权 推广 : 

对 于 任意 满足 

AA 204% + ЖАА + АА) — (0 + À + А) 20 
的 正 数 和 .jaa, 有 

Ла? + 40 + Ме 
SAVEA F À (b с) + А(с — a)! + Аба — bY. 


1988 4E , 33836 ME ЗЕ SH ЕСИ ЭЗЕ IR )2 (1988) ЕЛЖ 
KERET EMBE: 

ХТА m > 2, 有 

a" + 5 + e" 
SPRA + |b — |" + le — a|" + |а — b|", 

当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 

1984 年 , 陈 远 利 在 {中 学 数学 教学 6(1984) 上 把 该 不 等 式 推 
广 到 四 边 形 ,进而 在 同一 杂志 5(1985) 上 又 推广 到 边 形 : 

Hanan a, 28 п AA... A, 的 边 长 ,4 为 其 面积 , 则 


аг >ал& ® +1 У) Ga, 
lesa 


= 


a келн» 


SANY n 边 形 为 正 # 边 形 时 等 号 成 立 , 
1987 年 , 马 援 在 (数学 通讯 ?7(1987) 上 又 推广 该 不 等 式 ,得 
到 : 
# а,Ь,с 入 分 别 是 人 ABC 的 三 边 边 长 和 面积 , 且 
0<0<1, M 
at кв + e> af 1E) am + ш — у 
+ (8 су (с — ау, 
当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 
陈 计 补 充 和 完善 了 马 援 推广 的 不 等 式 ,指出 当 9 过 0 或 9 二 1 
时 ,上 述 不 等 式 的 不 等 号 反 向 ( 见 (数学 通讯 )12(1987)). 
参考 文献 [30,p. 48],[16,pp. 977-99]. 
729) 
Oppenheim 单调 性 定理 (Oppenheim’s monotonicity theorem) 
EZERRE 是 一 个 三 角形 的 边 , 当 0<9 过 1 时 ,a L: 
角形 , 记 其 面积 为 Aa, 5,27), ME 


fe) = [eed] = o; Ф 
FO = limf(0) = (abe) @ 

在 [0,1] 上 是 单调 减 的 ， 
这 是 Oppenheim 在 1974 年 得 出 的 结论 , 它 是 Finsler- 
Hadwiger RER /| +| > fO) 及 .流利 亚 - 合 侦 不 等 式 


了 (0) > fO) 的 推广 。 
定义 函数 


0 
Е(0) = ебу 


=е#4[1 HG a ta (ate — С) 
=e p jn E Fe TT ] 
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= ¿ñina + аЬ + eine | lab + cine — aina 
m Pawa B+ a 
q dine + апа — bnb | айпа + Уш} — cine 
#+a F афв 2 ) 
- [L ez объе кере енн 
2 3 


因为 F(8) 之 0, 所 以 (8) FORS. 我们 来 证 明 FO) < 0. 
由 于 
аад сапт? © + аЛа? Z. 
Р) = жеч ы ашы: 
ба? + W + cf) 
Hefin? Ë — a'in? © — ао © 
n а b 
@ +a 
c'a'ln? € — ап S 
z Б 
(+a 
an 一 con 
+ ариу 


ys 


pana Ë 
Е 


ча 


жаис, W (а'+ с) < @” + @ — ay: < 
(+a — W < (Q+ P — уз. 因此 


кг Ë: + сайа" < == + ап + 


й 
et 
игин 5 oan Eat — py na È 
@ = ау Кета 


nt р ant © + anat Š 
аР 


人 
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елат È — аа © — уш? 4. 
tra r с)? 
It FO) < limF(0) = 0, И f (8) < 0. 这 一 证 法 是 由 王 振 与 
нан. 
函数 7(6) 在 [0,1] 上 的 单调 减 ,等 价 于 当 0 € [0,1] 时 的 不 等 
AFOS), M 
3'7*(16Д?)* < 2Ь#с® 十 2e”a" + Pa 
аҹ b “, @ 
陈 计 指出 : 4 0< 0R 0> NORRENA А. 
参考 文献 (136,рр,257—263],[152,рр. 1—3]. 
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欧 拉 不 等 式 (Euler inequality) 设 R 和 ;分 别 是 人 ABC 的 外 

接 圆 半径 和 内 切 圆 半径 , 则 R 2 2r, 当 且 仅 当 这 三 角形 为 正三 角 
形 时 等 号 成 立 . 

该 不 等 式 见 工 . Euler, Novi commentarii academiae scien- 
tiarum petropolitanae 11 (1765), 1767, 103 — 123, 3 L. Euleri, 
Opera Omnia, 126, 1953, 139 ~ 157, 或 Ramus—E. Rouché, 
Nouv. Ann. Math. 10(1851),353. ZË 18,19 ti 2 2 32 ЖЖ 
不 等 式 中 最 早 的 一 个 , O. Bottema 说 这 个 不 等 式 “仍然 在 这 个 领 
域 里 保持 着 高 水 平 的 地 位 ”并 “具有 数学 鉴赏 的 两 个 特点 : 简单 
而 不 平凡 ”. 

这 不 等 式 的 推导 方法 有 多 种 ,下面 的 (1) 是 直接 由 Chapple Æ 
理 得 到 的 . 因为 欧 拉 于 1765 年 再 发 现 与 其 等 价 的 公式 ( 见 
Chapple 定理 ), 所 以 常 称 欧 拉 不 等 式 或 Chapple-Euler FPR 
《2) 的 证 明 是 由 波 利 亚 - 含 贵 给 出 的 

(1) 因为 OP = К — 2Rr, HAR — 2r Z 0, К 2227, 14 
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且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 - 


164° А 
(2) 据 波 利 亚 - 含 贵 不 等 式 得 ла Sl X r= ү, 


_ abc т _ s _ 164° 164° 
ЧА UL p ану G bF ae С зову EY 


ER>, 当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 


RR 26 ат С "5 
(22 = 一 一 人 sin Fain ysin y <1 l 
R> 21, 当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 - 


| 
推论 1 Setatas 
这 不 等 式 见 F, Leuenberger, Elem. Math. 13 (1958), 
121~126. 


推论 2 б< — E 当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 
号 成 立 - 

这 不 等 式 见 M. S, Klamkin, Math. Teacher 60(1967), 
323—328. 

欧 拉 不 等 式 的 推广 : 

(1) 著 一 四 边 形 有 一 半径 为 R 的 外 接 加 与 一 半径 为 r 的 内 切 
MW R >т, 2， 当 生 仅 当 四 边 形 为 正方 形 时 等 号 成 立 . 

这 不 等 式 见 Jn. 1. Gerasimov and O. А. Koti z ,Matematika v 
S kole 1964, No. 1, 83 EÈ L. Carlitz, Math. Mag. 38 (1965), 
33—35. 

(2) 车 尺 和 分 别 表示 四 面体 的 外 接 球 半径 和 内 切 球 半 径 ， 
WJ R > 3r, 当 且 仅 当 四 面体 为 正四 面体 时 等 号 成 立 . 

参考 文献 [30,p, 53,рр. 61 ~ 62,p, 160], [44, p. 475], 
[45,p. 209,рр. 269—270]. 
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Gerretsen FÆR (Gerretsen inequalities) 设 R Mr 分别 是 
AABC 的 外 接 圆 半径 和 内 切 圆 半径 , 它 的 三 边 长 为 a、6、c， 


з= +G +b+ oO, M| 


16Rr — Sr < s! < 48 + 4Rr + 3, 


当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 - 
1953 年 ,Gerretsen 利用 三 角形 的 垂 心 和 内 心 . 垂 心 和 外 心 以 
及 内 心 和 外 心 之 间距 离 的 平方 表达 式 , 证 明了 不 等 式 
24Rr 一 12 < a! + P + c: < ВК 十 4 
及 其 等 价 形式 
В (ЕЁ —2r)< (ë с) (с— а) (a —b)' < 8R(R— 2r), 
等 号 都 是 当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 成 立 ( 见 械 C.H 
Gerretsen, Nieuw Tijdschr. Wisk, 41(1953),1 ~ 7). 1963 年 ， 
Steinig 给 出 了 与 上 面 不 等 式 等 价 的 不 同形 式 , 即 
16Rr — 5? < # < 48 + 4Rr + 3r? 
及 АБК т) < c + ca + ab, < 4(R + r), 
® 5 8 E 4 B {дм = ft ЖЕ = fi J B СА J. Steinig, 
Elem. Math. 18(1963),127—131). 而 通常 Gerretsen 不 等 式 往往 
是 指 
16Rr — 572 < st < АК? + 4Rr + 3r 
而 言 的 . 
据 Lemoine Да, ШЕ ЯРО ГУО Н AWEKA 
式 , 得 
a + P + ë = Ar + BR — 21Н? < Ar? + ВК, 


当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 ， 
ШМ O.G.H ZAI, GH = 206, їй 
IG! + 06° — 10* 
2IG -OG 
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_ _ 1G' + GH: Ін 

= 2IG + GH t 
所 以 210: + IH: = 206° + СН? 
+ 31С*. # Chapple 定理 和 Lemoine 公 


式 ( 邯 三 角形 外 心 9 与 垂 心 H 及 内 心 ó Š = 
SED B 之 则 的 距 高 公式 ) ,得 EE 

2(R — 260) + 2° + R! — + (at + 

p+) 


=з р e) + ARP — 4 (at + P + e) +30, 
故 22 — Rr + (at + P + e) = 31G: >> 0, 

即 at b + e 2 24Rr — 1012, 

当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 


因为 “4Rr= К, ”-@=®@-®Ю@—5 жщ 
в — а) — b)G— с) + abe 

г] 
= + са + ab s 


m+ Rr = 


= +P), 

于 是 a+ b+ = 2 — 4 48). 

因此 16Rr— 5r' < < 48° + 4Rr + 32, 
当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 

推论 1 fir(4R 十 门 受 2 入 2(C2R 十 站 :十 Re 当 且 仅 当 三 
角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 

该 不 等 式 见 F. Leuenberger—L. Carlitz, Problem E1481, 
Amer. Math. Monthly 68(1961) ,803 and 69 (1962), 312. 

R2 э) з (4R + r)!, 当 且 仅 当 三 角形 为 
正三 角形 时 等 号 成 立 . 
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该 不 等 式 见 G. Colombier—T. Doucet, Problem E1051, 
Nouv. Ann. Math. 31(1872),467. 
参考 文献 [40,p. 336],[30,pp, 54 一 57,pp. 59~60,p. 62]. 
WER) 
Ramus-Rouche 基本 不 等 式 (Ramus-Rouche's fundamental 
inequality) iA, Rr 是 一 个 三 角形 的 面积 ,外 接 圆 半径 ,内 切 圆 
半径 , 则 形 如 


К, < A< F(R,r) ° 
(等 号 成 立 当 且 仅 当 正三 角形 ) 的 最 佳 可 能 的 不 等 式 为 
FR,r) = [26 + 10Rr —т* — 2(R — 2r) VR — 28], 


F(R,r) = т[2К* + 10Rr — r: + 2(R — 2r) VR 211. 


1851 年 ,作为 Ramus 问题 的 解答 ,Rouche 给 出 了 上 述 定理 . 
HT A= sr, 它 等 价 于 


2R: + 10Rr — т — 2(R — 2r) VR? — 2Rr < 5° 


<2R: + 10Rr — т? + 2(R — 2r) УЕ" — 2Rr. @ 
这 是 所 谓 索 勒 丹 - 米 德 曼 方法 的 基础 . 
由 恒等式 
二 六 十 2802R: + 1087 — r’) — r(4R + r)’ 
=(b — с): — a)?’ (a — Ь)*/(4##) > 0, @ 


О) ЖЕЕ ШЕЙ Ө K. , EERE. 
在 应 用 加 证 明 三 角形 不 等 式 时 ,由 于 其 中 根 式 


МЕГ 2га 常会 导致 较 繁 的 计算 ,所 以 人 们 常用 4 过 R 一 7， 
将 @ 放 成 稍 弱 的 Gerretsen 不 等 式 
16Rr — 5 < $< 48° 十 4Rr 十 373 @ 
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后 再 使 用 . 当然 , 若 用 
5R 一 8r 5R—9r 17R 一 32r 13R 一 25r 
dsa Sa Т ЕТ" 
则 依次 可 得 彼此 不 分 强 弱 的 
— R: 4- 38Rr — 18r* < 2# < 9R? + 2Rr + 14", @ 
— 4R: + 68Rr — 39r* < 35° < 16R° — 8Rr + 33r2, @ 
— 9R: + 106Rr — 6872 < 4s? < 25R: — 26Rr + 60, @ 
— 16R* 十 152Rr — 105r* < 5s < 368° 一 52Rr + 957°. 


参考 文献 “[109,pp.353 一 355],[88,pp. 82—87]. 


k +) 
Edwards-Blundon 不 等 式 (Edwards-Blundon inequalities ) 
设 s.Rr 分 别 为 一 个 三 角形 的 半 周 长 .外 接 贺 半径 ,内 切 贺 半 
Ф. 
3/3r<s<2R+ (3/3 — br. Ф 
第 一 个 不 等 式 属于 Edwards (1878), 第 二 个 不 等 式 属于 
Blundon(1965), 这 是 形 如 


3V 3r + а(К — 2) < s< 3⁄/3r + ВСК — Zr) @ 
的 :一 R 一 + 线性 不 等 式 中 最 佳 的 (a = 0,8 = 2). 
由 Gerretsen 不 等 式 ,Chapple - 欧 拉 不 等 式 以 及 
16Rr — 5P — (ЗУ 3)! = 16708 — 2r) > 0, 
[3V 3r + 2(R — 27) — (48 + 4Rr + 3°) 
=4 (3/3 — 5)08 — 2r) 20, 
知 @ 成 立 . 


由 于 加 是 索 勒 丹 - 米 德 晶 方法 的 主要 工具 之 一 ,而 Blundon 不 
等 式 的 系数 往往 造成 计算 上 的 不 便 , 人 们 常 采 用 下 列 稍 弱 的 不 等 
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式 ( 在 @@ 中 取 A= =2. 020) 


Zk. 

2⁄3 

2/3:<7R+ r. @ 
参考 文献 [123,pp.615—626],[141,p. 475]. 

(W 计 ) 

Berkes-Walker 不 等 式 (Berkes-Walker inequalities) 设 

AABC 的 边 长 分 别 为 .5\c, 外 接 圆 与 内 切 圆 的 半径 分 别 为 R.r, 

ШЕ 


In9 一 ln4 
72676 13 
时 ,有 
@/Зт < Maib) < VIR, Ф 


其 中 Milah RR а „ёс 的 大 次 每 平均 ， 

这 是 用 三 角形 边 长 的 时 平均 对 外 接 圆 半径、 内 切 圆 半径 估计 
的 最 佳 结果 . 1963 年 ,作为 Makowski 问题 的 解答 ,Berkes 证 明了 
第 二 个 不 等 式 ;而 第 一 个 不 等 式 则 是 由 Walker 在 1970 年 发 现 的 . 

НЕ 40 0) (5 0) = аї — (6 — с) < а?, 所 以 


а г 457" 


1 1 1 
= юсле а ао < 
Ч s „А, 回 
 4G—a)G = Ё)(з—с) аг” 
即 2V 3 < M_,(a,b,c), 再 由 筹 平 均 单调 性 , 即 得 中 的 第 一 个 不 
等 式 . 四 的 第 二 个 不 等 式 证 明 较 移 , 在 此 不 再 费 述 . 
王 振 在 1991 年 把 四 的 第 二 个 不 等 式 推广 到 加 内 接 m 边 形 : 


Миа, а, < 2Rsin $, @ 
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x 


其 中 < [an 一 Intn — Dsi „7 
参考 文献 [127, р. 678], [120, рр. 31 ~ 321, 
[63,pp.40—41]. 


， 元 | 
= sin Z |- 
п 


《 陈 H) 
Fejes Tóth-Hajós 不 等 式 (Fejes Tóth-Hajós inequalities) 设 
A ABC 的 旁 切 图 与 外 接 贺 半径 分 别 为 7.、r、r:、R, 则 


Poa РР „8 гат ы? 
tt a < |ы Ын, Ф 


第 一 个 不 等 式 属于 Fejes Tath ,第 二 个 不 等 式 属于 Hajós: 
вт AR де а)6 06010, Ф 
5 一 4 一 了 等 , 则 四 的 第 一 个 不 等 式 等 价 于 
s| Dz) $)у=<9]][ у+ 2), @ 
这 可 由 如 下 恒等式 得 证 : 
По+о —8l Xa) (У) 


= У) (zy + r'r) 一 6zyz 


= Уау)". @ 
四 的 第 二 个 不 等 式 等 价 于 

поч 8 всу) Ууу, Ф 
这 可 由 下 列 恒等式 得 证 : 


64( jr) Dyz — Tiy + z) 
= 373] Gy + zz) — 54 У) ачуз + 74 2) ye 
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— 342) (а?у + zzy) — T8zt yt 
= У) (у — #)(272* + 47z°y + 471г 
+ 13ztyz + 10ytz?7- © 


上 述 配 方 证 法 由 陈 计 给 出 ， 
п РЗ ИИ тз агаа, 及 外 接 圆 半径 А, 
计 猜 想 : 当 n 宇 4 时 ,有 
Уз >якщ Жап =, @ 
并 且 证 明了 n = 4 的 情形 . 
参考 文献 [124,р,72],[105,р,313],[9В,р, 3137. 
(W. +) 
Steinig 不 等 式 (Steinig inequality) H A., As, Ж A ABC 的 
高 ,R 和 7 分 别 是 它 的 外 接 贺 半径 和 内 切 贺 半径 , 则 


бё р уде БЕЙ НӘ, 
当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 
该 不 等 式 见 J. Steinig, Elem. Math. 18(1963),127—131. 
В 3 2RsinA • h, = bcsinA ,所 以 
2R(h, + h, + h.) = bc + са + аЬ. 
由 不 等 式 
4r(5R — r) < bc + са + ab < 4(R + г)? 
( 见 Gerrestsen 不 等 式 ), 得 
4r(SR — r) < 2RG@, + h + h) < 4(R + r): , 


2r(SR — г) 2R +)? 
即 Rh 


当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 ， 
应 用 欧 拉 不 等 式 及 之 27 , 则 由 第 二 个 不 等 式 得 
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h+ hth <2R+5r. 
当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 , 这 个 不 等 式 见 F. 
Leuenberger, Elem. Math. 19 (1964), 132 ~ 133, 或 
L. Bankoff-D. Woods, Math. Mag. 38 (1965), 240 and 39 
(1966) ,130. 
进而 还 可 得 
heth +h S3(R+ r), 
当 县 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 , 它 见于 L. Carlitz, 
Problem E1616, Amer. Math. Monthly 70 (1963), 758 and 71 
(1964), 558 ~ 559, ЩЕ. Leuenberger, Elem. Math. 19 (1964), 
132—133, 
最 后 可 得 


= : 
patit рк c EED 


«ок 5306 +0) < SR. 


当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 
参考 文献 [40,p. 338],[30,p.72]. 
RL) 
Makowski 不 等 式 (Makowski inequality) WA ABC 的 高 与 旁 
切 圆 半径 分 别 为 haahashara aro M| t<- 18, 


ii AD 22 М,(т„,ту,г.), @ 


当 上 之 一 工时 ,不 等 号 反 向 。 
这 是 Makowski 在 1961 年 对 恒等式 


的 推广 
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er e a= z G OLLE 


a 


y ege ° 
由 于 函数 /(х) = т^! fg t <— 1 BE, H Jensen 不 等 式 得 
于 是 @ 成 立 , 即 有 四 . 当 上 二 一 1 时 间 理 可 证 . 
Щщ, 二 0 时 ,QD 可 化 为 
ҺАМ, < тул. @ 
即 当 入 0 时 ， 
м, he h hjg. 图 


гаси ыы 


石 世 昌 与 陈 计 在 1995 年 证 明了 : 8 k> (ln9 — 104) Лаз B$, 
回 中 不 等 号 反 向 , 
参考 文献 [117ypp. 60 一 61],[90]. 
(W я) 
Erdös-Oppenheim 不 等 式 (Erdis-Oppeaheim inequalities) 设 
ЛАВС 的 中 线 为 加 sumtey, 且 边 长 满足 过 ba < c, W| 
от, tmtm 6 [373 аја, 0] 
这 是 P. Erdós 在 给 L. Вапко 的 信 中 提出 的 猜想 ,由 A. 
Oppenheim ЕВ. 
IH T m, + m, > m, + 所 以 


# +c < Ë (m. + m.) + Š Gn. + m) 


= ч" Ta $ (m, + m.) 
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<m, + m, + m, , 
即 第 一 个 不 等 式 成 立 .第 二 个 不 等 式 证 明 较 长 ,在 此 不 再 装 述 . 
不 等 式 @ 的 中 线 对 偶 式 为 


0< 3s — 2m, — 2т, < (3V 3 — Ama ә 
其 中 上 三 六 аре. 
参考 文献 【49,p, 214]. 
Ж +) 
Janous-Gmeiner 不 等 式 (Janous-Gmeiner inequality) 设 
A ABC 的 中 线 为 mamam AKH 5, 


1 Ë 1 5 
е? Ф 
这 是 Janous 在 1986 年 提出 的 猜想 ,后 由 Gmeiner 与 Janous、 
单 增 与 刘 亚 强 分 别 在 1988 年 给 出 证 明 . 
先 证 
4mm: 2 2а? 一 你 一 4 十 9kc. @ 


这 可 由 4т,° = 24 + 2с* — at Җ (2e + 2at — PP) (а? + 25° — сї) 
— (2а? — 4b! — 4с® + 9БЬс)* = 18(b — с) а? — (6 — с)*]:>0 
-得 证 . 现在 ,将 四 的 中 线 对 偶 式 


Ээ] 1 ғ Ут >38 @ 
两 边 平方 ,得 
(DE Emi tE mm). ® 
由 不 等 式 @, 我 们 只 需 证 


(Т + ЕУ ше —#— > 285, 
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数学 名 题词 由 


m 
要 10 (У) — Da)>25. 
这 可 由 下 式 得 到 : 
(Ууу уус Уа?) — 25а 
=k 36 оча 6 00050 十 一 < 区 十 
(Уа tnae) fote- +1 ПФ 
— а) > 0. 
陈 计 在 1992 年 证 明了 全 的 加 强 
xL -Ema 1+ 
并 猜测 四 可 加 强 成 


152 5 ағ 
Уа =з 


参考 文献 [57,pp:9~11],[69,pp. 8 一 9],[158]. 
Gk 计 》 


® 


中 线 的 立方 和 (Cubic sum of medians) 设 人 4BC 的 中 线 为 


mmm ЮЕ К, 
m E mi Laia < < 


这 是 陈 计 在 1991 年 提出 的 猜想 , 


设 4 一 /RCC2Rru = r+ d Nu € CÈR), B bie 


Ф 


ЛИ + fd 
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(m, ym т) 


a| (R + tip (SR + uR — 4u), EGR + uR — шё)|. @ 


从 而 


т + т + т? 


«(Ки =m +uR— шуй, 


X [BIR — 8(R + ш) — 32058" + uR — 4ut)' 
= 13329R* — 5 904R°u + 6 192R'w: + 3 792R°u* 
— 6 336Rt* — 1 152Ru’ + 2 112u* 
= (R — 2u)!(1 329R* — 588R:u — 1 476R'u" 
+ 240Ru! + 528и*) 
= (R — 2u)'[(R — и)(1 329R? + 741КФ%и* — 735Ru° 
一 495u4) + 3348722 0, 


从 而 可 得 不 等 式 中 .这 一 优 超 证 法 属于 王 振 . 
陈 计 在 1991 年 的 另 一 猜想 
Tya < Jm’ < Уа, 


已 由 陈 国 阳 在 1994 年 证 得 
参考 文献 [61,р. 88];[79,pp- 17—211,[93,р41]. 
C 


© 


@ 


计 》 


三 角形 中 线 和 旁 切 贺 半 径 的 不 等 式 (Inequality for the radii of 
excircles and medians of a triangle) 设 人 4BC 的 中 线 及 旁 切 圆 


半径 分 别 为 mamo mara raro M| 


ИЛ т. т.т 
Ке „==. а сыз, 
тт mm, тт, 


@ 
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RÆ ЖТ 1991 年 发 表 的 结论 , 从 Leuenberger 不 等 式 
rr, < тулт, @ 


的 角度 来 看 , 〇 不 仅 外 形 简单 ,而 且 证 明 不 会 太平 凡 . 
HF rr = sls — a), O 等 价 于 


Ф + с) — а? 
Daar Slk © 
它 的 中 线 对 偶 式 为 
(m, +m) — m. 27 
дра Ф 
又 由 于 
dm = m| = de ml 318 — el 
Май m +m.  2Z(m Fm) 
= 6610-1210), © 


ЖФ СЛАВОЮ. KATE 2 |m, — т, | Z |b — с| 的 中 线 
HAR 
3|b — e| > 2|m, — ml. 


于 是 4(m, + m.)' — drm’ 

= 8mm, + 4m + 4m? — 4m? 

Z 8m + 8m? — Am? — 9b — г)! 

= Фа? — 98 — Зс? + 18be 

= 3605 — Б) (= — c), @ 
从 而 


(m, +m) — m? G — b)G — с) 
> 四 Fa 


= 95)sin: а > а. @ 
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ARERO MARERE 1991 年 发 表 的 不 等 式 
D> 
五 世 虽 与 陈 计 在 1995 年 证 明了 名 与 @ 的 如 下 推广 
M| | 


7. Te Te 
A @ 


ln3 tn3 一 In2 
RPS ka. 


参考 文献 [62,pp.40 一 42],[90],[118,pp.127 一 129]， 
[156,рр. 170—172]. 
(& +) 
Marshall-Olkin Ж 等 Ж ( Marshall-Olkin inequality) # 
ЛАВС 的 中 线 为 momom ЭРЕДЕ г, утте. 则 当 A 宇 1 或 
4 过 0 时 ,有 
r + r + r 2 m.' + më + m. @ 


Marshall 与 Olkin 在 1979 年 用 优 超 方法 建立 了 4 宇 1 的 情 
E BKH T A< 0 的 情形 - 

Ж а 202 c Wr Z r, r,.,m. < m < m. НЕЯ 
中 的 恒等式 


тз — УФ + r)! + relr + r)! тб re) ® 
К AT + rara + ra) 


DA r, < m,,m, < r. ,再 由 Leuenberger 不 等 式 


тл, < mmm, @ 
m. + m, + m. < r, + y + r, @ 
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得 
ту < тт, ® 
m, + m, < r, + r. 
即 有 以 下 勇 优 超 关 系 
(dnr, snrsslnr,) <”(1пт,,1пт„,1пт,), @ 
Ол„,т,,т,) <„(т„›тузт.). 
由 于 f(x) = ZQ > 1) 是 递增 凸 函数 , 8(z) 一 e (AS 0) 是 递减 
凸 函数 ,所 以 不 等 式 四 成 立 ， 


参考 文献 [48,pp. 207 一 208],[62,p.41],[118,pp. 127~ 
129], 
( 陈 +) 
角 平 分 线 的 平方 和 (Quadratic sum of anglebisetors) 设 
ДАВС 的 角 平 分 线 为 w。、ws、w., 面 积 与 半 周 长 分 别 为 As, 则 


avia Sw + up + xt 5. @ 
第 一 个 不 等 式 属于 Gordon, 第 二 个 属于 Kyzkov 
由 iu 一 如 一 з >к =, 
Bur> Ук- 31% 
> 30у) Ye) >з А, 2 
其 中 最 后 一 步 用 了 Finsler-Hadwiger 不 等 式 . 
дй w= 2060 уа) ,得 


Dw < s(3s—a— 6—0) = #, @ 
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王 振 与 陈 计 在 1993 年 发 表 了 公式 
Уш. = [st + 3007 + s*2(32Rt + 40Rr + 32) 
HUR + r)*]/(s + 2Rr + rt), @ 
并 进而 将 @ 加 强 成 
# — 4r(R — 2r) < Jw’ < # — 16.08 = 20). 回 


参考 文献 【125,p.76],[72,pp. 34 一 36],[103]. 
(W H) 
Panaitopal 不 等 式 (Panaitopal inequality) #ЛАВС йа E 
WAA ho LA 的 平分 线 为 ws 外 接 圆 与 内 切 圆 的 半径 为 Ror BJ 


ш — h, < R 2r. @ 


这 是 Panaitopal 在 1983 年 发 表 的 不 等 式 , 虽 然 非常 有 趣 ,但 
人 们 尚未 找到 一 个 纯 几 何 的 证 法 . 


我 们 来 证 更 强 的 结论 ， 
wm= h< (R — 20). @ 
由 于 eos 2С = = ,所 以 加 等 价 于 


B—C 
z 


S sin Bsin C| see =1] 51-824. @ 


3 


ж — cos 8 —C € (0,11,z = sin є (0,1), WOOER 
Firs) = 402 + t — 12Ёт + (37—82 + 8) 20. @ 


这 是 关于 z 的 二 次 函数 ,所 以 
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201—106 — 0) 


кешю >и) р 2+1 = x @ 
对 中 线 m, 陈 计 猜 想 
m. — w, < R — 2r, 
mh KER- ar) ` © 
参考 文献 [143,p. 300]. 
с 计 ) 


Garfunkel-Gardner 不 等 式 (Garfunkel-Gardner inequality) 
Ў hom уш, 分别 是 A4BC 的 高 ,中 线 、 内 角 平 分 线 , 则 


кто < E atto. ° 


Ж # J. Garfunkel 在 1974 年 提出 的 一 个 猜想 ,两 年 之 后 由 
C.S.Gardner 首 次 证 明 - 


HF h, < u, < vsi — а) ,要 证 外 ,只 需 证 


(5 —&) + m, + /з(з—с)<з/3. @ 


又 由 于 
Am? = 20" + 2а# — b = (с +a) — Als — c)G —а) 


=[c +a +2/G с)б а) + a — 2 — c)G — a) ] 
<2s[2s 一 (一 十 ¿s — ay], 
m VN + G= аў < Nas — mD. @ 
所 以 ,要 证 加 ,只 需 证 


Vas m) + m < s/ 3, @ 


即 2( — m) < СУЗ — m), 
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或 G — /Зт,)* 2 0. 
上 述 证 法 由 C. Tinisescu 给 出 . 
安 振 平 在 1991 年 对 人 ABC 与 人 A'B'C' 提 出 下 列 猜想 : 


hahu + туту + шлш; <$ (aa! + БУ + сс). ® 


参考 文献 [49,pp.221—223],[65,p.411,[1381. 
( 陈 H) 
Leuenberger 不 等 式 (Leuenberger inequalities) ËF m..m,.m, 
Aw w w $) BE A ABC 的 中 线 和 内 角 平 分 线 ,r。 .rs\ri 各 是 它 
的 旁 切 圆 的 半径 , 则 (1) www S „гу, Smmm HANSEM 
形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 ; (2) ш, + to, + чш, < m, + m, + m, < 
克 十 7 十 Te， 当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 
上 述 不 等 式 见 F. Leuenberger, Elem. Math. 16(1961) 
127~~129, 其 中 (1) 的 第 一 个 不 等 式 也 可 见 Amer, Math. 
Monthly, Vol，70(1963) 的 问题 E1629, 它 由 Carlitz 提出 . 


(1) 据 三 角形 内 角 平分 线 公式 us = 20000 арр 


c 22 /bc ,得 ww 过 /sG 一 a) .同样 有 ww < /sG — b), u, < 
VSG = c) ‚ЙТ шоло, <зА. 
X A= (s— a)r, = Gs — b)r, = G — с), +Ë 
A = (s — a)(s — h) (s — CYT, + 
ТД rarr. = sÀ AiE www < rrr : 当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角 
形 时 等 导 成 立 . 
据 三 角形 中 线 公式 m= JO + e) а], 2@ + 


гу>@+ mi> [G + ot — a] = sG — а). 同样 有 


m 2505 — bym? 2 s(s — e) , fff Ë) mmm > 4°, 因此 
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mmm, 254 = тту, , 当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 

(2) # hapi p: 分 别 是 人 ABC 的 外 心 到 边 BC.CA.AB WE 
离 , 它 的 外 接 贺 半径 为 R, 则 mm。 三 RR p.m < К + pom < 
R + pe, ЖИВ m, + m, + m, < 3R + p, + b + pe Хар, = 
R'isin2A,bp, = R!sin2B,cp, = R'sin2C ,于 是 有 加 + ps + p. = 
Ё(совА + совВ + cosC) „iif cosA + соз + cosC = 1 + p +i 
以 m. + m, + m, < 4R + r. 

жт ++ re= s witii ш) 

= R(sinA + sinB + sinC)| tg 2 ++ tg £ +ш £) 


= 4R| sin Acos cos E + sin Ecos Acos С 


> ne 2 2 2 2 
+ sin Seos а 8) 
= АК | соз? 5 С віш оов Beos f F | 
= | 1 十 віп Asin Зав Ç =] 
=4R +r, 


FA т. тт, Бп ++ т, , 当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 
时 等 号 成 立 。 

显然 m + w +w < Vsts—a) + /sG— b) 
+ Узб — с) Sm, + m, + т, , 当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 
号 成 立 . 

由 最 后 这 个 不 等 式 立刻 可 得 

wè + m + z? 5 < m + m + m. , 

当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 , 它 可 见 F，Rg7 kov， 
Matematika V kole, 1939, No 1,80, №, 4,73, tB nÍ š, Z. A. 


几何 “平面 几何 571 


Skopec, Matematika V kole, 1963, No.3, 89, # 
L. Carlitz, S. Philipp, Problem E1628, Amer. Math. Monthly 70 
(1963), 891 and 71 (1964), 687, 或 F. Leuenberger, Elem, 
Math. 18(1963),35—36. 
参考 文献 [40,pp.341—342],[30,pp.93—94]. 
GE) 
角 平 分 线 的 倒数 和 (Reciprocai sum of anglebisetors) 设 
人 4BC ЗА шо, гиљ ло, 


Жау. 
杨 学 枝 , 王 振 与 陈 计 分 别 将 中 加 强 成 


Daal = Уш». 9 

1 | И Ж 7 
222 ДЕР е эч >= 5A 
该 题 的 推广 方向 为 : kS A 


M, (хо, киф) < M, (a,b,c). ® 


参考 文献 [14,р.126],[80,р. 31],[82,рр. 30——31],[85, 
рр. 51—53]. 


( 陈 计 ) 
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Erd6s-Leuenberger + 3 È (Erdós-Leuenberger inequality ) 
#AABC Hika S b < с, А, D h, Z hort, 之 ws 之 we :或 
m. Zm, >m, , | 

ш < М.,(һ,,һ,), @ 
w, > Мүотпь,т,). @ 


这 是 Erdós 与 Leuenberger 在 1969 年 给 出 的 结论 . 
1970 年 ,Bundschuh 5 Reutter WH 7: # w. < М, (hashi), 
йл >— 2 ,Ж# ш, > М,(т,,т,), W n < 12/0109 一 1n8). 
参考 文献 [126]. 
W +) 
Garfunkel 不 等 式 (Garfunkel inequalities) 设 人 4BC 的 中 线 
为 mamm PREMERA RKA M. M.M, W| 


£n +m +m, Ф 
M. + M, + M. = 
— Ga +b +O. а 
V3 
这 两 个 不 等 式 是 由 Garfunkel 在 1974 年 提出 的 ,两 年 之 后 ， 


Erdës 与 Klamkin SIEH ТФ. 
$ Уа = деф 0)， 则 由 中 线 长 公式 4m2 = 2% + 
2c 一 过 得 Ym = ЗЮ. 再 由 4m.* = 8 一 3а! RRE 


al 2 
"М. —m.) = | +] "9 Мт, = е + m), W 


© 


所 以 
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该 题 的 进一步 推广 方向 是 
Ing 一 ln4 
т< а mi 时 ,有 
M.(M,,M, M) > 2 


eb © 


Ë t< r, = 3.081--- (t, Ey 4° + 2*tt = з 的 根 ) 时 ,有 
M (Mss MM) 2 +M, mamo), @ 


由 不 等 式 @ 知 上 述 猜想 在 :过 2 时 成 立 . ERE 1992 年 还 给 
出 了 与 本 题 有 关 的 结论 : 


m, т т. 3 т, ть 
м) 


+ MMM |` 


参考 文献 [66],[137J. 
(W я) 
Ciamberlini + 2 zü (Ciamberlini inequality) Ё s, R,r Æ 
A ABC 的 半 周 长 .外 接 贺 与 内 切 圆 的 半径 . 则 当 max (A, B.C) S 


т 
ze 

sE2R +r. @ 

这 是 Ciamberlini 在 1943 年 提出 的 ,其 锐角 三 角形 的 情形 是 


索 勒 丹 - 米 德 间 方法 的 有 力 工具 之 一 ， 
由 三 角形 中 的 便 等 式 
Пева = 60 © 
ZADRE. 
该 定理 尚 有 许多 等 价 形式 ,如 : 
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Ysin A22, JJa 28R:, 
23.06. [| G — =) 20. 
参考 文献 [105,рр.37—41]. 


(C +) 
Walker 不 等 式 (Walker inequality) 8 з. К.г 是 锐角 三 角形 
АВС 的 半 周 长 外接 图 与 内 切 圆 的 半径 , 则 


$ >> 2° + 8Rr + 3r’, Ф 


这 是 Walker 在 1972 00—10, CERME 
方法 的 有 力 工具 之 一 . 


sa A = De Deo, 


0.8 D ща 
2》)sin да = бе 


<> 

_ 6008 -Pa Уай tay- Da 

р” 2abe je 2abc 
二 ShA ð 


这 对 任意 入 ABC 都 成 立 . 在 角 变 换 A,B,C) = (х— 2А,л—2В, 
一 2C) BLF OFNT: 对 锐角 入 4BC, 有 


2X cos Bcos C < У)соѕ 2А, @ 
直 三 角形 中 的 便 等 式 
У)соз Всоѕ С = Бетер АБУ [0) 


4R? 
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Pais MEETER, ® 
即 知 轿 等 价 于 全， 
出 本 题 结论 及 Ciamberlini 不 等 式 , 可 求 出 使 不 等 式 
s23/3r АСЕ — 2) 


成 立 的 最 大 = 二 7 十 5V 2 — 3⁄3 — 3⁄6 = 1.526---. 
参考 文献 [43],[133], 
(в +) 
锐角 三 角形 角 的 不 等 式 (Inequality for the angles of an acute 
triangle) 在 锐角 和信 4BC 中 ,有 


sin4 + sinB + sinC 


> 2 + teos A + cos B + cos O). Ф 
这 是 单 地 1980 年 发 表 的 结论 . 
由 三 角形 中 的 恒等式 
Dsina = @ 
及 Deos А = к r @ 
可 知 @ 等 价 于 
>2+ EAT, +: @ 


由 Ciamberlini 与 Walker КӘ URH R>+ У 2 )r BJ 


2+ v2 2 


(十 办 一 一 TY y 


pe 
on- @ 
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i 
(2R! + 8Rr + 3°) — үл (+ 


= тс ЕТЕ У] в + аи 
>0, 
即 得 不 等 式 @, 这 一 证 法 是 陈 计 在 1993 年 发 表 的 、 
该 题 的 一 个 有 趣 的 等 价 形式 是 
a+b+e> (2+ VIOD + ОЕ + ОЁ), @ 


其 中 OD,OE,OF 是 锐角 三 角形 垂 心 O 到 三 边 的 距离 . 
参考 文献 [41,p. 60],[76,p.40]. 

(M. 计 ) 

Erdés 不 等 式 (Erd6s inequality) 设 锐角 A4BC MEH hashi 
hh., 外 接 贺 与 内 切 圆 半 径 分 别 为 Rr, 则 


R + r < max (h, shish). 
Erdós 的 这 个 不 等 式 ,证 明 首 次 发 表 于 1902 年 . 
a= min(a,b,e) /内 心 了 在 高 4D 上 的 投影 为 E. RA АТ 
平分 ZOAECO HAD), BI 在 ВА 上 的 射影 < ТАВ. 所 以 


LAOI > Ӯ „АО < Alcos СОАЕ — Ак, +r < AE + ED = 


ha 这 个 证 明 属于 单 增 . 
我 们 猜测 有 更 强 的 结论 : 在 锐角 三 角形 中 ， 
R +r< такім + hoh. d hoh, + h). 
参考 文献 [30.p.119J.[119,pp.87—88],[42,p. 622]. 
( 陈 #) 
Guggenheimer 不 等 式 (Guggenheimer inequality) ДАВС 
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AA P 到 各 顶点 的 距离 为 Ri RaRo 
т@++О<Е®+Е,+Е,<а+в+с Ф 


这 是 Guggenheimer 在 1967 年 发 表 的 结论 . 
由 a 过 PB 十 PC < + с „ЯЗ. 
与 第 一 个 不 等 式 类 似 的 结论 有 陈 计 在 1992 年 发 表 的 不 等 式 


DR > Yabe, @ 
第 二 个 不 等 式 可 加 强 成 
PIR < max{b + с,с + asa +b}, @ 
陈 计 在 1984 年 还 将 @ 推 广 到 多 边 形 . 


参考 文献 [47,p. 67],[55],[154],[41,p. 29],[84,p.67]， 
[52,p, 26]. 
(E +) 
Gmeiner-Janous 不 等 式 (Gmeiner-Janous inequality) 设 
AABC 内 一 点 了 到 各 顶点 的 距离 为 R;、R К, 


[араада Ф 
这 是 Gmeiner 与 Janous 在 1987 НАЕ, 908.51] 
亚 强 及 他 们 自己 在 1988 年 证 出 - 
由 前 面 janous-Gmeiner 不 等 式 证 明 中 的 人 @@ 式 
[5 GB Y> 25, 回 
只 需 证 


ER > /з уук — Уа, @ 
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对 Oppenheim 不 等 式 
Day > 16251 @ 
作 平 方 根 变换 (a,6,c) (Va VE, VT) ,得 
Сау > (аук — УЈаә Bw, 
fasiga 
ORY > су) De) 6 
>22) - Уа, @ 
其 中 最 后 一 步 用 了 林 扒 一 不 等 式 . 
上 述 证 明 中 的 不 等 式 @) 
DR > Уак +), @ 
是 刘 健在 1993 年 建立 的 , 由 陈 计 1994 年 发 表 的 不 等 式 
1 9 
> RF) 
知 回 强 于 陈 计 与 楼 红 卫 在 1989 年 的 结论 : 
-im 
Er>| у) А) s © 


参考 文献 【158, 159,160, 161], [57, pp- 9~ 11], [75; 
рр. 17—4],[771,[551. 
‹& +) 
林 竟 一 不 等 式 (Tsuruichi Hayashi inequality) 设 己 为 A4BC 
所 在 平面 内 一 点 , 记 P4 = Ri,PB = Ri,PC = R, , 则 
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RR, | RR RR ® 
这 是 日 本 和 算 学 家 林 扒 一 (1873~1935) 发 表 在 他 自己 创办 的 
《东北 数学 杂志 》 上 的 一 个 重要 结论 . 
MAX u,v w OR A ABC 的 顶点 ,P 取 在 复 平面 原点 , 则 在 
恒等式 
Dt — w) = [о о), 加 


两 边 取 模 , 即 得 
XJaR,R, > абс, @ 


EDH, G P= G (重心), 则 Ri = Zn, ФИ 


其 中 线 对 偶 式 为 


НОУ, АНА УНЕ Т 


R, R, R.|— 1 
大 | 瑟瑟 到 全 -下 
ы LEN 
|25 a 


m.’ m,’ m, /з` 


= 


一 In4 
Rpr см s 


参考 文献 [98;pp. 68—70], [90]. 
(# H) 
惯性 极 矩 不 等 式 (Polar moment of inertia inequality) HP X 
ДАВС 所 在 平面 上 一 点 ; 记 R, 一 PA,R, 一 PB,R, 一 PC , 则 对 任 
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意 实数 ЕТА 
Di- УАК > mat, Ф 
这 是 G. А. Tsintsifas Æ 1967 年 给 D. S. Mitrinovie 信 中 的 结 
果 , 后 为 M.S. Klamkin 重新 发 现 并 于 1971 年 发 表 . 
o< IJAPA l 
= Ņ X| PA |: + 231 РВ. РС 
= УРА + Dwi PB) РС 1° | BG 1) 
= PRR? + DRs + RD — >) at 
= Xa, Хаве Yean. @ 
惯性 极 矩 不 等 式 有 着 极其 广泛 的 应 用 . 例如 , 取 卫 = O (外 
心 ), 得 Kooi 不 等 式 


DAYR > У) ма; 图 
又 如 , 令 1= a/R 等 ,得 林 灼 一 不 等 式 
DaRR, > abc; @) 
ЖШ, À = а %,48 Klamkin 在 1975 年 发 表 的 不 等 式 : 
JaRez > аве, ® 
参考 文献 [49;p- 4911,Г132,р. 966 ],[139,рр. 44—46], 
( 陈 计 ) 


三 角形 内 一 点 到 它 各 顶点 的 距离 的 不 等 式 (Inequality for the 
distances from a point in the interior to the vertices of a 
triangle) 设 入 ABC H-A Р 到 各 顶点 的 距离 为 R,、R;.Rs, 则 


RiRR < 3R", @ 


Ж R E. AABC ШЖ КЖ. 
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这 是 陈 计 1990 年 发 表 的 一 个 不 等 式 ,三 年 之 后 ,Paul Erdos 
发 表 了 稍 弱 的 结论 , 其 中 R 是 人 ABC 的 外 接 圆 半径 ， 

XZA ЗИЯН, AABC 的 覆盖 圆 @O 以 BC 为 直径 ,延长 
PAXOO F Р, РА < PD. 所 以 ,我 们 可 设 入 ABC 是 锐角 (或 
直角 ) 三 角形 ,此 时 , 它 的 覆盖 圆 就 是 外 接 圆 . pik P TE ABOC 
PEA P E BC 的 平行 线 , 交 OB 于 M,% OC 于 N, 再 过 O fE 
MN HER EEX Q TE 

PB + PC < (PM + МВУ(РМ + PC) 

= PM - PN + MN + NC + NC: 
= QN: — PQ: + 2 * QN + NC + МС? 
< QN: + 0Q: — OP: + 2 -ON + NC + NC: 
= ON: + 2 - ON - NC + NC: — OP: 
=00 -0P = к — 0, ® 
Ка=ОР.АРА<Е+4,Ю 
К.К.К, < (R + d)(R: — d’) = (R + 4у(2К — 24)/2 


二 让 和 | = йе ® 
这 个 证 明 是 由 万 惠 华 给 出 的 . 
与 本 题 类 似 的 结论 还 有 陈 计 的 不 等 式 
DRR < 46 Ф 
及 王 振 的 不 等 式 
RÝ к>» — 2.86 518 qo © 


其 中 y 是 12 KERES ИВ. 
参考 文献 [59],[149],[158]. 

Ж +) 

三 角形 内 一 点 到 它 各 边 的 距离 的 不 等 式 (Jnequality For the 
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distances from a point in the interior to the sides of a triangle) 
设 AABC 内 一 点 卫 到 各 边 的 距离 为 ri、rz,ny, 其 面积 为 4, 则 


тту + mm + rr < = @ 
这 是 安 振 平 对 Gerber1975 年 结论 
A> 3V3 (nr) © 
的 一 个 加 强 - 
对 Oppenheim 不 等 式 
Ја 2 162: Dw @ 


作 平 方 根 变 换 (abse) (Va, Vb VT), A 
(Pay > (2) — У)а) У). @ 
令 X 二 nn 等 ,由 Dan = 24,8 


44: А 
Бе ет 
其 中 最 后 一 步 用 了 Finsler-Hadwiger FER. 

上 述 证 明 中 回 的 第 一 个 不 等 式 由 陈 计 1992 年 首次 得 到 , 它 实 
际 上 给 出 了 Угу, 的 极 大 代 , 极 值 点 /的 重心 坐标 为 (als — a), 
Bs — b) sels — 0). 

参考 文献 [54,pp,55 一 57], (140, рр. 97 ~ 111], [68, 
рр. 8 一 9]. 

(в + 
Erd5s-Mordell 不 等 式 (Erdis-Mordell inequality) 设 入 ABC 
内 一 点 了 到 各 顶点 的 距离 为 Ri,R;,Rs, 到 各 边 的 距 商 为 ry rirs， 
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则 
R, + R, + R, 2 20 + rx + т). 


e 


这 是 Erdós 在 1935 年 提出 的 一 个 猜想 ,两 年 后 由 Mordell 首 


HER. 
f P + Z A WEAS Р' , Wl 


абР',СА) = rsd (P' ,AB) = r, d(P',a) = ri 


СРЕ AABC 形 内 为 正 ,否则 为 负 ), 从 而 
(R, + r')a > 2À = bry + crs + ar! , 


即 
R> r+ Er 
同 理 ， 
R> Ет! + тив > Sr, + 2, 
+E 


УА, = DEt ijan 


1958 年 ,Florian 对 外 作 了 指数 推广 ; 当 |А < 1 8, 


МСА, ,К,,К,) 2 2Мү(т\»гу›т,) 
4 j>, 
M,(R,,R,,R,) > @/'*\Мү(\ утә ут). 


1989 年 , 陈 计 与 王 振 进一步 把 上 述 结论 推广 到 凸 n 边 形 : 


UESLI 


МӘ > (sec T| Mro 
当 |k| > 18. 
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M,R) > [s£ | “муо @ 


特别 地 , 当 大 一 士 1 时 , 回 是 Fejes Toth 在 1948 年 的 猜测 . 而 当 
k >1 时 ,@@ 与 @ 是 由 大 关 信雄 1957 年 首先 证 明 的 . 事实 上 ,他 证 
明了 更 强 一 点 的 结论 ; Uw rw t, EA P EFEO n WEA 
边 张 角 的 平分 线 长 , 则 


Уве [s= $) Уи, 


王 振 与 陈 计 又 对 О<Е<1 ,分 别 在 1988 年 与 1991 年 两 次 加 
ATOA 


M, (R) > | sec T| M, tw), @ 
[eos $ | MCRD > Муш + шы), @ 
Др wp = ш, ЖРА 1 提出 如 下 猜想 ; 


Уве (see | Du Яп sect © — sec = е: @ 


= 


目前 ,我 们 只 知道 : {л = 3.220 DR 3. 
参考 文献 [99],[113,рр.55——58],[56,рр. 3~4],[106, 
pp- 817~ 822], [112, pp- 247 ~250]; [153, pp. 257 ~ 259], [64, 
рр. 28~29], [89]. 
ж +) 
Erdös #8 {8 (5 Æ (Extreme value problem of Erdös) iğ P 5 
AABC 内 部 或 边界 上 一 点 ;车 直线 AP. BP.CP 分 别 与 边 ВС, 
CA、AB 相交 于 D,E FR PD + РЕ + РЕ 的 最 大 值 . 
这 是 Erdos 在 1935 年 提出 的 问题 . 
Ж#жа>Ь;>с,Щ&>АР >с а>ВЕ>с,а>СЕ>Ь, 
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Jü AD<a,BE<a,CF <a ,因此 ， 
1= ЗУЕВ EPD, @ 


34 P # BC 上 时 等 号 成 立 . 这 个 证 法 属于 G. К. Veldkamp. 
陈 计 在 1994 年 猪 想 У) (PE + РЕ) 的 极 大 值 点 是 最 大 边 的 
PR. 
参考 文献 [100],[49,p. 6811,[131,р. 38], 
( 陈 计 ) 
Stroeker-Mascioni 不 等 式 (Stroeker-Mascioni inequalities) 


W w Ж ЛАВС 的 Crelle-Brocard fh, W Ч <— 3, > 


In2 — In3 
In4 一 In3 时 ;有 
М,СА,В,С) < 2w < M,(A,B,C). Ф 


1981 年 ,Stroeker X} r =— 2,5 = — 1 猜测 四 成 立 . 1986 年 ， 
Mascioni 首先 证 明了 s 一 一 工时 ,四 的 第 二 个 不 等 式 成 立 ,1987 
年 ,他 给 出 了 本 题 的 结论 ， 

陈 计 与 王 振 在 1994 年 提出 本 题 的 一 个 淮 广 方向 ; 设 P 为 凸 
n AË AAA. A. 内 一 点 , 设 ZPA Asi = a (ü = 2," n Anya 


зА lia _ 02 — lng _ 1а3 123 — 102 
= А), т 2" = Ina Та" = In Ë na , 
测 : гет > h т/б — r) B fi 

2M,(a) > МА); @ 


Hs >k Ыы + s/G — so) В}, 
2M,(e) < M,(A). [Ө] 


曾 登 高 与 陈 计 在 1992 ЕТО А =— co,s = 1 时 的 
情形 ; 
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шїп(а,,а,,+,а,) <" @ 
特别 地 , 当 n = 3 时 ,图 是 第 32 届 国 际 数学 奥林匹克 (1991 年 ， 
Sigtuna) 的 第 5 Ш. 
参考 文献 [142,pp. 619~620], [146,pp. 98 一 101],[148， 
рр. 35—-44],[86+р. 38],[67,p. 41,р. 34]. 
(& +) 
Erdös-Bager 不 等 式 (Erdis-Bager inequality) 设 点 D. E, F 
分 别 位 于 人 ABC 的 边 ВС,СА,АВ 上 ya、B,7.6 分别 是 A4EF、 
ABFD.ACDE.ADEF 的 面积 , 则 


6 > min(a,B,7). @ 


不 等 式 四 由 Debruner 在 1956 年 发 表 ,但 按照 Rainwater 的 
说 法 , 它 可 归 之 于 Erdös. Bager 首先 给 出 了 加 的 证 明 . 

W D.E.F 分 别 将 ВС.СА,АВ ЭФ Ñ zi r уз уг, 
Hz+z =y+y == += = 1, 再 设 A4BC 的 面积 为 1, 则 角 
上 的 三 角形 面积 为 yzvz'z、z'y; 且 


=i- yz— rz- у= ryz + #ух' 


>2Vryr уе = 2/87. @ 
因此 
000 + а + B + У) > 4aB7. 


WA fu) = u! (u + a + B + 7) {Е (0, 十 co) 上 是 单调 递增 
函数 ;又 因为 


у 
н: жин жатр <p. © 


所 以 


ЛИ FENN 587 


>; 7 > minta,B.7). ® 


这 个 证 明 属 于 黄 西 灵 , @ 的 第 一 个 不 等 式 


3 1 1 1 
тар 
加 强 了 Mavlo 在 1987 年 给 出 的 
1 1 1 1 
к Еа @ 
жм. 不 等 式 
ò > M.(a,B.7) ® 
“нун < "б — 3 时 成 立 . 陈 计 在 1994 年 还 发 表 了 一 个 类 


3 — №2 
3 时 ,有 


似 的 铺 起: w p < =? 


M,a, b NKT 图 


А 
4 
其 中 4 是 A4BC 的 面积 
参考 文献 [111],[123],[74,p,20],[150],[151,p,58]， 
[83]. 
( 计 ) 
Debrunner-Dresel 不 等 式 (Debrunner-Dresel inequality) 设 
点 号,E、F 分 别 位 于 人 ABC 的 边 BC.CA、AB E ›зу„зулзуззз R ras, 
Tirar 分 别 是 人 DEF、 信 AEF、,ABFD、ACDE 的 周 长 与 内 切 贺 
半径 , 则 
Sa 2® min(s sss), ° 


To min(rirars). @ 


不 等 式 四 是 Debrunner 在 1956 年 提出 的 猜想 , 它 由 Dresel 
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在 1961 年 证 明 ;同时 ,Dresel ЖаН TO. 

为 了 证 明 这 一 结论 ,方便 的 做 法 是 将 人 DEF 作为 给 定 ,定义 
角 坐 标 р.0.0 9 ЛАВС 的 边 与 ADEF 的 相应 边 所 成 的 角 . 更 确 
切 地 说 ,通过 也 平行 于 FE 的 直线 反 时 针 旋转 , 即 与 ADEF 同 向 ， 
转 过 角 8 以 使 它 与 BC 重合 ,对 于 顺 时 针 旋转 ,我 们 将 给 9 添 一 负 
号 .类 似 地 ,利用 关于 五 与 斑 的 反 时 针 旋转 定义 少 与 久 

Ë D.E.F 为 ADEF 的 角 , 则 ZAFE = E + 0, ZAEF = 
五 一 W ppo 的 值 域 仅 有 的 限制 是 ADEF 必须 在 人 ABC А. 
因此 所 有 的 像 已 十 0,P 一 少 的 角 必须 为 正 , 并 且 同 一 个 三 角形 的 
任 一 对 角 的 和 必须 小 于 两 个 直角 , ADEF 应 用 正 豆 定 理 ,得 

DF + DE _ чак sine _ E N 

FE ЗЕР) os la +P) 


类 似 地 ,在 A45E 中 ,有 


соз (E— F+ 0+ g) 


cos 去 пуру 
ВИТО ЗЕТЕ. so 一 5 与 下 式 有 同样 符号 : 
соз (E — Русов HE +E + 0 — p) 


— cos (E+ Fyeos ТЕ F+ 0+ D) 
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因此 ,有 三 种 可 能 ; 

pg. 如 9 都 为 0, 这 时 AABC 的 边 与 ADEF 的 边 平行 ,D 是 
BC 的 中 点 ,等 等 ,二 n = 5 =з. 

2 办 从 0 符号 不 全 同 ,或 至 多 一 个 为 0 于 是 在 循环 的 次 序 
9808 中 必须 有 一 对 角 , 负 的 (或 四 紧 接 者 正 的 ,例如 ,4 之 0,9 二 0 
(0 0200<0). 5223. 

тере ЖИНИ 0, Я sin sin 4 是 正 的 ， 
Ере 


sin Бер © 2 + cos Ё — sin Feot $ + cos F, 


再 除 以 sinEsinF, 并 注意 到 cosE 十 cosF > 0 ,我 们 看 出 有 某 个 
k, 二 0, 使 
0 сот Ë 
Б, (зо — 51) > csc Fcot w cac Ecot ЕЕ 
加 上 关于 5 55, s 的 类似 结果 ,得 
kalso — s) + А (зо — s) + klso — s) > 0, 


因此 s 至 少 大 于 一 个 5 


由 于 "|с £ + cot E| = EF 
=п| 0 + сы 0, 
因此 一 不 与 
cot 0 см — cot Ë eot E 
=sin fese cos 0 — sin у 2° g ese сЁ+# 
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有 相同 的 符号 . 
情况 1° 53 2* 的 证 明 从 略 . 在 情况 3 中 ,9, 少 0 或 者 全 正 或 者 全 
负 , 这 时 7 一 与 下 式 相同 : 


Fue Ef Bene 
cse усве sin — 7 — зс ese sin — 
Е С sa Ж? p SY SE, 
= |sin тусо > + cos > е 5 [sin 79905 — eos 7 | вс 
ж: Й РТ ЖК 
rE gt а ЖЕ 
>| sse la 2 esc? Feot $) x sin g 7 


因为 括号 中 的 项 加 上 类 似 的 项 时 互相 抵消 ,我 们 看 出 有 正 数 所 使 得 
м л) Б т) А Ао т) 22 0, 


所 以 ro 至少 大 于 一 个 

注意 在 情况 3" 中 ,我 们 的 证 明 并 未 告诉 我 们 是 否 有 同一 个 i 
WE s> s >т. 

上 述 证 明 属于 NE 


жп, s k < 2 A 
sZ Malsi rsz); ® 
与 此 题 有 关 的 一 个 结论 是 : 
тіп (55,553) < Za @ 
ДР, E A ABC 的 周 长 ; 关 于 AABC 内 切 男 半径 , 陈 计 在 1994 年 


занни, s P< 3 I 时 ,有 
Mr) <. © 


参考 文献 [111],[П116,рр.97—929]. 
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(M. H) 
Neuberg-Pedoe 不 等 式 (Neuberg-Pedoe inequality) 设 aoz、 
as УД. fl b.br.b, 5 Д ДЕЛА, АА. fl AB.B,B, 的 边 长 与 
面积 , 则 
атс b! + b + 60) + atl — b + b) 
+ а, (b? + b? — Ьу > 16А,А,, 
当 且 仅 当 AA A.A, оо AB B,B, 时 等 号 成 立 . 

1891 年 ,J. Neuberg 提出 了 该 不 等 式 ， 
1942 年 ,D. Pedoe 重新 发 现 和 证 明了 这 个 
不 等 式 , 见 Proc. Cambridge Philos. Soc. ， 
38 (1942), 357— 358, 及 Math. Gaz. 26 
(1942), 202— 208. 1963 #E , D. Pedoe 还 把 
这 个 不 等 式 作为 问题 E1562 提供 给 Amer. 
Math. Monthly 70(1963),92 and 1012. 图 4-204 

ПАА 为 一 边 ,在 与 点 А, 的 同 侧 作 AA/A;A, со 
АВ,В,В,, W| 


аһ 


AVA, = G LA'AA = ZA, В, 
根据 余弦 定理 ,得 
дА i ah ЕА (3 costa, =B) >0, 
从 而 有 


ajbi + ajbi 一 2a,a,b,b, (соз Ascos B; + sin Asin B,) > 0. 


{E ?азазсоз А, = а? + а} — al,2bibicos В, = b! + bi — B, 
aasin A, = 2A,,b,b,sin B, = 24, ,所 以 有 


дй + alet — blaf ааъ — М) > 8AA., 
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即 

aC ВЪВ) Бакы — + bi) Басы + Bi — bi) > 
1644, PA YANYAN А, 重合 ,也 即 ЛА,А,А, со 
АВ,В,В, 时 等 号 成 立 . 


“к =b = bB, A = Y Š H, FA Neuberg-Pedoe RER 


BRN Weitzenbóck KÆR: ai + а} + al > 4 3 A, 当 且 仅 当 
AAAA, 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 

(1) 该 不 等 式 的 几 种 加 强 形式 . 

1980 年 , 程 龙 在 (数学 通报 )11\1980) 上 把 它 加 强 为 


а-ы ++ ЮМ) 


2164,4, + 2 J) laib, ањ) 


当 且 仅 当 AAAA с ДВ,В,В, 时 等 号 成 立 . 
1983 年 , 彭 家 贵 , 常 庚 哲 在 (初等 数学 论 丛 } 第 6 辑 上 ,把 它 加 
强 为 
Xa ++) 


bB +b +b ai t ai taia 
>44 аа ИИ)" 


当 且 仅 当 ЛА А.А, со ЛВ, В,В, 时 等 号 成 立 . 

显然 ,应 用 算术 -几何 平均 值 不 等 式 ,由 这 个 不 等 式 即 可 得 到 
Neuberg-Pedoe RFR. 

1986 年 ,陈云 烽 在 (初等 数学 论 从 ) 第 9 辑 上 ;把 它 加 强 为 


Darta ++ М) 


A нду И — йу 
SS 16У) ад, — с +54 ану 
а 
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当 且 仅 当 ЛА,А,А, со ДВ, В,В, 时 等 号 成 立 , 
1987 年 , 安 振 平 在 (数学 通讯 M6(1987) 上 把 它 加 强 为 


Dait B+ + ЮМ) 
D1644 + У) (ар, — а) (aiba — азр), 


这 里 Dab 一 а)ба 一 ab) 2 0, 3 ih 4 B I 54 
АА,А,А, оАВ,В,В, HEGRE. 

1988 年 , 陈 计 、 何 明 秋 在 4 数学 通讯 灯 (1988) 上 ,又 把 它 加 
强 为 


Dait ++ + bj) 
2164,4, + 2(a,b, — arb)", 


当 且 仅 当 А, = B, 时 等 号 成 立 . 

(2) 该 不 等 式 的 推广 . 

O 指数 推广 , 1983 年 ,高 灵 在 (厦门 数学 通讯 )3(1983) 上 ,把 
它 推广 为 ; Ea 2а: 2 abi < b <b: за JERKY, M 


Darci tartan >з| Faa)", 


HANH AAAA MAB: В.В, 都 是 正三 角形 时 等 号 成 立 . 
1985 年 , 萍 振 纲 在 4 厦门 数学 通讯 )3(1985) 上 指出 , 当 = = 
27" (п АЕ Е# ЙОН, ЕЖЕТ ЖЕ а, >а, > a, M b < b, < 
b 可 以 取消 . 
@ 加 权 推广 .1985 年 , 杨 克 昌 在 (初等 数学 论 从 } 第 8 辑 上 ,把 
它 推广 为 : WOW Ob. 满足 名 十 和 十 和 二 一 2,6220, 
则 
Ноа + Һай + Ьай) + bikat + Һа} + bal) 
+ Chai + Һа} + Һар 


594 LEZE EES 


>16(® + А АДА, 


当 且 仅 当 好: (4, HA) =: Q. + А) =: Q, БА) 时 等 号 成 
TRE А, = Һа} + hai + kaid = Ьай + kiai + kiai, h = 
һай 十 bai + kiai BHR А =— lk = h = 1 时 ,就 得 到 
Neuberg-Pedoe 不 等 式 . 

加 多 边 形 与 高 维 空间 推广 , 1988 年 , 陈 计 , 马 援 在 (数学 通 
讯 站 (1988) 上 给 出 两 种 四 边 形 推广 , 设 ara sa za, M S. 5 bibr 
babi 和 5S 分 别 是 四 边 形 4A:AsA, 与 四 边 形 B.B.B,B, 的 边 长 和 
HEHH = al(— £B + bi + b + B) наи — Bi + Bi + 
b) +а,( + b — bj + B) + aioi + i + — bi) , W| 


bi + bh + bi + b: 


онъа а а айнам + 


а арр) 2165,5, 
Gi) H + 4[(al + Б) 0а} + olal + В) (аі + [ЭЛ 一 
Датазаза, — 4b5,b;b, Z 16S,S,, 
当 上 且 仅 当 四 边 形 AAA A, 与 四 边 形 В,В,В,В, 为 相似 的 图 内 接 
四 边 形 时 等 号 成 立 。 

1985 年 , 王 坚 在 (数学 通讯 )2(1985) 上 ,把 它 推广 到 边 形 的 
情形 . 设 两 个 边 形 的 边 长 序列 是 a = (aiyaara) ЯП b = (b, 
basib) s 面积 为 8 MS EH a,b) = Y1MC—al+al + =: + 
а). Ж а т 一 个 音调 不 增 另 一 个 单调 不 沽 , 且 a，B 之 1， 
则 有 


ч. 
Hap >na- [жш E] sisi, 


当 n 二 3 时 ,只 要 a* 有 p>>0. 
1980 年 , 杨 路 , 张 景 中 在 (数学 学 报 )5(1980) 上 ,把 它 推广 到 
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高 维 空间 , 即 设 A 和 BERT п 维 单 形 ,V (4).V(B) 分 别 表示 
AB MER. i A ЇЙЇ Ж A AnA ‚В 的 顶点 是 BBa 
В.а, B а, = (АА, = |В,В,|. W 5, ек (BiBi 
Bon) /B 所 成 的 n — 1 维 单 形 之 面积 ,的 表示 51.5, 之 夹 角 , 则 有 


abSiS cos б, > mV (ANVCB)TE. 


X n = 2 时 ,应 用 余弦 定理 ,由 上 述 不 等 式 即 得 Neuberg-Pedoe 不 
等 式 . 
参考 文献 [40,pp.352—353],[30,pp.110— 111], 16, 
рр. 101—107,pp. 110~112]. 
GA X) 
Oppenheim 不 等 式 (Oppenheim inequality) Ў ЛА,А,А; 和 
АВ,В,В, 的 边 长 分 别 是 aivazsas M bibe bo EMR ERAAN 
жд. RA EX 
e= (аё + ВЭТ. = 1,2,3. 


则 cosa 是 一 个 三 角形 的 三 条 边 ,并 且 这 个 三 角形 的 面积 a 5 
外 接 圆 半径 尺 满足 ， 


A2A +, Ф 
Е К + Ri, [9] 
不 等 式 四 是 Oppenheim 在 1963 年 发 表 的 结果 ， 回 则 是 他 在 
1974 年 发 表 的 ， 
将 Oppenheim1965 年 的 不 等 式 
(Aa? + ш? + ve)? Z 16A(20y + vÀ + Аш) @ 
与 Kooi 不 等 式 


(М + % + АК > Мда" ААР + АА @ 
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分 别 用 于 A4,4,4, 与 人 B1B:B;, 得 


Duar >л, у, ® 
Dat > ia, Уш, 
DAPR > D hha, @ 
CD AB SD habit 
然后 ,将 回 与 回 , 人 与 @ 分 别 两 边 相 加 ,得 
УА > (A + A) ГУ, @ 
(л КЕ, + R, > Na @ 


ЗЕ, ЖИПЛЕЯНЕ@ УО ФА КА = 5° + с' aA = aO + 
с — а?), 等 等 ,得 


2У)на– Ja 2 (A + A) үне — УЈа, O 


(2D) be — Уа) + К) > аис pet 


— Da'), @ 
所 以 
A+ A< рУ) Ya = a, 8 
Ri TE OE PP ја, 
ше 2Ура — Sa е 
上 述 证 法 属于 王 振 与 陈 计 . 


1981 年 , 杨 路 与 张 景 中 将 不 等 式 四 与 @ 推 广 到 = 维 Euclid = 
BJ; Ва = {A AnA) = (BoB Bua) Ж п E 
Euclid 空间 中 的 两 个 点 集 , 则 必 存 在 一 个 点 集 C = (ссе 
Ceti) ,使 得 


la — с] = |А, A|? + |В,— B| ij = 1 + 1. 
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MWAH vvv 及 R RiR 分 别 表示 e, B.C 所 生成 的 n 维 单 形 
也 .2,2 的 体积 与 外 接 球 (或 覆盖 球 ) 半 径 , 则 

u >u ++, ® 

R: < К + Ки, ® 

1991 年 , 陈 计 将 四 推广 成 : # airar sans Fi ЖЇР, b, 
F, 2 п AA... A, 和 В.В, В, WAKAR A > 
1 ,定义 
в = G Б =, Zn 

则 с зс змес, 是 一 个 nn 边 形 CiCs*…C, 的 边 长 并且 当 2 近 广 之 4 
时 ,这 个 多 边 形 的 最 大 面积 F 满足 不 等 式 

Fi >F + FÁ. @ 


猜测 在 1 < p < 2 时 ,上 式 也 成 立 . Carroll 在 1982 年 的 结果 表明 
这 一 猜想 在 ”= 3 和 4 时 是 成 立 的 . А] p = 1 的 三 角形 内 切 圆 半 
径 , 王 振 与 陈 计 在 1994 年 建立 了 


T>n +r B 
由 此 可 得 
YA = VT tt) 
> Мият + Van = УА + V, 四 
这 是 第 43 届 普 特 南 数学 竞赛 (1982) 的 一 道 试题 , 它 是 Oppen- 
heim 在 1971 年 给 出 的 ; 


参考 文献 [121],[136,pp: 257~263],[87, pp. 27~32], 
[50spp: 17-3],[81,рр. 63^-70],[60+рр. 17~20]. 
(& +) 
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Sondat 基本 不 等 式 (Sondat fundamental inequality) 以 * 为 半 
J.R 为 外 接 贺 半径 为 内 切 圆 半径 的 三 角形 存在 的 充分 必要 
条 件 是 

st — Bst(2R: + 10Rr — rt) + rGR + r)' < 0. @ 


这 是 Sondat 在 1890 年 发 表 的 结果 ， 它 与 Ramus-Rouche Ж 
本 不 等 式 等 价 . Blundon 在 1965 年 重新 发 现 了 上 述 不 等 式 ,并 让 
人 们 普遍 认识 到 其 重要 性 , 所 以 不 少 作者 称 其 为 Blundon 基本 不 
FR. 

1952 年 ,Petrov 给 出 了 三 角形 存在 性 的 四 十 余 个 充 要 条 件 . 
例如 ;以 a 为 边 长 ,w。 为 内 角 平分 线 ,r 为 内 切 贺 半 色 的 三 角形 存 
在 的 充 要 条 件 是 : H 2R Z a > 2r ,有 


da'r/ (a — 40) < 2R + VIRST. @ 


由 正弦 定理 a = 2Rsin А ,加 等 价 于 : 以 А NAM Rr 为 外 接 贺 
与 内 切 圆 半径 的 三 角形 存在 的 充 要 条 件 是 , А 0< A< a, RD>r, 
有 


ДЫ: © 


sin aji = sin 
这 是 第 26 届 波 兰 数学 竞赛 第 三 试 (1975) 的 第 5 Ш. 
参考 文献 [95J,[123,pp.615~626],[I10,pp. 77 一 92]. 
( 陈 #› 
Erd6s-Klamkin 不 等 式 (Erdas-Klamkin inequality) 设 A.B. 
C 为 一 个 三 角形 的 内 角 ; 则 当 2 宇 2,0 志 4 二 4 时 ,存在 一 个 以 


E 
cos” A eost £ ‚соз* Ее 


为 边 的 三 角形 . 
这 是 Erdos 与 Klamkin 在 1973 年 发 表 的 一 个 结论 , 它 统一 了 
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两 个 常见 的 特例 ; (i) А= 2, = 2,01) А= 2,8—1. 实际 上 ,这 一 
命题 对 1 二 2,0 < u < 1/2 也 成 立 。 


ЖЖ А:>В >C ,我 们 只 需 证 
аа 2 4 + cos” Ме. E >ot ©. e° 
因为 maxcos © = 1,min (сов* „А TF coste B 仅 在 C=0 才 可 
达到 , 所 以 只 需 证 : ХАВ = т, 
og „агай, @ 


因为 A 二 2 时 ,加 左边 为 1. 所 以 只 需 证 YW) = cos: А (0< A< 
D 在 4 之 2 时 单调 升 .因为 


JEP z= 2,00) = atg z 十 2lncos z, 因为 
z' (2) = авес® z — tg z = (2л — sin 2z2)/ (Jeost z) > 0, @ 


所 以 z(z) 2 z(0), P y (А) Z 0, 
求 出 使 命题 对 > 2.0 < < ЛСА) 成 立 的 最 大 ADES 
未 解决 . 
参考 文献 [l34,pp.117—118],[30,pp.145—146],[71, 
рр. 987-99]. 
С 计 ) 
麦 比 乌 斯 - 蓬 佩 尤 定理 (M6bius-Pompeiu theorem) 若 A.B. 
C.D 是 平面 上 任意 四 点 , 记 a = ВС,Ь = CA,c = AB,R, = DA, 
R, 一 DB,R = DC ， 则 存在 一 个 以 aR,、.5R,.cR: 为 边 的 三 角形 . 
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这 是 1852 年 Möbius 证 明 的 定理 ,Neuberg 在 1891 年 又 重新 
发 现 . 其 特例 “对 正三 角形 ABC, R RaR 可 构成 三 角形 "在 1936 
年 又 被 莲 佩 尤 (D. Pompeiu,1873 一 1954) 发 现 ,并 广 为 流 传 , 因 
此 ,许多 作者 将 本 定理 称 为 Neuberg-Pompeiu 定理 . 

用 复数 z azam az 表示 点 ABCD Дн 


(z, — ua) la — zi) + (z; — &,)(т,— m) 
+ (z, —z)(z — zi) = 0 Ф 


移 项 后 取 模 即 得 
cR, + aR, > BR,, @ 


等 等 从 而 aR, „ЬЕ, cR 可 构成 一 个 三 角形 , 所 构成 的 三 角形 退化 
当 且 仅 当 ABCD 四 点 共 圆 (此 时 即 为 著名 的 托 勒 密 定 理 ). 
本 题 及 其 特例 过 假 尤 定理 有 着 众多 的 推广 . 例如 ,1937 年 
Bratu 发 现 对 空间 四 点 ,本 题 结 论 仍然 成 立 . 又 如 , 1939 年 
Pompeiu 证 明了 ;: P 为 正 n 边 形 AA4*…*A, 平 面 上 一 点 , 则 PA， 
PA, PA, 是 一 个 王 边 形 的 边 长 , 
参考 文献 [94, pp,41 ~ 54];[96, рр. 81 ~ 82], [ 101, 
рр. 6—7J,[102,pp. 263 一 269],[104,pp. 29—34]. 
k +) 
Gal-Bankoff Ж (Gal-Bankoff inequality) 8 Р XEHE 
Aid:AA 所 在 平面 上 的 任意 一 点 , 则 


: 
УЈРА > Q + VZ) такРА, + minPA;, 
бет 1 $ 


当 书 点 在 正方 形 的 外 接 圆 上 时 等 号 成 立 . 

该 不 等 式 见 工 S. Gal-L. Bankoff, Problem E1308, Amer- 
Math. Monthly 65(1958),205 and 701. 

不 妨 假 设 诸 了 PA, 中 PA, 为 最 大 ,P4, 为 最 小 , 则 
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РА, * A,A, + РА, : A,A, > PA, * А,А,, 

HANA AnP AnA 四 点 共 加 时 等 号 成 立 , 

因为 AA, = AAs АА, = 
УЛ А,А,, 所 以 РА, + РА, > 
УМ? РА, .把 上 式 两 边 同 加 上 了 P4, 与 
PA, BẸ 

РА, + РА, + PA + РА, > 
a+ / РА, + РА,, 
当 己 点 在 正方 形 的 外 接 贺 上 时 等 号 成 立 . 

LS. Gal 把 本 不 等 式 推广 到 任意 正 多 边 形 的 情形 ,如 设 己 为 
正六 边 形 4,4,4:444;4 所 在 平面 上 的 任意 一 点 , 则 


А 
РА, 2 (2+ 4/73) maxPA, + minPA,, 
党 п л 


当 卫 点 在 正六 边 形 的 外 接 贺 上 时 等 号 成 立 . 
参考 文献 [40,р.361],[30,р. 163]. 
(#22) 
刘 微 不 等 式 ” 设 5S 是 贺 O 的 面积 ,S, 和 35, 分别 是 它 的 内 接 正 
边 形 和 内 接 正 2n 边 形 的 面积 , 则 ”5 <S 过 25 一 5,. 如 果 在 
单位 图 中 , 则 Sia < z < 25, 一 5, 
该 不 等 式 是 刘 微 注释 人 九 章 算术 ) 在 证 明 圆 面积 公式 的 过 程 中 
ЗНАЕ, ЮЖ. 
1979 Е, fl X W RIBET ЕСИК #20 #)2(1975) БТ E 
述 不 等 式 ,得 到 


4 Ey 1 2 
кы 5 <®< gS 25 ЗТ 


其 中 Ts 是 圆 O 的 外 切 正 2n И. 
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参考 文献 [16,рр. 39—100],[49.р. 435). 
2:29) 
一 个 Erdis FÆR (An Erdis inequality) # ON 为 垂直 于 


ООЖ AB 的 半径 , 它 与 AB 相交 于 点 М.Р 为 优 弧 4B 上 除 位 于 
ON 所 在 直径 上 外 的 任意 一 点 . 若 PM.PN 各 交 @O T Q. AB 
于 R, 则 MQ <RN. 

这 个 几何 不 等 式 ,是 P. Erd6s + 1975 年 在 私人 通信 中 提出 
的 ,下 面 第 一 个 解答 属于 P. Erd6s, 第 二 个 解答 属于 Peter 
Crippen. 

O) # P'N 是 PN 关于 直径 NON' 反 射 ( 轴 对 称 变换 ) 的 像 。 
因为 ON | AB ,所 以 这 个 直线 反射 把 点 R 变换 为 AB 5 PN 的 
ZAR, HNR = NR. Z. AB 5 P' P + Ñ 4 NON' ,所 以 
它们 互相 平行 ,从 而 ZNP'P = „МКМ. 因为 ZNP'P = 
МӘР ,所 以 ZNR'M = ZNQM , 故 Q,N、M、R' 四 点 共 圆 ， 

因为 RN 所 对 的 圆周 角 芝 R'MN 为 直角 ,所 以 它 是 直径 ,而 
MQ АЯ ГОМУМ 小 于 直角 ,因此 弦 MQ 小 于 直径 RN, 即 
MQ <RN. 

у 


Р, Р 


A—2$> AN A 
K 
图 4- 206 E 4-207 


(2) $ z RRZAPN, Ш CQON = 2z , B 1 % Ë = f E 
OQN 的 底 角 ZOQN = ZONQ = 90° 一 工 又 令 y 表 示 ZPMR， 
М ZNRM = z + y, ZQMN = 90 — y, MU Z NQM = z + y. 


var- 
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在 AQMN 中 ,有 
2 
sin(90°— 2) sinay)’ 
在 ANMR 中 ,有 
__ММ___ ЕМ 
snay) 1 


但 sin(90" — z) <1, 
所 以 QM < КМ. 
参考 文献 [37,pp. 96—98]. 
ГС 29) 
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(一 ) 直线 和 平面 


直线 和 平面 垂直 的 判定 定理 (Criterion for perpendicular 
between line and plane) 如 果 一 条 直线 垂直 于 一 个 平面 内 的 两 
条 相交 直线 ,那么 这 条 直线 就 垂直 于 这 个 平面 ， 

这 个 定理 相当 于 (几何 原本 ;第 11 卷 中 的 命题 4, 它 曾 引起 不 
少数 学 家 的 关注 ,并 给 出 了 不 同 的 证 明 . 下 面 介绍 的 是 柯 西 . 勒 让 
项 以 及 网 几 里 得 (几何 原本 》 中 的 证 明 ,一般 教 科 书 上 采用 的 是 柯 
西 的 证 法 ,如果 在 立体 几何 中 引进 向 量 ,也 可 利用 向 量 来 证 明 . 

柯 西 的 证 法 ”如 图 4 一 208, 设 
ab EFH a 内 的 两 条 相交 直线 , 直 
Bilalli. 显然 直线 /不 可 能 在 
平面 a 内 也 不 可 能 和 平面 平行， 
所 以 直线 ! 必 和 平 面 a 相交 , 设 其 交 
AH H. H HINE a b 的 平行 线 
a „аы. 

f af b E AAM 4-20 
B itd EFH о Pi fE 8 — ЖЕН fEd' // d ,АВТ D. 

EARI EAH 的 两 侧 各 取 一 点 了 与 P', 使 PH=P'H , 连 
结 PA,PB,PD,P'A.P'B,P'D; 则 PA=P'A1PB=P'B,AB= 
AB, 所 以 ЛРАВ < AP'AB, 故 ZPAD = ZP'AD, 于 是 
APAD 名 人 P'AD1 这 样 PD==P'D, 从 而 DH | PP', 即 11 а, 
Bu | a. 

СЛАО {ИЕ ЖШ 4 2209, ERR ab 3 Ë H ffl) 
两 侧 各 取 A、4' 及 В.В, HA = НА',НВ = HB' Ж AB. 
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A'B', 则 AHAB < AHA'B', 所 以 АВ = A'B',ZHAB = 
ZHA'B'. #1 LERA Р.Ж PA, PBPA PB' W РА = 
PA',PB = PB', 所 以 AP4B 2 APA'B', 于 是 ZPAB = 
ZPAB' EFH a Rt H ЖЕ —И%4,&Ж AB, A'B' F 
D,D ,连结 PD, PD'. 因为 AHAD 2 AHA D', Щ AD = 
A'D, HD = HD' ,这样 就 有 AP4D 2 AP4' 刀 ,从 而 得 PD = 


PD', 于 是 PH | DD', 即 1 | d Willa 
тА РА ”/ 
勒 让 德 的 证 法 ”如 图 4 - 210, 在 平面 上任 取 一 点 也 ,并 与 直 


Æ 4-209 В 4-210 
Hab Жң H HEA. 延长 HD # H' ë DH' = HD. #t H' 
fEH'B // а, ЗЕ b T В. 连结 BD 并 延长 , 设 它 与 a 相交 于 AM 
AD = DB, 故 


HA: + HB = 2(HD: + AD’). 0] 
在 ! 上 任 取 一 点 Р, PA, PB PDW 
Рд? + РВ? = 2(PD' + AD. @ 


2-0,8 
(РА — НА?) + (PB*— НВ?) 三 2CPD: — HD), 
因为 PH | НА,РН | НВ, Ш PA — НА? = РВ — 
HB =PH', 从 而 有 2PH* = 2(PD' — НІ"), РГ: = PH? + 
HD: ЖЖ PH | HD, 因 此 ! 1 а. 
Ж. (ЛЕА т.да Урин а: 
线 和 平面 内 所 有 与 它 相交 的 直线 都 成 直角 时 , 则 称 此 直线 与 平面 


614 Li L rd 


成 直角 . "而 相当 于 直线 与 平面 垂直 的 判定 定理 的 命题 4 是 :如果 
一 直线 在 另 两 条 直线 交点 处 都 成 直角 , 则 此 直线 与 两 直线 所 在 平 
面 成 直角 . "这 与 通常 立体 几何 中 的 有 关内 容 不 尽 相同 ,因此 在 给 
出 的 证 明 中 也 略 有 差别 , 它 不 必 证 明 1 或 d 不 过 a 与 6 交点 五 的 
情况 . 
参考 文献 [25,pp. 110~111],[14,pp. 538—540]. 
(жж х) 
三 垂 线 定理 (Theorem of three perpendiculars) 平面 内 的 一 条 
直线 ,如 果 和 一 条 斜 线 在 这 平面 内 的 射影 垂直 ,那么 它 也 和 这 斜 线 
垂直 . 
这 定理 揭示 了 三 条 直线 之 间 的 垂直 关系 ,应 用 很 广 ,通常 称 为 
== Em. 
ЖШ 4211,91! EP e WAAR, PH 和 PA 分 别 为 平面 
а HERRAR H 和 А ФЕНИ, Н ILHA. 


¿SZ 


4-21 M 4-212 


HA PH La MA РНР, ИІ ЗРНА, LPA- 

这 定理 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 , 称 之 为 "三季 线 定理 的 道 定理 ”， 
即 “ 平 面 内 的 一 条 直线 ,如 果 和 这 平面 的 一 条 斜 线 垂直 ,那么 它 也 
和 这 斜 线 的 射影 垂直 ”这 是 因为 z 上 AL, 又 PHL AALL PN 
PHA, WiL НА. 

推论 如 图 4-212, 若 局 是 平面 “内 的 直线 ,5 是 这 平面 “的 
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ER Wa z ЕЕЖ— Р PAR a 的 垂 线 都 通过 一 定点 ， 

参考 文献 [25,pp.113—1141- 

(жя X) 

Tinseau 定理 (Tinseau's theorem) ” 设 平面 多 边 形 ( 或 一 般 的 平 

面 封闭 曲线 图 形 ) 的 面积 为 $, 它 在 互相 垂直 的 三 个 平面 上 的 正 射 
影 的 面积 各 为 Si、S:、531 则 St = S: + S? + S+. 

这 个 一 般 的 情形 是 法 国 数学 家 Tinseau(1748 一 1822) 于 1774 
年 向 Paris Academy 提出 的 . 当 5 为 三 角形 面积 的 情形 时 ,这 个 定 
理 成 为 Gua de Malves 等 已 经 知道 的 情形 , 见 简 卡尔 一 加 定理 . 

要 证 这 个 定理 ,应 先 证 一 个 引 理 : EA ABC 在 平面 a 上 的 正 
射影 为 人 A'B'C' ,9 为 平面 a 与 人 ABC 所 在 平面 的 交角 , 则 

Sarro = Saase * cos 0. 

设 平面 4 与 8 相 交 于 直线 1, 过 
B 作 BD/1 交 AC 于 DD, 再 作 AP11 
(АР | BD), BD F H,ik Ë P № 
垂 足 ,连结 4P, 则 A'P 11. 

#E B'D'/ l, AP 于 H', 交 
A'C'F DW A'H' LB D B H',D' 4-23 
# 18 H.D 的 正 射 影 ,所 以 A'H' = AHeos 0, P' D' = BD, 从 而 得 


a 58 ІУ КАН = tep + AHeos = S sasn * cos: 
园 理 可 得 Sasep = Sauen * cos f. 

2. Saare = S дав * cos 0. 

把 引 理 中 的 三 角形 推广 到 平面 多 边 形 或 平面 封闭 曲线 图 形 的 
情形 ,也 同样 成 立 . 就 是 说 ,该 平面 多 边 形 或 封闭 曲线 图 形 的 面积 
为 5, 它 在 平面 a 上 的 正 射 影 的 面积 为 5', 则 有 S' = 5соѕ 6. 事实 
十 ,对 于 多 边 形 的 情形 ;只 要 把 多 边 形 分 成 若干 个 三 角形 , 据 引 理 
就 可 得 证 , 而 对 于 封闭 曲线 图 形 , 只 要 取 它 的 内 接 多 边 形 的 面积 ， 
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当 边 数 无 限 增多 (最 长 的 边 趋 于 零 ) 时 的 极限 就 可 得 证 了 。 
， 设 平面 多 边 形 ( 或 平面 封闭 曲线 图 形 ) 所 在 平面 与 三 个 互相 垂 

直 的 平面 的 交角 分 别 为 外、 MA 

S, = Scos 0,,S; = Scos 6,,S, = Scos бу, 

2 S + 8,5 + 5, = Si(coszb + cost0, + cos?0,). 
ЕТЕН РЯ ara, a, H А 
交 于 点 0, 与 平面 多 边 形 ( 或 平面 封 闲 曲 
线 图 形 ) 所 在 平面 各 交 于 BC、CA、 
4B. 又 D 在 平面 8 的 正 射影 为 H, WJ 
АН | BC. 延长 AH Ж BC + D, W 
ДАРО = 0,, r /АОН = 0,. 同样 
ВОН = 6,,ZC0H = 0,. 车 作出 以 
он 为 对 角 线 ,三 条 相 邻 的 接 分 别 在 marhe 
OA.OB.OC 上 的 长 方 体 , 则 可 知 

cos?0, + cos’, + cos!0, = 1, 

k SA ESP QVSA =S; 

参考 文献 [25,p. 118]. 


#3) 

三 面 角 的 梅内 劳 斯 定理 (Menelaus” theorem for trihedral 
angle) 

D 三 面 角 的 3 个 二 面 角 之 和 大 于 2 个 直角 而 小 于 6 个 
直角 # 

(2) 在 三 面 角 中 ,如 果 两 个 面 角 相 等 (不 等 ) ,那么 其 所 对 的 二 

面 角 也 相等 (不 等 , 面 角 大 的 所 对 的 二 面 角 也 大 ) ,反之 亦 然 . 

上 述 定 理 都 是 梅内 劳 斯 发 现 的 - 在 (1) 的 证 明 中 实质 上 使 用 

了 补 三 面 角 的 概念 ,这 个 重要 概念 是 由 韦 达 于 1593 年 和 

Snellius F 1627 年 提出 来 的 . (2) 是 平面 几何 里 的 定理 “三 角形 

中 ,等 边 对 等 角 ( 边 大 所 对 的 角 也 大 ) ,反之 亦 然 " 在 空间 的 推广 . 
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对 于 (1), 可 在 三 面 角 S -XYZ 内 任 取 一 点 S' ,由 5' 向 这 三 面 

角 的 各 个 面 引 垂 线 S'AS B S'O , 垂 足 分 别 为 4 BC. F 

面 8'B'C' 与 SX ,平面 SIC' 4 与 SY, 平 面 S'A'B' 与 SZ 各 交 于 点 

A,B,C, W ZB'AC', ZC'BA'. ZA'CB' 

分 别 是 三 面 角 5-XYZ 的 三 个 二 面 角 的 平 

面 角 , 且 

LB'AC' + ZB'S'C' = ZC'BA' + 

LOSA = АСВ + /А4'8'В#' = 

2RtZ, 

W ZB'S'C' = 2R.Z — /В'АС', 
ZC'S'A' = 2RtZ — ZC'BA', 
ZA'S'B' = Rt Z — /А'СВ!. 

但 ZB'S'C'、ZC'S'A'、ZA'S'B' 是 三 面 角 S'- A'B'C' 的 三 个 

ий. 4804, 

2. 0 < 2RtZ — /В'АС 十 3RtZ — /С'ВА' + 2RtZ 

— ZA'CB' < 4RtZ, 

2RtZ < /В'АС' + /С'ВА' + АСВ < 6RtZ, 

所 以 ,三 面 角 $ - XYZ 的 3 个 二 面 角 之 和 大 于 2 个 直角 而 小 于 6 

个 直角 . 

对 于 (2) , 先 考察 三 面 角 的 面 角 相等 的 情形 , 显然 ,如 果 相 等 的 

面 角 都 是 直角 ,那么 所 对 的 二 面 角 也 都 

是 直 二 面 角 , 且 必 相等 . 这 样 就 可 分 相等 

的 面 角 为 锐角 或 钝 角 来 研究 . 三 面 角 S - 

ABC 中 , 设 面 角 ZASB = ZASC < 

90°. 在 SA 上 任 取 一 点 卫 , 作 PH 平面 

BSC 于 万 ,再 分 别 作 HD | SB T D, 

НЕ | SC 于 ,连结 PD,PE, 则 PD L 

SB,PE | SC, 所 以 ZPDH 与 ZPEH 


图 4- 215 
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各 是 以 SB 与 SC Ht — Wi fi ЖИ Ж.Ш RtAPSD з 
RtAPSE, 可 推出 КЕДРРН < RIAPEH, 所 以 ZPDH = 
РЕН ,从 而 可 知 面 角 人 ASC 与 ASB 所 对 的 二 面 角 相 等 
34 ZASB = ZASC 2 90 时 ,可 反 向 延长 S4 HSA, FE 
在 三 面 角 S - A' BC 中 有 ZA SB = /А'5С < 90° ,所 以 其 所 对 的 
二 面 角 相等 , 因为 相等 的 二 面 角 的 邻 补 二 面 角 也 必 相 等 ,也 就 是 说 
三 面 角 8- ABC hii fa ASB, Z ASC 所 对 的 二 面 角 相等 - 
用 类 似 的 方法 可 以 推出 : 车 三 面 角 的 二 面 角 相 等 , 则 其 所 对 
的 面 角 也 相等 
再 考察 三 面 角 的 二 面 角 不 等 的 情形 . 
三 面 角 S- ABC 中 , 设 二 面 角 4- SB-C 
大 于 二 面 角 忆 -SC - 4, 现 作 二 面 角 C- 
SB-D$F MM B - SC - А, SAC 
F SD, M| ZBSD = ZDSC, R Z BSD + 
ZDSA>ZBSA, 所 以 /С$А > 
ZBSA. 
至 于 三 面 角 中 , 面 角 大 的 所 对 的 二 面 角 也 大 , 则 可 用 反 证 法 
жї. 
参考 文献 [25,pp, 122——124],[13,р.170],[11,р. 135]. 
《 郑 君 文 ) 
空间 Desargues 定型 (Desargues' theorem in space) 不 在 同一 
平面 上 的 两 个 三 角形 A4BC 与 人 A'B'C' ,如果 它 们 对 应 顶点 的 连 
线 A4'、,BB' 和 CC' 交 于 一 点 9, 则 其 对 应 边 AB 和 A'B'、BC 和 
BC ,CA 和 C'A' 的 交点 了 ,QQ,R 在 同一 直线 上 ,反之 亦 真 . 
空间 和 平面 的 Desargues 定理 ,是 于 1648 年 发 表 在 
Desargues 的 朋友 Abraham Bosse 所 著 4 运 用 Desargues 透视 法 
的 一 般 讲解 ) 一 书 的 附录 中 , 原 书 打算 用 通俗 方法 讲解 Desargues 
的 一 些 实用 方法 , Desargues 对 两 个 三 角形 在 同一 平面 ( 见 平面 几 
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何 部 分 ) 与 不 在 同一 平面 的 两 种 情形 ,都 证 明了 正定 理 及 其 逆 定 
理 ,显然 空间 情形 的 证 明 比 平面 情形 的 证 明 简单 . Desargues 在 证 
明 该 定理 前 , 先 引入 了 无 穷 远 点 和 无 穷 远 直线 ,这 样 就 不 必 分 两 直 
线 平行 与 相交 的 情况 . 本 定理 是 射影 几何 中 的 重要 定理 . 

设 和 ABC 与 人 4'B'C 的 对 应 顶 
点 的 连 线 交 于 〇 点 ,因此 AB 和 A'B' 

在 同一 平面 上 . 

因为 直线 AB 和 4'B 分 别 在 平 
H ABC 和 平面 A1B'C' 上 ,所 以 它们 Y 
的 交点 卫 必 在 这 两 平面 的 交 线 1 上 . 
AR, RQ 也 都 在 直线 1 上 ,所 以 P、 
R.Q 三 点 同 在 直线 上. 

反之 ,由 于 АВ 与 А'ВЗ 已 ,从 而 确定 了 一 个 平面 a， 所 
以 直线 4A4' 与 8B' 同 在 平面 a 内 , 设 它们 相交 于 点 O. 

又 BC 与 B'C' 相 交 于 @,AC У АСЕТ R, 它 们 分 别 确定 
ТЖ АЯУ, НА BB' 与 AA' 各 在 平面 有 与 7 内 ,所 以 BB' 
与 44' 的 交点 口 在 8 与 7 的 交 线 CC' 上 , 即 仿 ABC 与 A4'B'C' 对 
应 顶点 连 线 44' ,BB" 和 CC' 交 于 点 O. 

参考 文献 [25,р.128],[11›рр. 337~340], [4,p. 176, 
p.182],[24,p. 179]. 


(ех) 
塞 瓦 - 卡 诺 定理 (Ceva-Caraot theorem) H 4 、B' .CI、D 分 别 
是 空间 四 边 形 ABCD 各 边 上 的 点 , 则 这 四 点 共 面 的 充 要 条 件 是 
42 | EE СС .DD _, 

АВ ВС Ср A - 
该 定理 为 梅内 劳 斯 定理 在 空间 的 推广 ,是 卡 诺 (L. N. M. 
Carnot, 1753 ~ 1823) + 1803 年 得 到 的 ,实际 上 塞 瓦 早已 知 
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ЖТ. 
如 果 如,B'、C'、,D' 四 点 共 面 , 则 А'В' 
与 C'D' 或 者 平行 或 者 相交 . 如 图 4- 219, 若 
A'B'//C'D , 则 它们 必 都 平行 于 4C, 于 是 
ЗЛ Св СЕ _ ZD 


如 图 4- 220, 若 水 B 与 CD 相交 , 设 p 
其 交点 为 也, 则 直线 AC 也 必 通 过 已 点 , 据 


„АС BE CO .DD i 

Е. HE BE PA `° 

反之 , 设 A 和,B'.C' 三 点 确定 的 平面 与 AD 相交 于 D" 点 ,根据 
刚才 的 证 明 , 有 


В 4 - 220 


раи 
再 与 E 知 条 件 人， 各 6 (C, рр 


ЮГ” _ DD 
на. ТА DA 


Br D 5 DESAT ABC DAAI H. 


推论 1 BAA A 4391382 B] n ЈЕ AAA, $ 
MERAN) MR 个 点 共 面 的 充 要 条 件 是 
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AA, , А, , ЉАЈ 

АПА: АГА, АЈА, 

该 推论 是 卡 诺 于 1806 年 得 到 的 . 卡 诺 还 把 梅内 劳 斯 定理 中 的 

“直线 ?或 “ 槛 截 线 "扩展 到 “任意 的 闻 次 代数 曲线 ", 见 其 所 著 的 《 横 
截 线 论 )(Essai sur la theorie des transversales ,1806). 

推论 2 A ШЖ А',С'# AB.DC 成 等 


= (— 1). 


比 ,B8',D' 分 BC、AD 成 等 比 ， җа = ТС, me 25° 
A'C' 5 B'D' 在 同一 平面 上 ,反之 亦 真 . 
这 推论 是 Lery 于 1828 年 得 到 的 : 
推论 3 如 果 空 间 四 边 形 的 四 边 切 于 一 个 球面 ,那么 四 个 切 
点 共 面 . 
该 推论 是 Durrunde + 1811 年 至 1816 年 得 到 的 . 
参考 文献 【25,pp.130 一 132,p.181],[13,p. 423]. 
(же х) 
юш A 00 #1 E Е 38 (Feuerbach's theorem of coplanar 
points) HAA A An Ans An As #10 4=А,А,Ч„у=1,2,3, 
4,5), 则 该 五 点 共 平面 或 共 球面 的 条 件 是 
0 sd dy da а 
d O da d dy 
dat dẹ O dw d =0. 
dat аг dè 0 do 
da’ а’ du? d. 0 
该 定理 是 费 尔 巴 哈 发 现 的 ,但 采用 的 不 是 行列 式 的 形式 , 饥 莱 
用 行列 式 的 形式 证 明了 该 定理 ,发 表 在 Cambridge Math. Journal 


2(1847) E. 
设 点 А, = ИЛЕК (zy z) a У) згу 
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22, Ууда = mj + уу, + 520.) = 1,2,3,4,5) ; 则 五 点 А, 
AnA AnA 共 球面 或 共 平面 的 条 件 是 
SF ЕР 
Ули & 3 S 
Ушул а жс ast [0] 
Ia l у x 


ОР 
由 加 ,得 


| 


所 以 有 
1 1 1 1 ii 
Уа Da Da Da Da 
ӧд eR 086 | 加 


2, I ЛЖИ 200 一 2 和 


Фер —2 „027 —Əw. —2 
®ч@г шит зн. AH 
Dat >) — Z5)zz = Jaag) = 2, 
所 以 
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| da dy ар о 
在 平面 的 情形 ,就 有 
о аг dy аг 
ар 0 ДУ да 
е 
dat аё ағ о 
把 它 展开 整理 后 得 
Za dutdu * dutdu * 4„=%0. 


它 实质 上 就 是 托 勒 密 定 理 或 直线 上 四 点 的 欧 拉 定 理 . 
参考 文献 [25,pp.253—2541]. 
(#8) 


(二 ) 多 面体 


多 面体 的 庞 斯 莱 定 理 (Poncelet's theorem of polyhedron) 设 两 

个 四 面体 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 , 则 对 应 面 的 交 线 在 同一 平面 上 . 

该 定理 的 逆 命题 也 成 立 . 我 们 称 这 样 的 两 个 四 面体 是 透视 的 
或 配 景 的 ,它们 对 应 顶点 连 线 的 交点 叫做 透视 中 心 或 配 景 中 心 ,对 
应 面 的 交 线 所 在 平面 称 为 透视 面 或 配 景 面 . 

该 定理 是 庞 斯 全 于 1822 年 得 到 的 , 它 是 平面 几何 中 
Desargues 定理 的 推广 . 

若 四 面体 ABCD 与 四 面体 4'BC'D' 的 对 应 顶点 的 连 线 交 于 
ОЖ. ВСУ ВС.СА Б C'A! AB + А'В',рд 5 D'A', DB 
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5 D B'.DC 与 D'C' 都 各 在 同一 个 平面 上 , 设 它们 的 交点 分 别 为 
XYZ U,V W. 因为 平面 ABC 与 平面 4.B'C 的 交 线 包 含 点 X， 
Ү.2,6 DAB 与 平面 DA'B' 的 交 线 包含 起 UV、Z, 所 以 它们 
有 公共 点 Z, 即 这 两 条 交 线 相交 , 同样 可 证 ,其 余 各 对 应 面 的 交 线 
都 相交 . 由 此 可 知 , 这 两 个 四 面体 各 对 应 面 所 成 的 四 条 交 线 的 任意 
两 条 都 相交 ,所 以 这 四 条 交 线 在 同一 平面 上 , 
参考 文献 [25,pp.148—149]. 
x) 
草 尔 刚 定 理 (Gergonne's theorem) ”由 面体 的 一 个 二 面 角 的 内 
《或 外 ) 平 分 面 ,内 (或 外 ) 分 对 楼 所 成 两 线段 与 其 两 个 邻 面 面 积 对 
应 成 比例 . 
该 定理 是 葛 尔 刚 于 1812 年 得 到 的 , 见 Annales de Math. 
Vol. 3. 本 定理 可 看 做 平面 几何 中 的 三 角形 内 角 ( 或 外 角 ) 平 分 线 
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性 质 定理 在 立体 几何 中 的 推广 
设 面 PAB 是 四 面体 ABCD i—i f 
АВ 的 内 平分 面 , 它 与 棱 CD 交 于 点 P, W 
点 了 到 面 ABC 的 距离 与 到 面 ABD iE р 
离 相等 ,并 记 为 ， B 
„ СР _ Бакр _ Var _ h * Saase 
* PD Same Van =”lu * ŠAA8D 


k 94 图 4- 222 

aa 

对 于 四 面体 的 一 个 二 面 角 的 外 平分 面 的 情形 ,可 同样 证 明 ， 

推论 四 面体 中 会 于 一 点 的 三 个 二 面 角 , 若 其 中 两 个 二 面 角 
的 内 平分 面 与 第 三 个 二 面 角 的 外 平分 面 (或 都 为 外 平分 面 ) 各 交 对 
楼 于 一 点 , 则 该 三 个 交点 共 线 . 


=, 
° 
= 


图 4=223 E 4-224 


如 图 4 一 223, 设 四 面体 ABCD 的 二 面 角 AB.AC 的 内 平分 面 
和 二 面 角 AD 的 外 平分 面 各 交 其 对 楼 于 了 ,人 Q、R, 则 据 莫 尔 刚 定 
理 ,有 

CP DQ BR _ Sa Saan ,一 Sanm _ 

PD ` QB КС Smm Sac лас 
所 以 ,由 梅内 劳 斯 定理 知 PQR 三 点 共 线 ， 

同 桩 可 以 证 明 , 如 图 4 - 224+ 四 面体 ABCD 中 会 于 一 点 及 的 


— Z Š 
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三 个 二 面 角 ABAC 和 AD 的 外 平分 面 ,各 交 其 对 楼 于 P'.Q 和 
R', 则 该 三 点 共 线 , 当然 , 它 也 可 利用 上 面 推 论 中 已 证 明 的 结论 和 
空间 Desargues 定理 来 证 . 
上 述 推论 在 平面 几何 中 也 有 相应 的 定理 . 
参考 文献 [25,pp.l137—138],[9,p. 227]. 
229) 
简 卡 尔 -加 定理 (Deseartes - Спа theorem) ”四 面体 ABCD 中 ， 
车 三 面 角 A - BCD 为 直 三 面 角 , 则 


(8 даюс) + Saan) + Saan)? = (Sase). 


该 定理 是 法 国 数学 家 加 德 ， 马 B 
К (Сиа de Malves, 1712—1786) F 
1783 年 向 Paris Academy 提出 的 ,被 称 
为 加 (Gua) 定 理 ,但 一 般 认为 它 早 已 为 
第 卡尔 及 其 闻 时 代 的 Faulhaber 
(1580 一 1635) 所 知 ,所 以 把 它 称 为 币 卡 
尔 -加 定理 . 该 定理 是 勾 股 定理 在 空间 Rira 
的 推广 - 

在 平面 BCD 内 作 BH, LDC,H, HEE MA 


с H 


($лкь)! = lene *CD?) = tar + AHP (AD: + АС?) 


1 


Тав АР Тав АС Jan an + АС?) 
= (Saan) + CS aaa)? + Sanco)", 

该 定理 也 可 用 下 面 方法 获得 . 

# AH LBH, F H ,W AH? = H,H H B, Ú. 


(S saco)? = Sanon * Š Agen, 


同样 可 得 
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(5 давс)? = Sanc * Sasco 

(5 даво)? = Sanan * Sacos 

Sc) H Saam)" (5А)? 

= (5ле F Envan F лис) = Sae = ($йжай!/ 

当然 证 明 中 也 可 不 必 作 辅 助 线 , 直 接 利 用 三 斜 求 积 公式 ,通过 
简单 计算 就 可 获 证 , 即 

(5 двор)? 

= J |‹Ав' + ACO (AB + AD) — 


(AEAT + Аё + ADi AD асе 
2 


= T[AB' + AB: - AD' + АСТ. AB: + AC + AD — AB'] 
= Sham 4 Sha А Sib 
Е Пету 
推论 ат ар AG + AD 

参考 文献 (25,р,150]. 

EEES) 
四 面体 的 重心 (Centroid of a tetrahedron) EtA TIKRI ZTE 
中 点 的 三 条 直线 交 于 一 点 ,这 点 称 为 四 面体 的 重心 . 

该 定理 是 蒙 日 于 1809 年 得 到 的 . 

Ë P.R fl Q, S 分 别 是 四 面体 
ABCD 对 楼 ABCD 和 BC、AD 的 中 点 ， 
则 PQ/ АС /58Е,РО = АС 5К, B 
以 四 边 形 PARS 是 平行 四 边 形 , 它 的 对 
角 线 PR 和 QS 在 交点 G 互相 平分 

Ë M.N AEN ACBD 的 中 点 ， 
同样 可 证 四 边 形 PMRN 是 平行 四 边 形 ， 
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它 的 对 角 线 PR 与 MN 互相 平分 ,所 以 MN 通过 PR 的 中 点 G, 
因此 PR.QS ,MN 交 于 一 点 G. 
如 果 使 用 向 量 ,那么 可 取 四 面体 ABCD 的 外 心 О 为 原点 , 设 


DÄ, P R 4H ABCD 的 中 点 , 则 GE 上 20 次 -二 2 


HGA PR NN MOG- EEEE, 
同样 , 设 G'.G" 分 别 为 QS、MN 的 中 点 , 则 
a+Ë-+ a+#+¿+2 
tt o itita 
KA С' CREAT G, 即 三 双 对 棱 中 点 连 线 交 于 G A. 
参考 文献 [25,p. 138]. 
(жя) 
Commandino 定理 (Commandine’s theorem) ”连结 四 面体 的 每 
一 顶点 与 其 对 面 重心 的 四 条 直线 交 于 一 点 G, 且 被 G 分 为 3 与 1 Z i. 
意大利 数学 家 F. Commandino(1509 一 1575) 于 1565 年 得 到 
了 该 定理 . 
设 G 和 Gi 各 是 四 面体 ABCD 的 面 BCD 与 面 ACD 的 重心 ， 
M 是 楼 CD 的 中 点 , 则 д 
м. _ MG, 1, 


кё 
ЕВ" 
X 


< 84 
Ë G H AG, 和 s 的 交点 , 则 м 
бо _ 06:_ 1 
AG BG a" 
因此 ,BG; 通过 以 3 : 1 内 分 线段 AG, 的 分 
ÄG. 
Ë G; A С, & Ж1Ш ABD 和 面 ABC 的 重心 ;同样 可 证 CC:、 
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DG, WTN G A. 
因为 四 面体 ABCD 每 双 对 棱 中 点 的 连 线 都 通过 G, B k G T 
分 ,所 以 G 是 该 四 面体 的 恒心 . 
由 本 定理 可 得 如 下 推论 ， 
C1) 通过 四 面体 的 每 一 棱 与 其 对 校 中 点 的 六 个 平面 ,都 通过 
该 四 面体 的 重心 . 
《2) 通过 四 面体 三 个 面 的 重心 的 平面 平行 于 第 四 个 面 ,其 组 
成 的 三 角形 的 面积 与 第 四 个 面 的 面积 之 比 为 1 : 9. 
《3) 由 四 面体 的 四 个 面 的 重心 所 组 成 的 四 面体 的 体积 ,是 原 
由 面体 体积 的 2 
参考 文献 [25,pp, 138—139],[13›р. 518]. 
(EE ES) 
RA Ж (Monge point) 通过 四 面体 各 楼 的 中 点 , 且 季 直 于 各 自 
的 对 楼 的 六 个 平面 共 点 ,这 个 点 叫做 四 面体 的 蒙 日 点 ， 
该 定理 是 蒙 日 于 1811 年 发 现 的 , 见 Correspon dance sur 
l'Ecole Polytechnique Vol. 2. 
四 面体 ABCD 中 ,P f Q E— WH AB 和 CD ЮФ. 8С 
是 PQ 的 中 点 4O 是 该 四 面体 的 外 心 ,连结 OG 并 延长 至 M, 使 
GM = 06, 则 PM // OQ. 
因为 OC=DD, 所 以 OQ | CD,# PM | CD. tiap P B 


垂直 于 CD 的 平面 必 包 含 PM WRF А 
面 通过 点 M. 
同 理 可 证 ,其 他 通过 一 楼 的 中 点 且 。 ”以 、Q 
垂直 各 自 对 楼 的 五 个 平面 也 都 通过 
M 点. B Q 
该 定理 也 可 利用 向 量 来 证 . 取 四 面 С 


体 ABCD 的 外 心 0 ARR BOA= 25, 图 4- 228 
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P 5 AB MA MOP WEE, MN P EEFC NEAN 
яз, 


@- a). l 7— 
因为 二 | 一 全 | = |E |= 11,907 EEEE +2 д 
足 这 平面 方程 . 设 G 是 四 面体 ABCD 的 重心 ( 见 蒙 日 定理 ), 则 
00-210 Sit OG 在 这 平面 上 。 
жё+Е+ё+4_ бю N MM 在 OG 的 延长 线 上 ,上 且 GM=0G, 
即 点 以 在 过 了 HEEF CD 的 平面 内 - 
同样 可 证 ,< 汪汪 Et 者 满足 通过 其 他 一 核 的 中 点 且 季 让 寺 
各 自 对 楼 的 平面 方程 ,也 即 它 们 都 包含 点 M. 这 就 是 说 ,过 一 楼 中 
点 且 徘 直 于 它 的 对 楼 的 六 个 平面 交 于 点 MCR B д). 
由 上 可 知 , 四 曾 体 的 外 心 ,重心 和 蒙 日 点 共 线 ,通常 称 这 直线 
为 四 面体 的 欧 拉线 
参考 文献 [25,pp.140—141],[13,p. 434]. 
Z) 
Mannheim Ë 理 (Mannheim's thecrem) 设 H, 是 四 面体 
48CD 各 面 的 垂 心力 是 相应 面 上 的 高 线 , 则 由 H. 与 G=1,2， 
3,4) 所 确定 的 四 个 平面 相交 于 蒙 日 点 M. 
该 定理 是 法 国 数学 家 V. М. А. Mannheim (1831 — 1906) + 
1895 年 发 现 的 , 见 Journal de Math. elementaire. 
Ў A4' 是 四 面体 ABCD 的 面 BCD БА C h) O.G 和 
于 分 别 是 它 的 外 心 ` 重 心 和 黎 日 点 ,Di.Gi 和 已 , 各 是 ABCD 的 外 
心 .重心 和 垂 心 , 则 OO, | З BCD. 
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又 设 G 和 M' 各 是 G 和 М 在 平面 
BCD 上 的 正 射影 , 则 因 OG=GM, 所 以 
OG'=G'M'. 

因为 G1、G、A4 三 点 共 线 ,所 以 С. 


С.ли, E 
GG _GG 1i 
СА GA 37 
X O,G,H, 是 ABCD 的 欧 拉线 , н. к жы 
О» „1. 
GH, 2' 
POI CA ӨНҮ | 31, - 引 :|=- 引 = 一 
-me'aa Ho (111-4113) 


Ж БЕЯ Эў JOE ЖЕ КЁ жй, A, M, H 三 点 共 线 . X N 
ММ' 44' 同 垂直 于 平面 BCD, 所 以 MM' // AA', 因 此 由 Ад’ 
(BD h) fü H, 所 确定 的 平面 必 包 含 MM ,也 即 它 通过 M A. 

同样 可 证 ,加 Hih 与 Hsk 与 H, 所 确定 的 三 个 平面 也 
都 通过 M S. 

参考 文献 【25,p.141J,[13,p.434]， 

《 郑 君 文 ] 
Durrunde 定理 (Durrunde's theorem) 四 面体 的 各 棱 与 一 球 相 
切 的 充 要 条 件 是 三 双 对 棱 的 和 相等 . 

该 定理 是 Durrunde 在 Annales de Math. 5(1814~5) 中 给 出 
的 , 它 可 看 做 平面 几何 中 “四 边 形 内 切 于 一 圆 的 充 要 条 件 是 其 两 双 
对 边 的 和 相等 "这 一 定理 的 推广 . 

如 图 4 - 230, 若 四 面体 ABCD {4% AB.BC.CD.DA. AC, 
BD 与 一 球 相 切 于 点 P.Q.R.S.M.L,WJ 

АР = АМ = AS = p, 

ВР = BL = В) =, 
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CQ=CM =CR =r, 

DR = DL = DS =з, 

Л AB+CD=p+q+r+ 5, 

АС + Вр = p+r+qg+ s, 

Ар + ВС = р+у+ғ +9, 
即 三 双 对 楼 的 和 相等 ， 

反之 , 若 四 面体 ABCD 中 ， АВ + 
CD=4C+BD=4D 十 BC, 则 4B 一 
AC = BD — CD. 现 设 人 A4BC 的 内 切 回 


切 BC 于 X, 于 是 有 BX = 1(ВС + АВ 一 4C), 所 以 BX = 


В 4-230 


F (BC + BD — CD). жж X X š ABCD 内 切 加 的 切 点 .同样 


可 证 , 切 于 其 余 各 楼 的 切 点 也 是 相 邻 的 面 的 内 切 圆 的 切 点 
如 图 4-231, 过 点 区 分 别 在 面 ABC 与 
面 BCD 作 BC 的 垂 线 , 则 各 通过 其 内 心 D' 
与 如 ,于 是 BC 上 | 平面 A'XD', 所 以 平面 
A'XD' 垂 直 于 平面 АВС 和 平面 BCD. 名 过 
点 D' 和 4 分 别 作 平面 ABC 与 平面 BCD 
的 垂 线 d 与 a, 则 直线 2 与 a 部 在 平面 4 
XD' 内 ,所 以 它们 必 相 交 、 
同样 可 证 ;过 人 4BD 的 内 心 C' 作 平 
E ABD HER с. j а Җ 4 相交 . 这 就 是 说 ,a.d.c 是 不 在 同 
一 平面 上 且 两 两 相交 的 三 直线 ,所 以 它们 必 交 于 同一 点 O. 同样 
可 证 ,过 A4CD 的 内 心 B' 作 平面 ACD 的 垂 线 b, 也 必 与 a.d Ж 
于 同一 点 0; 即 直线 a.5,csad 交 于 同一 点 0, 易 知 点 O 到 各 面 内 
切 圆 的 切 点 的 距离 都 相等 ,可 见 各 切 点 都 在 球面 O 上 . X OX L 
BC 所 以 BC 是 球 口 的 切线 ,从 而 可 推 得 四 面体 ABCD 的 各 楼 
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都 与 以 O 为 球 心 .OX 为 半径 的 球 相 切 . 
参考 文献 [25,pp. 180—181]. 
( 郑 君 文 ) 
Bang 定理 (Bang's theorem) 四 面体 内 切 球 切 于 各 面 的 切 点 ， 
对 着 每 双 对 楼 所 张 的 角 相等 
该 定理 是 Bang 于 1897 年 得 到 的 , 见 Tidsskrift for Math, 
р. 48 S. White, Bulletin of A. M. S. 14 (1907—8), 
设 四 面体 ABCD 的 内 切 球 ,分 别 切面 BCD, ACD, ABD 和 
АВС FA T..T,.T, fl Ta WJ АТ, = AT,,BT, = ВТ,, 


Г. AABT: 2 ДАВТ,, 
2 ZAT,B = ZAT,B = u. 
同样 可 证 


ZCT.D = ZCT,D= u, 
ZBT,C= ZBT,C =v, 
ZAT,D= АТР = v, 
ZATIC = ZATE = w, 
ŽŻBT D= ZBT,D = ш. 14-232 

АХ u+utu=u+u+u =w фои 
=u! + z! + w = 360°, 
афшин ш =з Еш, 
< u= xT. = Wi = u. 


参考 文献 [25,p. 180]. 


(HEX) 

Roberts 定理 (Roberts” theorem) 在 四 面体 各 柜上 任 取 一 点 ， 

再 过 一 顶点 和 通过 这 一 顶点 的 三 棱 上 所 取 的 点 作 球 , 则 所 作 的 四 
个 球 交 于 一 点 . 

该 定理 是 S. Roberts 在 以 On certain tetrahedron specially 

related to four spheres 为 题 的 一 文中 给 出 的 , 它 载 于 Proceedings 
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of the London Math. Sos. 12(1880—1881),p. 117 上 .本 定理 是 平 
面 几何 中 相应 的 定理 “在 三 角形 各 边 上 任 取 一 点 ,过 一 顶点 与 通过 
这 顶点 的 两 边 上 所 取 的 点 作 圆 , 则 所 作 的 三 个 贺 交 于 一 点 ”( 见 
Miquel 点 ) ,在 空间 的 推广 - 

下 面 的 证 明 出 自 Roberts 本 人 .这 之 后 ,Neuberg 给 出 解析 证 
明 ,刊载 在 Messenger of Math. 13(1884) 上 , 1903 年 ,Haskel 又 对 
该 定理 作 了 推广 . 

如 图 4- 233, 设 Bs( 即 Bx) 是 四 面体 AAAA 的 楼 AA 上 
的 一 点 人 .ji 一 1,2,3,4) ,过 А,В Ba Bu WARRI С, 等 , 即 
Ai Bi Bi Bu)» 
Ba Ba Bn)» 
Ass Baus Bs Ba) 
CEA, Bu Bus Ba), 


则 面 A1A:4 与 球 Ci, Cas Ca 相交 于 图 СА, В, Bis), (A;, Ва, 
Ba) 《As,Bis,Bn), 据 平面 几何 中 与 其 相应 的 定理 知 ,这 三 个 贺 交 
于 一 点 Du 也 即 这 三 个 球 C..C..C, ZFA D.. 同样 CisCssC, 三 
个 球 交 于 一 点 Di CnC Ci 三 个 球 交 于 一 点 DiC CnC 三 个 球 
交 于 一 点 D. 考察 通过 А, 的 球 C,, 它 与 三 个 面 各 相交 于 一 个 图 ， 
这 三 个 圆 有 一 公共 点 44, 且 两 两 还 有 一 公共 点 Bi, Ba Ba HH 
分 别 通过 点 D..D..D.. 
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ЖШ 4 - 234, А, 为 极点 建立 球 极 射影 , 则 球 С, 上 的 点 ,就 
变换 成 过 A, 的 直径 另 一 端点 且 切 于 球 C, 的 平面 * 上 的 点 ;而 分 
Ж Da D:D; КСА, BuBu), CA. Bus Bu), (Ais Bus Bu) W 
变换 成 直线 Bu Di B'u. Bu Di Bu', Bu! ЮВ 38 С, Ek А, 
的 圆 (D,, Bus D.) (Das Bus Р). С, Ви, р т ЕН 
су, В’, ру), С ру, Вы, 01), (р, 
Bys Di) , 据 平面 几何 中 与 其 相应 的 定理 
知 ,这 三 个 圆 相交 于 一 点 E , TE ЕЕН 
C, ERNA E EEA Dr В, 
Di) s (Das B, D.). (Di, Bu, Da) 36. 
ЧА Е С.С. 上 ,所 以 五 
是 球 Ci.Ci.C 的 公共 点 ,因此 C..C,.C.. 
C 四 个 球 相交 于 点 E. 

参考 文献 [25.рр.194—196]. 


(жх) 
Ferriot 定理 (Ferriot's theorem) ЗЕЕ 
线 都 通过 它 的 垂 心 . (两 组 对 靶 互 相 垂 直 的 四 面体 叫做 垂 心 四 面体 
或 正 交 四 面体 . 乘 心 四 面体 的 四 条 高 线 交 于 一 点 ,这 点 叫做 该 四 面 
体 的 垂 心 .值得 注意 的 是 ,一 般 四 面体 的 四 条 高 线 不 交 于 一 点 .就 
是 说 , 它 不 能 从 三 角形 的 三 条 高 线 交 于 一 点 直接 推广 得 到 ) 
该 定理 是 Ferriot F 1811 年 得 到 А 
的 , 雅 可 比 于 1834 年 再 次 发 现 了 它 . £ 
在 四 面体 ABCD ф, в AB 与 н: ү 
CD 互相 垂直 , 棱 AC 与 BD 互相 垂直 / 
N 4 与 BC 也 互相 垂直 - £ 
过 A 作 平 面 BCD WER AHH, c 
жед, H, 为 ABCD юз. й 图 4- 236 
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BH, 与 CD ЖЕТЕ, СР LPH ABE, fi WPi АВЕ 1 平面 
ACD. 在 平面 ABE 内 作 BH, | АЕ F Hı, % AH, T H, M| 
BH, | 平面 ACD, 所 以 H 为 垂 心 四 面体 ABCD 的 垂 心 , 它 也 是 
ЛАВЕ {Ж >. # ЕН 与 АВ XF Е,Й ЕЕ LAB, X EFL 
Ср, EF Ж AB 与 CD HAER, ЖИЕ 
ÙH. 
同 理 可 证 ,其 余 各 组 对 楼 的 公 垂 线 也 通过 该 四 面体 的 垂 
ÒH. 
参考 文献 [25.p.155]. 
(#22) 
Temperley 定理 (Temperley's theorem) 垂 心 四 面体 的 垂 心 和 
蒙 日 点 重合 , 且 其 外 心 . 重 心 和 垂 心 共 线 . 该 线 称 为 四 面体 的 欧 
拉线 . 
垂 心 四 面体 的 外 心 、 重 心 和 垂 心 共 4 
线 , 是 由 Temperley + 1881 年 得 到 的 . 
É H J E t NA ABCD HE 
&,#Ш ABH 与 楼 CD 相交 于 E, W| в р 
CD зй АВЕ, ATIA H 的 平面 
АВЕ HMI AB (Fj rh E £ Ñ + 
它 的 对 楼 CD 的 平面 . 因此 ;这样 六 个 
平面 的 交点 M 即 为 蒙 日 点 . 又 这 六 个 AAT 
平面 都 包含 如 ;可 见 这 交点 M tb BË Et ТАЗЕ Н, Br 
以 该 四 面体 的 莹 日 点 与 垂 心 重合 ; 
从 四 面体 的 蒙 日 点 的 证 明 中 得 知 , 垂 心 四 面体 的 外 心 ,重心 和 
ELHA. 
如 果 利 用 Mannheim EM, ШЕ (> 1ш {& 00 УЖ AAE 
合 是 显然 的 , 这 是 因为 蒙 日 点 是 自 该 四 面体 各 顶点 引 的 高 线 与 其 
各 自 对 面 上 的 重心 所 确定 的 四 个 平面 的 交点 ;而 这 四 个 平面 当然 


с 
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各 包含 高 线 ,其 交点 H 5 M RG. 

参考 文献 [25,p. 155]. 

(HEL) 
十 二 点 球 (Twelve points sphere) ”在 垂 心 四 面体 中 ， 

0) 各 棱 中 点 和 各 组 对 校 公 垂 线 的 垂 足 , 共 十 二 个 点 在 同一 
个 球面 上 ,这 个 球 称 为 第 一 种 十 二 点 球 ; 

(2) 四 条 高 线 足 、 各 个 面 的 重心 以 及 把 顶点 与 该 四 面体 甜心 
的 连结 线段 分 成 2: 1 的 四 个 分 点 , 共 十 二 个 点 同 在 一 个 球面 上 ， 
这 个 球 称 为 第 二 种 十 二 点 球 . 

第 一 种 十 二 点 球 是 Lewis 和 Temperley 于 1881 年 发 现 的 ,第 
二 种 十 二 点 球 是 Prouhet 于 1863 年 得 到 的 ,后 者 是 平面 几何 中 九 
点 图 在 空间 的 推广 . 

Q) # K.L.M.N 是 垂 心 四 面体 ABCD 的 楼 AB、BC、CD、 
DA 的 中 点 , 据 四 面体 的 蒙 日 定理 ,KM 与 LN 的 交点 G 是 这 四 面 
体 的 重心 . 

ЮМ KL// АС,1М// BD, X. АС 
与 BD EHEH, MA KL L LM, Мй 
四 边 形 KLMN HEP BI K .L.M. 
МЕШ G 为 球 心 .GK 为 半径 的 球面 p 
上 .同样 AC 与 BD 的 中 点 P 与 Q@ 也 
在 该 球面 上 . 

垂 心 四 面体 ABCD 各 面 上 的 九 点 
圆 , 就 是 它 与 球 G 的 交 线 ,因此 各 面 的 
九 点 圆 与 楼 的 第 二 个 交点 即 为 其 高 线 足 , 它 们 都 在 该 球面 上 . 

但 从 Ferriot 定理 的 证 明 中 可 知 , 垂 心 四 面体 各 组 对 模 公 垂 线 
的 垂 足 就 是 各 面 上 的 高 线 足 * 所 以 每 组 对 棱 公 短线 的 垂 足 在 球 
СЕ. 

(2) 设 0.G 和 已 是 垂 心 四 面体 ABCD 0 TOMED, 
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O..G, A H, E ABCD 的 外 心 ,重心 和 
垂 心 , 则 OG, Hi 同 在 一 直线 上 ， 
GEBI=20G,, 且 该 直线 是 垂 心 四 面体 
ABCD 的 欧 拉 线 在 平面 BCD 上 的 
HE. 

过 GH 的 中 点 M. 作 平面 BCD 
HER, XOH + T, W ñ OG=GH, 


ст= 6н 4 GT=}06. 


XAG: GG=3: 1U GT //0A Ai GiT =} 0A=}R 
(R 为 四 面体 ABCD 外 接 球 的 半径 )， 

GIT ӊ AH, + Н, СТ=НТ=НүТ = R. 
АН + H'H=OT : TH=2 : 1 所 以 GE 五, 在 以 T 为 球 
дот 为 半径 的 球面 上 ， 

同样 可 证 把 四 面体 ABCD 的 其 余 三 个 面 上 的 重心 , 它 的 高 线 
足以 及 各 自 顶点 和 四 面体 垂 心 H 所 连结 的 线段 分 为 2: 1 的 分 
点 :都 在 以 了 为 球 心 ,证 R 为 半径 的 球面 上 ， 

由 上 可 知 , 第 二 种 十 二 点 球 的 球 心 了 ,在 垂 心 四 面体 的 欧 拉线 
КУНОб+бТ+ТН=3›112. 

参考 文献 ，[25,pp.182 一 184]， 

(жж) 
阳 马 求 积 今 有 阳 马 , 广 五 尽 , 过 七 尽 , 高 八 尺 , 间 积 几何 ? 

这 是 ( 九 章 算术 ) 卷 五 “ 商 功 "的 第 15 88. 

阳 马 是 底面 为 矩形 ,一 条 侧 棱 季 直 于 底面 的 四 棱锥 . 

因为 四 校 锥 的 体积 是 等 底 等 高 四 棱柱 体积 的 三 分 之 一 ,所 以 
阳 马 的 体积 公式 是 , 广 ( 宽 ) 碌 (长 ) 相 乘 ,以 高 乘 立 ,三 而 一 . "本 题 


ЛИ ЖЛ 639 


答案 是 93 тал. 

这 个 公式 是 怎样 得 来 的 ? 数学 家 刘 微 在 本 
题 的 注释 中 给 出 了 创造 性 的 推导 证 明 ， 

首先 介绍 几 个 概念 ; 将 长 方 体 以 对 角 面 为 
截面 , 斜 训 成 两 个 全 等 的 几何 体 称 为 童 墙 ( 如 图 
4 - 240); 将 童 堵 再 次 斜 剖 得 到 的 两 个 几何 体 一 
个 称 为 阳 马 , 另 一 个 称 为 鉴 历 ( 音 nao)( 如 图 4 
241): 


mt ич 
图 4- 241 
其 实 , 效 墙 是 三 棱柱 , 阳 马 是 由 校 锥 ， 


而 鉴 夺 是 个 四 面体 , 它 的 表面 是 四 个 直角 Чы 
三 角形 . К 


ARA ГН ГЕНА 
EHE Е — MEAE 
ж— 4 % N. н Ik h Ж, и H Ж) J 


EP ARABE SA Ah s IS rR е Н Ru 3 W b 
就 随 着 被 前 分 (如 图 4-242). 

这 时 可 以 看 到 : 阳 马 中 包含 着 两 个 小 阳 马 以 及 一 个 小 立方 
EABAR. 而 两 个 小 闭 堵 可 以 合成 一 个 小 立方 体 . 就 是 
i, RE ИА A Л ЛЕ» Ж АЗ h (Ж; ЇЇ ЖЕЙ t {0 
АЛУ АИТ ЛЕН, ЛАНГ А А — 
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个 小 立方 体 , 就 是 说 , 蜂 剖 分 后 包含 着 两 个 小 鉴 旺 和 一 个 小 立 
方 体 . 当然 ,这 时 的 一 个 小 阳 马 和 一 个 小 鉴 肝 全 起 来 还 是 一 个 小 
ОШИ 4 - 242 的 左上 角 和 右 下 角 ). 如 果 暂 不 考虑 小 阳 马 和 
小 束 哇 ,那么 阳 马 的 体积 与 阁 肝 的 体积 之 比 就 是 2 : 1. 刘 徽 指 
出 ,这 种 剖 分 可 以 在 左上 角 和 右 下 角 的 相关 小 效 堵 里 继续 进行 
下 去 , 阳 马 与 敖 腾 的 体积 之 比 仍 是 : 1. 如 果 将 这 种 剖 分 无 限 进 
行 下 去 ,直至 “ 弥 细 ”,“ 至 细 日 微 , 微 则 无 形 ”, 细 微 的 阳 马 和 整 鹏 
都 到 可 以 忽略 不 计 的 时 候 , 阳 马 与 整 肝 的 体积 之 比 仍 是 2 : 1, 是 
“不 易 之 举 也 "于 是 

Vus = V ga:V ea = ЗУ 

Var = 2V ma = SV am 


1 
Vas = gar 


从 而 可 以 得 到 一 般 公式 , 同 (等 ) 底 同 (等 ) 高 的 欠 体 是 柱 体 体 
вю. 
刘 徽 用 极限 的 思想 方法 推 证 出 阳 马 的 体积 ,是 个 了 不 起 的 数 
学 贡献 ,他 的 这 个 方法 被 称 为 “ 阳 马 术 ” 
参考 文献 (1.р.167]. 
(нж) 
SERA SHAE F SERM EEEE 
丈 , 问 积 几 何 7 
本 题 是 4 九 章 算术 ) 卷 五 ^ 商 功 "的 第 4 


18 Bi. 
Ж (mng), ЗР. АЕ, ERNE > 
的 草 维 , 是 我 国 古 算 中 研究 的 一 种 几何 4 
体 ( 如 图 4 一 243): 下 底 是 矩形 ,上 是 一 П 

ЗНА И В ЕВ — шу; 
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形 和 两 个 全 等 的 等 厢 三 角形 . 
ажай: V 一 L (2b + dah. ЖО abd h АИ 
JF FE, LEMN. 
ЖАПАЙ ЕТ ЕЕ ЕЖЕН ЖОНЕ ОНИ ЛИН 
ПОТЕ DIS ж). 
本 题 答案 是 了 一 5 000 立方 尺 . 
参考 文献 [1,p. 169]. 


gt) 
SERR SAART LEELEE FMN. AE 
X. 问 积 几何 ? 
本 题 是 ( 九 章 算术 ) 卷 五 “ 商 功 "的 第 


19 Ж. 

刍 童 是 我 国 古 算 中 常 研 究 的 一 类 几 Z 
何 体 . 它 是 上 、 下 底 均 为 矩形 ,四 面 都 是 等 ЕГ! 
а ЕЗ 1373-3205 жы * 

点 )( 如 图 4 - 244), 是 拟 柱 体 - 图 4= 244 

刍 童 的 体积 公式 是 


V = оь dja + (2d + с] 


其 中 cd.a.b 和 及 分 别 是 刍 童 的 上 下 广 、 奏 和 高 ， 
这 个 公式 可 以 通过 用 平行 于 高 的 截面 将 刍 童 分 解 成 几 个 长 方 
ЛН BREE E. 
本 题 答案 是 26 500 立方 尺 . 
参考 文献 [1,p,170]. 
ERE) 
RERA SARR F AR E E REIRRK AR: 
FREER. 问 积 几 何 ? 
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本 题 是 ( 九 章 算术 ) 卷 五 * 商 功 ” 的 第 来 广 


苹 除 是 一 种 医道 形体 ,是 我 国 古代 EJ 


土建 工程 中 常用 的 一 种 五 面体 : 三 面 是 
等 展 梯形 ,两 侧面 是 直角 三 角形 (如 图 F 
4-245). 

КВИН Е.К ЕГ, 
URR хижа т. 

ЗЕВС ЕГЕ хх Ж. 

FERRER UHR. 

欧洲 曾 把 羔 除 体积 公式 当做 是 法 国 数学 家 勒 让 德 改 现 的 ( 见 
勒 让 德 定理 ), 实际 上 ,我 国 最 迟 在 1 世纪 就 正确 应 用 了 

参考 文献 [1sp. 168]. 


图 4-245 


(иж) 
四 面体 体积 的 欧 拉 定理 1 (Euler theorem 1 for volume of 
tetrahedron) ”四 面体 4BCD 中 , 设 ZBAC = a.ZCAD = B, 
ZDAB =7,8 = +“ 十 8 十 7), 并 设 
sin? А = 1 — cos! а — cos? 8 — сов? Y + 2сов ecos сох У 
= 4sin Ssin(S — а)віп(5 — A)sints — 7), 
则 该 四 面体 的 体积 V 为 
V = Тав + AC - Арып A. 
该 定理 是 欧 拉 于 1752 年 (Nouiy Comm. Peter, ,4) 给 出 的 ， 
在 四 面体 ABCD 中 ,自己 向 对 面 ABC 作 高 DH, 设 DH 为 
h, 


1 
V= ТАЗ. 
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É ZHAD = 0,W|h = ADsin b: R. А 


Sase = 二 AB + АСыпа, 
1 K, 
z, V = LAB: АС. ADsin asin 6, 


Ф 
ЖОН fE AB MER HK, EEH 
下, 连结 DK, 则 DK | АВ. 
s. АК = ADeos 7, 
i ZHAK = w 则 
АК = AHcos w = ADcos бсоз w, 
7. cos Y = cos cos w, @ 
设 ZHAC = 以 ,同样 可 得 
cos 8 = cos beos w, XE w + w = a. @ 
` sin? asin? 0 = (1 — cos? а)(1 — cos? 0) 
= 1 — cos? а — cos? йіп? a, 
тё @ ж @,# 
cos! бвїп? а = cost sin (w + af) 
= cos? б(соз* w! H- соз? ш — 2cos’ асов? w 十 2sin wcos wsin w 
сов @) 
= соз? Ë + cos? У — 2cos: #сов асов а/ (сов acos а/ — sin asin w! ) 
= cos? Ё + cos* У — 2cos pcos 7cos a, 
Л. sint asin? б = 1 — cos? а — cos? @ — cos? У 十 2cosocos pcosy 
== а +Е соз 2а) Д (cos 22 + cos 27У] + 2cos atos eos 7 
= — [соз* a + сов(# + T)cos(8 — YY] + cos a[cos(8 + 7) 十 


cos(8 — 7)] 
= — [соза — боз(# + 7) ][сов а — cos(8 — 7)J 
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i 


= in EEEn tn ete ee 


= 4sinSsin(S — а)віп(5 一 В)віп(5 — У), 
即 sin? А = sin? asin’ 0,38 sin А = sin asin Й, 
把 上 式 代 人 四 ,得 
V = ТАВ AC + Арыш A. 
该 定理 也 可 以 利用 向 量 来 证 . 
ЖА HRA AB ACAD E 
ВОВ ЕЦ mn A 


v= 11,30, 


= 4AB- АС. AD| O, mi). M 4-247 
IE 1 m. nf JY 8 fk k РА cos acos аз сов ascos B, cos Йу. 


сов scos 7, ‚сов 7; ‚соз 7, , FER 


соза, соха, соза, |? 
1 туя) |2 cos 8, cos, сов 8, 

cos cos, сов Ў, 
Cosa, cosa, сова, cosa, cos, cos7, 
cos B, сов, сов A, • |cosa, cos В, cos "А 
cos соз 7, сов 7; соза, cos Ё; cos7, 


За teosta Feosta; 898 cos Pt cos асов Й, “cos cos 7,-reos aeos 7, 

СОКА Sat Q 十 Ens асоз B, сов acos 7, 

= |05 mcos 局 十 cg acos B, 
+cos асов д, 


0 ‚| ag, “Os Picos 0, сов соз 7, 
ТАА, ау 
| оз сов 7, + сов acos 7, соз бусоз 7, + сов Acos Y, 


амен еа Boa 7, соз'У, +-cos'7, +-соз'У, 


к ЕК 545 


| 1 cosa cosy 


cosa 1 cos 


соз? cosB 1 
一 1 十 2cos acos #соз Y— соз? а — соз? 8—соз* 7 
== 4віп Ssin(S—a)sin(S—)sin(S—7). 

2. у= АВ “AC + ADsin А. 

参考 文献 [25,pp.142 一 143]. 

Е 29) 
四 面体 体积 的 欧 拉 定 理 2 (Ешег theorem 2 for volume of 
tetrahedron) 用 四 面体 的 六 条 楼 长 表示 它 的 体积 , 

该 定理 是 欧 拉 提 出 并 解决 了 的 , 见 Memoires де petersbourg 
(1758), 但 给 出 的 体积 公式 没有 使 用 行列 式 . 为 简便 起 见 ,下 面 对 
这 四 面体 体积 公式 还 介绍 用 行列 式 表达 р 
的 形式 和 证 明 . 

设 四 面体 DABC 的 六 条 楼 长 为 
DA=I,DB=m,DC=n,BC=a,CA=b, 


AB=c, Ñ DH=h,lJ 4& 5 
у= da дь М 
BERRRAR A у 


ер Q 


= ти ай аву 
因此 ,用 六 条 楼 长 表示 四 面体 的 体积 只 要 设法 用 六 条 校长 来 表示 


高 五 
连结 НА,НВ.НС,# HA=z,HB=y,HC=z, 则 
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дї = P — ht, yt = mt — ht, = m — М. 


这 里 H.A.B.C 是 同一 平面 上 的 四 点 ,县 它们 之 间 的 距离 存在 着 
一 定 关系, 从 而 就 可 利用 它 消去 +、y,z, 求 出 的 表达 式 ， 
设 ZBHC = a,ZCHA = B. A 
ZAHB = Y,a + B + У = 360°, 
ip 03 
тае x” 
2zz 
m+ 
2zy 
而 cos! a- сов? 3 + cos? Y 


cos # = 


cos У = 


K 1 Ж сеа j Leos 
= 1 + cos(a + #)сов(а — B) + соз? Y 


= 1 + соз У[сов(а — B) + cos(a + 2)] 


= 1 + 2сов acos Bcos У, 


+ cost y 


(Ot + zt — att 
Ая 
= + z! а?) + :* — P')(2? Бу? aeh: 
A yx? 


再 化 成 Baz? — y) G — z) — Dae + — at) + 
ape =0. 这 里 УЈаба? 一 у) (z — z!) = a*(zt — y) (a — 
а?) 十 大 (太一 27) (у? — z) + (t — д8) 20 — y) Ф. 

Ha = P КАЕ, 

Daw + t а — Уа — m) (Ë — n!) 一 аро 


k= М 
Уа te — a) 
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= Z ае + — ap — 


Da т) — nb) — ate |, 
ЕТ 2887: = [Dee TT 
Da mye — n) — ate]. 
上 述 等 式 的 右边 可 用 行列 式 表示 ,于 是 得 
% $ + 1 


10 г 
ОБЕ |3: F 0 < P|. 
t w. Z а 
i лй a d 
利用 行列 式 来 求 ,可 设 Cziyvs) 为 四 面体 AAAA 的 顶点 
А, 的 坐标 , 棱 A,A, 的 长 用 duli j=1,2,3,4dy=d RR Wl 


100 0 %|* 
l => ж | Ë жй % 
пук 00и S = 1 £ jp 5 
я М 0 3 2, 3 а 
экз а x 
ii p sw a | 
Dla V| j о wo 
=—|01 m % m|+|0 z л m 2, 
É l z э з |0 3r 9 N 
0б 1 FoP 过 | Ü <“ nny 
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0 1 1 1 1 

1 De Ула Dazn Daz 
=—|! Dan Уа Узе Bar|, 

1 Dsn Jam Da Dak 

р San, еле Daa DA 


这 里 Da sn Hy Ба, Done rit + уу, +z $. 
把 上 面 行列 式 的 第 2.3.4.5 行 各 乘 以 一 2, 再 把 第 一 列 乘 以 


1 
-7# 
0 1 1 1 1 
1 一 2 了 mi 一定 mz Dan -Drin 
averi (2) 1 一 也 mm -2 -2an -2 Dn 


1 -Dan Jar 2) -Dn 
1 Dan -Dan Ула 2) 
ьатто Dar Dat, У). 
ze 各 加 到 第 2.3.4.5 行 ,再 把 第 一 列 分 别 乘 以 > zi、》 zz、 
217. У) zi 各 加 到 第 2.3.4.5 列 ,并 注意 到 
YaaD ant У)? = Уа) = (j=1, 
2,3,4), 于 是 就 得 到 
г ЯУ т 
1 0 df dit d? 
288V2= 1 dn? 0 dy а, 
1 d dẹ 0 аг 
1 da dat dẹ 0 
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这 就 是 所 要 求 的 结果 ， 
当然 也 可 根据 四 面体 体积 的 欧 拉 定理 1 来 求 , 即 在 四 面体 
DABC 中 , 设 人 ADB = 0, ZBDC = p, ZCDA = w, W 


у= {imn ‚ л — УЈсок'9 + 2cos бооз peos ш, 


即 367° = тп] — У) 050 + 2cos соз p cos w), 


P + mt — e m ++ n! a 


把 cosl = — — cos g= чө ЯП сов ш = 


tU 代 和 人 上 式 ,再 通过 复杂 的 计算 也 可 得 到 所 求 的 
结果 ， 

当 VY 一 0 时 ,就 成 为 平面 上 四 点 间 焉 离 的 关系 式 , 它 和 空间 五 
点 间距 离 关系 的 拉 格 朗 日 定理 的 形式 是 一 致 的 . 

再 者 使 用 同样 的 方法 ,可 以 得 到 相当 于 海伦 公式 或 三 斜 求 积 
公式 的 人 ABC 的 面积 公式 
GI l 
+ ТЕ AR 9 
rea 1 
а g 

参考 文献 [25,pp.247—248],[16,p. 282],[21,pp, 312— 
316]. 
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四 面体 体积 的 Servois 定理 (Servois’ theorem for volume of a 

tetrahedron)” 设 四 面体 的 一 组 对 楼 的 长 为 4 与 a' ,它们 之 间 的 距 
离 为 ,所 成 的 角 为 0; 则 该 四 面体 的 体积 为 


у= 天 aaasin 8. 


该 定理 是 法 国 数学 家 F. J. Servois(1767—1847) + 1810 年 发 
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现 的 . 
四 面体 ABCD 中 ,对 楼 AB 和 CD 
的 长 各 为 4 与 a', 分 别 过 C.D 作 AB че, д 
178 CE, DF, Ñ CE= DF= AB. ЎА 
W 4 到 平面 CDE 的 距离 等 于 异 面 直 
线 4B 与 CD 之 间 的 距离 di ZECD № Ë 2 
AB 5 CD 所 成 的 角 , 即 Z ECD = 0. 
因为 四 面体 ABCD 与 四 面体 
ACDE {4% АВС 和 AEC 的 面积 相等 ， 
高 又 相同 ,所 以 它们 的 体积 相等 ,而 四 面体 ACDE 的 体积 等 于 


Td Saco PM 


В 4-250 


1 1 1 ; 
у= 34 "Sacos = 34 + gersin 0 


= Tag dsin 8, 


推论 定 长 线段 ABCD 分 别 在 异 面 直线 m 上 移动 , 则 其 
所 构成 的 四 面体 4BCD 的 体积 为 定 值 . 
该 推论 为 施 秦 纳 于 1810 年 所 发 现 . 
参考 文献 [25,p. 142]. 
(ж#х) 
Lévy 定理 (Ltvy's theorem) Ж M.N 各 是 四 面体 一 双 对 校 上 
按 同一 比 m: n ЙЧ АБЕ MN 的 平面 也 把 该 四 面体 分 成 体积 
H m : n 的 两 部 分 
该 定理 是 Lévy 于 1828 年 得 到 的 * 见 Correspondance Math. 
et Physique Vol. 4, 
在 四 面体 ABCD 中 , 设 M.N 各 是 对 棱 AD、BC 上 的 点 , 且 
AM: MD=BN : NC=m : n. 
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过 MN 的 平面 截 四 面体 ABCD, Ë A 
其 截面 为 MQNP, 所 分 成 的 两 部 分 的 体 
REH V 与 了, 则 


V, = Vanya + V anrus 2 d 
Ў, = Уай F Kaiten = 
N 
因为 了 4awnw _ = Ф 


Урам n 


又 据 四 面体 体积 的 欧 拉 定理 1, 得 
Vasna _ BA- BN + BQ mBQ 


V, ` = 
ТА Ya n- BD-CP 
在 空间 四 边 形 BCAD 中 , 据 塞 瓦 一 卡 诺 定理 的 推论 2 之 逆 定 


理 , 得 
ВО _СР . В СР 


QD ВАЎ Вр СА 
14 т 
ий, тя © 
由 加 与 加 ,得 Ai V;=m : n. 
参考 文献 [25,p.145J. 
(#82) 
Mention 定理 (Mention's theorem) Ж ABCD 中 ,以 AB 


为 棱 的 三 面 角 记 为 4 等 ,而 BCD 上 的 高 记 为 等 , 它 的 体积 记 
为 7; 则 
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АВ. _ 2$лҗо°5лмс BW 
= зу игл 
АВ- Ф 
оаа 
_ AC: BD А 
sin А ып £b 
— 36v? р, 

ыы 

该 定理 是 Mention + 1859 年 得 到 p Б 
的 , 见 Nouvelles Annales de Math. 

(1) 从 也 点 向 平面 АВС HER 
DH, H №, DH =ha. ЎН WE 
AB HER НР,Р HER Æt PD, 
则 ZHPD 为 二 面 角 AB 的 平面 角 : 


sin Ap- ED _ HD: AB _ HD + AB 
5 Pp 2 Рр- AH mw 


a) 


В 4 - 252 


> AB 25 
“sinAB hiha 
(2) #4) 
ВС , AD _ Аав лсо ларла 
эш Ё sin Ар Ba 
_ SaaS anos ларв$ларс * Ады _ ЗБУ? 
ЗУ? ‚АДЫ ШЇ 
同样 可 证 
ABCD _ зу? 
sin ДН віп С ААА" 
AC.BD _ 36V: 


эш Аза р hhh 
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参考 文献 [25. рр. 145—146]. 
(жех) 
Crelle 定理 (Crelle's theorem) ta Mab HH „с с 8 E 
四 面体 ABCD 三 双 对 校 的 长 , 它 的 外 楼 球 半 径 为 R, 体 积 为 了 . 若 
全 表示 以 aa'、bb' ,cc 为 三 边 的 三 角形 面 A 


9. T=6RV. 7 AN 

该 定理 是 德国 数学 家 A. L, Crelle 2 Š 
(1780~1855) 给 出 的 , 它 发 表 在 1821 年 / 

А Sammlung Math. Aufsätze F. В р 
下 面 的 证 明 出 自 德国 数学 家 K. G. C. 

уоп Staudt (1798 ~ 1867)， 见 Crelle's єс 
Jour. 57(1860). 

Ж ВС = а,АР=а',АС =b,BD = 14-253 
P.AB=c,CD = с'.3{ B,CD AER i АВ,АС,Ар ат 
PPa Pail p AA А ХР, И 

р = AP, + АС = AP, + AD = AP, : AB. 

ЖО 为 四 面体 外 接 球 的 球 心 ,AO 与 平面 P.P.P, 交 于 点 E, 

УЖО ТЯ Е, А) AO З 已 PiP;, 所 以 
p= AP, + AC=2R АЕ. @ 

再 设 四 面体 АР,Р,Р, 的 体积 为 V', 则 据 四 面体 体积 的 欧 拉 

定理 1, 得 
W _ AP, - AP, + АР, 
V “© АВ.АС-АР` 


而 AP. a = АРУ Б = AP, sa! = p, @ 
„и P 
ar @ 


又 AAPP; со ДАСВ,ДАР,Р, оз AADC, AAPP, о 
АВР, 
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» PiP: _ АР, PiP, _ AP, P,P, _ АР, 


а ТЫ a Ж & 


再 由 加 得 


由 此 可 知 ,人 PiPsPs 与 以 aa'\ce'、 抽 为 三 边 的 三 角形 相似 ， 
з 
Абама = T лш 


但 因 АЕ | ЗЕ Р,Р,Р;, 
А ДЕ. р 
У = GAE бань, = Эт * T. 
е ЁК А®@®.# 
Р 1. 
был = Барат ТУА Зр? = АЕ ҮТ, 


再 把 © 代 人 上 式 ,得 
6R ДЕ +V = АЕ +T, i Т = 6RV. 
参考 文献 [25,pp.143—144]. 
(HE) 
勒 让 德 定理 (Legendre’s theorem) WEHEN R, FFI 
下 底 为 公共 底 , 上 底 各 项 点 为 顶点 的 3 个 三 棱锥 的 体积 之 和 . 
该 定理 是 勒 让 德 于 1784 年 得 到 的 . 
ER = tE ABC - 4'B'C' 分 割 成 3 个 三 楼 锥 В'- ABC、B'- 
A АС Ж В'- A'CC', 
Y BB // АА',г. BB' // ЖЩ А'АС, 
+ Уве = Va pav 
Vago = весе. 
而 三 棱锥 B - A'AC 即 为 三 棱锥 4'-ABC, 三 棱锥 8-A'CC' 即 为 
= A'- BCC'. 
ТАА! СС", л. АА' // ЖЩ В'СС', 


È ы нү лб, 
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又 三 棱锥 4 - BCC' 即 为 三 棱锥 C'- ABC, 
因此 
Vacar = Vya + V ear + Ус-авс- 

三 棱柱 为 截 三 棱柱 的 特殊 情形 ( 即 平 
面 4'BIC' /平面 ABC), 所 以 三 棱柱 的 休 
积 ,等 于 以 其 下 底 为 底 , 上 底 一 项 点 为 顶点 
的 三 楼 锥 体积 的 3 倍 . 由 此 就 可 从 三 楼 柱 
的 体积 公式 导出 三 棱锥 的 体积 公式 . 

推论 截 三 棱柱 的 体积 ,等 于 直 截 面 
的 面积 和 侧枝 的 算术 平均 数 的 乘积 , 

截 三 棱柱 ( 羡 除 的 体积 公式 , 早 就 载 于 我 国 ( 九 章 算术 ) 中 ,并 
广泛 应 用 于 实际 , ВЖ. 

参考 文献 [25,pp.161—162],[16,pp. 92—93]. 


Z) 
Blondat 定理 (Blondat's theorem) Ж НЕТ, THER 
面 的 面积 与 两 底面 重心 间距 离 的 乘积 - 
该 定理 是 Blondat 于 1811 年 得 到 的 ， 
RI А.А, А, ДАНА 
Ж = AAA -A'A A AAA 
Al Al Af ‚== АДАА. — АТА. ГА, Ë 
СС n НТЛ ЕШ О, 
Сабо Gih Gr С EM 
底面 所 分 成 的 三 角形 的 重心 ; 则 СС', 
GG G, IG, 都 与 它 的 侧 校 平 行 . 
WEB IEE RI B18,…B,, 它 被 
ART AB.B,B..- AB B. B. ЕВН A A,A, ААА 
的 体积 为 V... Zt AA А, - AYA. A E F Ж 
V. MJ 
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V, ТОЛА + AAY ААУ) ° Sanan 


V. САДАИ + A. A... + AAA) + Sasa, n. 


W JAA +AA БАА = GG, 


T(AA + AnA, HAAJ) = б.б, 
FURRE АА-А АЛАА 的 体积 为 
V= GG * Sanaa, + >= + 6s, "бавда 
GIG * Sanga, + = + бубу * Sano, ty 
7 


X GG'= 


Баана а ақа sx 
V = GGS aoua, + set Sana, а) 
一 GG' + S. 
这 里 5 Н ТЕО ТА. 


推论 ” 截 棱 柱 的 体积 ,等 于 其 一 底面 的 面积 与 另 一 底面 的 重 
心 到 这 底面 的 距离 之 乘积 . 
参考 文献 [25,p.162],[16,pp.274—275]. 
(9) 
多 面体 的 欧 拉 定理 (Eujer’s theorem of polyhedron) i mi 
KHERA F MANY VRA E M 


ЕФУ= Е 2. 


KRF 1750 年 发 表 了 上 述 结果 ,第 二 年 给 出 了 一 个 证 明 , 他 
原来 的 问题 是 要 给 多 面体 分 类 ,由 于 要 用 该 定理 ,从 而 引起 了 他 的 
注意 . 实际 上 在 1639 年 笛 卡 尔 就 知道 了 该 定理 ,这 是 由 莱 布 尼 欧 
于 1675 一 1676 抄 自贡 卡尔 一 份 未 发 表 的 手稿 为 世人 所 知 的 ,但 笛 
卡尔 没有 给 出 证 明 ， 
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下 面 介 绍 柯 西 和 勒 让 德 对 本 定理 所 给 出 的 证 明 . 

柯 西 于 1811 年 给 出 了 该 定理 的 证 明 , 大 意 如 下 : 

设想 多 面体 是 空心 的 ,其 表面 由 薄 橡 皮 做 成 . 把 它 切 掉 一 个 
面 , 再 将 剩 下 的 表面 进行 形变 ,直至 使 它 铺 在 一 个 平面 上 , 于 是 由 
这 些 顶 点 与 楼 构成 的 平面 网 络 中 , 它 所 包含 的 顶点 数 与 棱 数 ( 即 边 
数 ) 与 原来 多 面体 所 包含 的 相同 ,而 多 边 形 的 数目 则 比 原 多 面体 的 
面 数 少 一 个 ,所 以 只 要 证 明 V 十 F 一 E 二 1 就 好 了 - 


КА” 


图 4 一 256 


把 这 个 平面 网 络 剖 分 为 三 角形 网 络 , 即 若是 多 边 形 的 就 渗 置 
对 角 线 ,直至 都 是 三 角形 为 止 . 由 于 添 一 条 对 角 线 ,就 增加 一 个 面 
和 一 条 边 ( 棱 ) ,而 顶点 数 保持 不 变 , 所 以 V 十 一 E 的 值 在 剖 分 前 
后 相同 . 

再 看 这 个 三 角形 网 络 ,有 些 三 角形 只 有 一 条 边 ( 棱 ) 在 边界 上 
(如 入 ABC 中 的 4C)， 则 去 掉 这 条 边 就 减少 一 个 面 和 一 条 粹 ,而 项 
点 数 没有 改变 ,所 以 V 十 F 一 到 的 值 与 原来 未 去 掉 边 前 的 相同 ;有 
些 三 角形 有 两 条 边 位 于 边界 上 (如 和 DEF 中 的 FD、FE), 则 去 掉 
这 两 条 边 , 就 减少 两 条 楼 ,一 个 面 和 一 个 顶点 ,这 样 V 十 FR 一 的 
值 仍 保持 与 原来 的 相同 . 按照 这 样 逐 次 去 掉 边 界 上 的 三 角形 的 边 ， 
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直到 最 后 剩 下 一 个 三 角形 为 止 . 这 时 它 具 有 三 条 核 、 三 个 顶点 和 一 
个 面 ,所 以 V 十 F 一 EE 的 值 与 3 十 1 一 3 相同 , 即 V 二 FF 一 E=3 十 1 一 
3 二 1 也 就 是 V 十 f=E 十 1. 

勒 让 德 于 1794 年 利用 向 径 投影 证 明了 该 定理 ,大 意 是 ; 

在 凸 多 面体 的 内 部 任 取 一 点 O р 
为 球 心 , 取 单位 长 为 半径 作 一 球面 ， 
则 用 向 径 投 影 将 多 面体 表面 映射 到 
球面 上 , 即 以 O 为 端点 和 多 面体 上 任 
一 点 工作 成 的 射线 Oz, 与 球面 有 且 
只 有 一 个 交点 y, 这 里 y 就 是 工 的 像 ， 
于 是 多 面体 所 有 面 的 像 ,就 不 重奏 地 
盖 满 整个 球面 ,每 个 面 的 像 就 是 该 球面 上 的 一 个 球面 多 边 形 , 因此 
该 多 面体 就 投影 成 这 球面 上 的 F 个 球面 多 边 形 、E 条 校 (球面 多 
边 形 的 边 ) 和 VV 个 顶点 ， 

设 第 j 个 球面 多 边 形 为 nj 边 形 , 它 的 内 角 是 G=, e, 
п), Q, 则 据 球面 多 边 形 的 面积 公式 得 


"i 
Q,= Da — o — 2)x, 


= 


+ к, т, 
х е = Оа a] 
я т] 


САГ 


А 
Е ВУ сок 


іа = 


жа Уо, 是 下 个 球面 多 边 形 的 面积 和 ,因为 它们 不 重 委 地 普 满 


[А È ЕМ 
整个 球面 ;所 以 УО, = 4л. | Уа, | 是 所 有 球面 多 边 形 的 内 
角 和 ,也 就 是 围绕 站 不 顶点 所 有 那些 角 的 和 ,而 围绕 一 个 顶点 的 各 
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个 角 的 和 为 2r, 所 以 > 1( > Yu) = 2xV. Yn 是 所 有 球面 多 边 形 


= = 
ғ 

BARZA CEE ЕО ВТ хул, = 2лЕ, 因此 得 
= 


dr = 2xV — 2xE + 2nF, 


即 V+ F=E+2. 

在 该 定理 中 , 欧 拉 没 有 对 所 给 的 多 面体 加 以 任何 限制 ,但 他 的 
证 明 仅 适用 于 西 多 面体 的 情形 . 勒 让 德 曾 对 多 面体 下 过 相当 一 般 
的 定义 ,然而 他 给 出 的 证 明 也 不 适用 于 一 般 的 多 面体 ,但 又 不 仅 适 
用 于 凸 多 面体 , 后 来 他 在 1809 年 (几何 要 
义 )( 法 文 ) 精 装 本 的 补 注 里 ,就 把 该 定理 限 rs 
制 于 凸 多 面体 . 所 以 猜想 他 曾 碰 到 过 十 
FZE+2 的 多 面体 ,为 安全 "起 见 , 把 它 撒 Ш 
退 到 了 凸 多 面体 . 首先 注意 到 这 个 问题 的 
是 瑞士 数学 家 S. А. J. Lhuilier (1750 — 
1840), 他 在 1813 年 发 表 了 如 图 4 - 258 的 Œ 4-258 
反例 等 (注意 ,中 间 小 立方 体 是 空心 的 , 即 仅 计 其 4 个 内 表面 ), 这 
里 V+F 一 E=0. 由 此 可 见 , 欧 拉 定理 只 适用 于 某 一 类 多 面体 . 

一 个 多 面体 的 表面 ,如 果 能 连续 变形 为 一 个 球面 ,那么 该 多 面 
体 称 为 零 类 多 面体 ,否则 就 称 为 非 零 类 多 面体 ,网 拉 定理 仅 适 用 
于 零 类 多 面体 

欧 拉 定理 可 推广 如 下 : 

V+F—E=2—zp. 

对 于 零 类 多 面体 ,就 是 在 p=0 的 情形 ;而 对 于 可 连续 变形 ( 即 拓 
扑 变换 ) 为 环 面 的 多 面体 (如 上 所 举 反 例 的 那 种 多 面体 ), 就 是 р 
1 这 里 2 一 2p 称 为 欧 拉 示 人 性 数 ; 

参考 文献 [12,p.267],[17,pp.305—308],[23,p. 2,10, 
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17,28],L20,p, 3,9]. 
‹(‹%# 5) 
正 多 面体 的 种 类 (type of regular polyhedron) 正 多 面体 最 多 
只 有 五 种 - 
关于 正 多 面体 不 能 多 于 五 种 的 证 明 1 见 于 欧 几 里 得 {几何 原 
本 } 第 十 三 篇 的 命题 18 的 推论 . 一 般 认 为 五 种 正 多 面体 已 为 毕 达 
哥 拉 斯 学 派 所 知 , 而 柏拉图 学 派 知 道 了 正 多 面体 最 多 只 有 五 种 ,但 
关于 正 多 面体 不 能 多 于 五 种 的 证 明 , 最 先 可 能 是 由 Theaetetus( 约 
前 415 一 前 369) 给 出 的 . 由 于 柏拉图 在 他 的 哲学 中 把 五 种 正 多 面 
体 放 到 很 重要 的 地 位 ,因此 正 多 面体 又 有 “柏拉图 体 "之 名 - 
《几何 原本 ) 中 的 证 明 , 是 运用 了 “多 面 角 的 各 个 内 角 之 和 小 于 
四 个 直角 ”这 一 定理 . 由 于 组 成 多 面 角 至 少 要 三 个 面 ,这 样 都 用 正 
三 角形 来 构成 多 面 角 , 它 的 面 只 可 能 是 三 个 ,四 个 或 五 个 ,此 时 正 
多 面体 只 可 能 是 每 个 顶点 处 由 三 个 正三 角形 拼 成 的 正四 面体 ,或 
四 个 正三 角形 拼 成 的 正八 面体 ,或 五 个 正三 角形 拼 成 的 正二 十 面 
Ж. 但 用 六 个 或 六 个 以 上 正三 角形 不 可 能 构成 多 面 角 ,否则 将 与 
“多 面 角 的 各 个 面 角 之 和 小 于 四 直角 ”这 一 定理 相 矛盾 . 再 有 每 个 
顶点 处 用 三 个 正方 形 拼 成 的 正六 面体 ( 即 正方 体 ), 而 用 四 个 或 四 
个 以 上 正方 形 就 不 可 能 构成 多 面 角 . 还 有 每 个 顶点 处 用 三 个 正 五 
边 形 拼 成 的 正 十 二 面体 ,而 用 四 个 或 四 个 以 上 正 五 边 形 则 不 可 能 
构成 多 面 角 . 显然 , 除 此 之 外 多 面体 不 可 能 都 由 其 他 的 正 多 边 形 
构成 .因此 正 多 面体 最 多 只 有 五 种 
这 里 正 多 面体 是 仅 就 凸 多 面体 而 言 的 ;并且 两 个 相似 的 正 多 
面体 属于 同一 类 . 
该 定理 也 可 仅 用 多 面体 的 欧 拉 定理 来 证 明 - 设 正 多 面体 的 顶 
点 数 为 V, 面 数 为 让 ,楼 数 为 无, 它 的 每 个 面 为 正 n 边 形 ,每 个 顶点 
发 出 m 条 棱 , 则 nF = 2E,mV = 2E, X. V + Е=Е+?2,ЖШ 
据 上 述 三 式 , 即 可 得 
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4m 


К=з Ен) = mn" 


注意 到 m,n 都 是 大 于 或 等 于 3 的 整数 ,F 是 大 于 或 等 于 4 的 整 
数 ,于 是 有 


G) 当 n = 二 3 时 ;下 二 = KE m #Ж 3.4.5,Br DA BÍ 
能 有 正四 面体 ,正八 面体 和 正二 十 面体 . 

(2) Ñ n = ав, F = :而 m 只 可 能 取 3, 所 以 可 能 有 
正六 面体 . 


O 当 = 5, F = тутту ,而 关 只 可 能 取 3, 所 以 可 能 
有 正 十 二 面体 . 
4 n > Gijom 不 存在 ,也 就 是 不 可 能 再 有 其 他 正 多 面体 . 
参考 文献 (25, рр. 167 一 168], (11,р. 54,p. 96],[14， 
p-674],[17.pp. 308—309],[15,p. 90]. 
GRE X) 
多 面体 面 的 欧 拉 定理 (Euler’s theorem for face of a 
polyhedron) 不 存在 所 有 的 面 都 是 五 边 以 上 多 边 形 的 零 类 多 
面体 . 
该 定理 是 欧 拉 于 1788 年 得 到 的 ， 
设 一 零 类 多 面体 有 VV 个 顶点 .下 个 面 和 巨 条 楼 ,如 果 它 有 F. 
个 三 角形 的 面 ,F MAER Fa 个 n 边 形 的 面 ,以 及 有 A 
个 三 面 角 A 个 四 面 角 ,… ,4 个 项 面 角 Cnwm€ (0) UN), 则 


ЕЕЕ БЕ, + F, + == + F,, 


2E = ЗЕ, + АЁ, + 5F, + == + nF,, @ 
V = А, + А, + A; + == + Ан, 
2E = ЗА, + 4А, + 5А, + ++ + тА„, @ 


且 ФЕ 2 3F, Ф 
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2E > 3V. @' 


[4 331% ® 1ШК5 @ЖФ1Ш{Ж, ТАН F + V = E+ 2. 把 它 
的 两 边 同 乘 以 2, 再 用 @ 代 入 ,得 
уолу, $a + Л) + py. 
=3F, + 4F, 十 5F + + + nF, + 4. 


AWV = 4+ F, + 2Ё, + ЗЕ, + == + G — DF, 
把 @ 的 两 边 同 乘 以 3, 再 将 四 与 上 式 代 人 ,得 


2(3Fs 十 4F + 5Fs + ++ + nF,) 
Z3[4 + F, + 2F, + ЗЕ, + ++ + (я — 2)F.], 


=. 3F, + 2F, + F, >12 + F, + 2F, + + (п — 6)F,. @ 

假设 F, = F, = F, = 0, 则 据 回 就 得 到 一 个 矛盾 的 结果 ;因此 
各 面 都 超过 五 边 的 多 边 形 的 多 面体 是 不 存在 的 

据 回 还 可 得 到 下 列 结论 : 

私 类 多 面体 如 果 没 有 四边形 的 面 与 五 边 形 的 面 ,那么 至 少 有 
4 个 三 角形 的 面 ;如 果 没 有 三 角形 的 面 与 五 边 形 的 面 ,那么 至 少 有 
6 个 四 边 形 的 面 ;如 果 没 有 三 角形 与 四 边 形 的 面 ,那么 至 少 有 12 
个 五 边 形 的 面 

参考 文献 [25,p, 166],[18,p. 215]. 

( 郑 君 文 ) 

凸 多 面体 的 柯 西 定理 (Cauchy theorem on polyhedron) 两 个 

凸 多 面体 ,如 果 它 们 的 各 对 应 面 全 等 并 且 同 样 安置 着 ,那么 这 两 个 
凸 多 面体 或 者 全 等 或 者 对 称 - 

该 定理 是 柯 西 在 拉 格 翩 日 建议 下 研究 多 面体 时 得 到 的 ,并 于 
1812 年 向 巴黎 科学 院 递 交 了 相应 的 论文 ,定理 的 证 明 以 三 个 引 理 
为 基础 ,其 中 引 理 1 和 引 理 2 是 关于 凸 多 面 角 的 ,也 就 是 关于 球面 
凸 多 边 形 的 ,而 引 理 3 则 是 关于 零 类 多 面体 的 , 它 的 正确 的 证 明 由 
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勒 贝 格 完成 .本 定理 可 看 做 平面 几何 中 “三 双边 对 应 相等 的 两 个 
三 角形 全 等 "这 一 定理 在 空间 的 推广 . 

引 理 1 设 一 球面 凸 多 边 形 ( 以 下 简称 为 凸 多 边 形 ), 除 去 一 
边 外 其 余 各 边 均 保持 不 变 , 如 果 变 动 的 边 不 是 它 的 一 边 的 各 角 中 ， 
除了 保持 不 变 的 外 都 增 大 或 都 威 小 , 且 其 多 边 形 始终 为 是 的 , 则 该 
变动 的 一 边 也 随 着 角 而 增 大 或 减 小 

可 就 凸 多 边 形 中 变动 角 的 个 数 ,进行 数学 归纳 法 证 明 . 设 变 
动 的 角 只 有 一 个 ,这 时 原 凸 多 边 形 AB…M…ST 与 变动 后 的 凸 多 
边 形 A'B' M'S" p H А'В' = АВ,В'С' = ВС, ,5'Т' = 
ST ZE = ZEB/EC = ZC, ZS = ZS. # ZM > 
“МОМ < ZM), W| A'T' > AT(A'T' < AT). ХИБ 
AM.TM 和 AM Л'М i T A'B' = AB, Z B' = ZB,- fi 
以 西 多 边 形 A'B' M 与 凸 多 边 形 4B…M 298, А A'M = AM, 
ZA'M'U = САМІ, ЙЕН Т'М = TM, ZT'M'N' = 
ТММ. ИЧАРА B T 与 ABT 中 边 角 之 间 的 关系 ， 
就 化 归 为 两 个 三 角形 人 A4'M'T" 与 A4MT 中 边 角 之 间 的 关系 , 由 已 知 
2М > км (M < ZM), À W # ХАМТ > 
ZAMT(ZA'M'T' < ZAMT) ,所 以 4T > AT (ATI < АТ). 


图 -259 


仿照 上 述 方 法 处 理 ,对 于 有 两 个 变动 角 的 多 边 形 , 总 可 以 把 它 化 
归 为 有 两 个 变动 角 的 四 边 形 即 对 四 边 形 ABCD 与 四 边 形 A' B'C' D' 
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来 考察 , 这 里 假设 4'B' = AB,B'C' = BC,C'D' = Ср,/В > 
ZB.ZC' > ZC(ZB' < ZB, ZC <<C), 且 这 两 个 四 边 形 都 是 
凸 的 , 则 A'D' > AD(A'D' < AD) (H 4 - 259 中 只 画 出 四 边 形 
ABCD). 

将 边 CD 绕 着 顶点 C 向 其 形 
外 旋转 ,如 果 {1) 当 CD 处 于 CD, 的 
位 置 时 , /В 保持 不 变 ，LBCP. = 
ZC', 且 四 边 形 4ABCD, 为 凸 的 (CDu 
图 4-260 中 未 画 出 ), 则 Ар, > 
Ар. 又 在 凸 四 边 形 ABCD, 5 А'В' E 4-260 
CD 中 ,因为 ZB' > ZABC ,所 以 АЮ > Ар,, Ë Ж 
A'D > AD. 

(2) 当 CD 绕 顶 点 C 旋转 ,在 未 达到 CDu( Z BCD, = ZC' ) 
的 位 置 时 , 它 所 形成 的 四 边 形 就 不 是 凸 的 ,在 这 过 程 中 设 B4 的 延 
长 线 与 CD 的 某 一 新 位 置 相交 于 点 Di, 这 里 点 D 满足 CD, = 
CD =C'D' # ZBCD, < ZC' .#Ср, = CD , 且 和 CB 组 成 任意 
一 个 满足 下 式 的 人 BCD，: 


ВСР, < ZBCD, < /С', Ф 


W BD, > BD, ,所 以 BD, > ВА. # BD, ЕІ ВА, = ВА = 
B'A , 则 有 
A,D,>AD,>AD. @ 
1° Ж ВСР, MEOH ZCBD, = LB' , 则 所 构 作 的 四 边 
形 A;BCD; 处 于 凸 图 形 的 边缘 上 ,并 有 
BD, < B'D' < ВА + АР. @ 
ОХА BA, = B'A' АШ > AD, HOH A'D > 
AD. 
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2° 如 果 满 足 四 的 任意 一 个 角 忆 BCD;, 都 有 ZCBD, > ZB', 
ИЖ D, 5 Da B) ВСР, = ZC' ,这 时 ZCBD,< ZB' ,于 是 同 
Ж AD > AD. 

注意 ,上 述 推理 中 对 于 所 构 作 的 四 边 形 处 于 凸 图 形 的 边缘 上 
(极限 位 置 ) 时 ,可 用 常态 凸 四 边 形 代 震 它们 , 即 对 于 去 掉 等 号 的 不 
等 式 包 和 加 将 是 相同 的 ， 

假设 变动 角 小 于 ntnEN) 时 该 引 
理 成 立 , 现 证 变动 角 为 # 时 也 成 立 , 即 
若 在 凸 多 边 形 ABST 和 A'B 
5S'T'( 各 记 为 P 和 P') 中 , 除 AT 和 pl 
2'T' 外 其 余 各 边 顺 次 相等 , 且 除 之 及 
RLA LT 和 LT' 以 及 相等 的 角 外 ， 图 4 一 261 
其 余 志 个 角 前 者 都 小 于 或 都 大 于 后 者 , 则 AT < AT 或 АТ > 
А'Т'. 仿照 上 面 方法 处 理 , 不 失 普 遍 性 ,可 设 ZB < В, ZS < 
ZS' ,连结 BS 和 B'S', 则 将 多 边 形 和 P' 各 分 为 两 部 分 ,其 中 
一 部 分 是 凸 四 边 形 ABST 和 АВТ. ЖЕШ 
BC…RS 与 BGR'S'. 因为 ZABS < /В' 一 ZSBC = а, 
ZTSB< ZS' 一 人 BSR = В ,所 以 可 按照 上 述 的 一 种 情形 处 理 ， 
即 不 改变 边 ARB 和 ST 的 长 度 而 增 大 顶点 在 B 和 5 的 角 ; 用 另 一 
个 凸 四 边 形 Q@,( 或 在 凸 图 形 边 绿 上 的 图 形 ) 代 替 四 边 形 ABST, fE 
得 这 个 四 边 形 在 点 B 和 5 处 的 钊 分 别 取 小 于 或 等 于 = 和 0. R: 
中 至 少 有 一 处 等 式 成 立 , 于 是 АТ, > АТ. 由 于 凸 四 边 形 Q, 与 
凸 多 边 形 BC…RS 一 起 构成 一 个 新 的 凸 多 边 形 A,BC--RST,, R. 
ES PR AT АТАШ, ХИВ = LB' 和 
ZS = ZS' 之 中 至 少 有 一 个 成 立 , 这 样 除 志 4 MZA ZT, 和 
ZT' 以 及 相等 的 角 外 ,其 余 至 多 只 有 n 一 1 个 角 前 者 小 于 后 者 ,所 
以 据 归纳 假设 有 AT, < A'T ,因此 AT <А. 

引 理 2 设 一 凸 多 面 角 的 各 面 角 都 保持 不 变 , 且 对 于 这 多 面 
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角 的 两 个 不 同位 置 , 凡 二 面 角 增 大 的 , 它 的 楼 记 以 “十 "号 , 减 小 的 
记 以 "一 "号 , 若 按 一 定 方向 绕 多 面 角 一 周 , 则 至 少 有 +4 次 变 号 

因为 球面 多 边 形 的 边 和 角 之 间 的 性 质 ,可 推 得 相应 的 多 面 角 
的 面 角 和 二 面 角 之 间 的 性 质 ,反之 亦 然 ,所 以 据 引 理工 就 可 推 得 : 
“如 果 多 面 角 中 除 一 面 角 外 其 余 各 面 角 都 保持 不 变 , 与 变动 的 一 
面 角 不 相 邻 接 的 各 二 面 角 中 ， 除 相等 的 外 都 增 大 或 都 减 小 , 且 多 
面 角 始 终 保 持 为 凸 的 , 则 该 变动 的 面 角 也 随 着 增 大 或 减 小 . " 因 
此 , 按 一 定 方向 绕 多 面 角 一 周 , 必 有 一 些 变 号 ,否则 由 于 它 的 各 二 
面 角 都 增 大 或 都 减 小 , 且 除 一 面 角 外 其 余 各 面 角 都 保持 不 变 ,于 
是 这 一 面 角 也 必 增 大 或 减 小 ,显然 这 与 已 知 相 矛 盾 . 其 次 , 变 号 
的 次 数 必 为 偶数 ,这 是 由 于 计数 完毕 时 , 绕 多 面 角 一 周 又 回 到 了 
起 始 的 符号 的 缘故 . 最 后 , 变 号 的 次 数 不 能 为 2, 就 是 说 ,相应 于 
这 多 面 角 的 球面 多 边 形 ABCDEF 不 能 把 它 分 为 两 组 (如 ABC、 
DEF) ,使 得 前 面 一 组 互相 连结 都 没有 符号 ( 指 角 相等 ) 或 带 * 十 ” 
号 ,后 一 组 都 没有 符号 或 带 “ 一 "号 ,否则 将 第 一 次 发 生变 号 的 两 
顶点 C、 卫 之 一 与 第 二 次 发 生变 号 的 两 顶点 A.F 之 一 相连 结 ( 如 
连结 DA), 据 引 理 1,4D 作为 多 边 形 ABCD 的 边 是 应 该 增 大 ;而 
作为 多 边 形 DEFA КТЕ ХНЛ. РЈ АЕ. НЕ 
号 的 次 数 至 少 为 4. 

设想 把 一 个 零 类 多 面体 任意 拿 掉 一 些 校 ,如 果 项 点 不 属于 被 保 
留 下 来 的 任何 一 条 棱 , 则 认为 它 也 是 被 去 掉 了 ,这 样 保留 下 来 的 棱 
把 多 面体 的 表面 分 成 若干 区 域 . 所谓 区 域 就 是 由 一 面 或 几 个 面 组 
成 ,如 果 所 有 的 面 能 从 一 个 到 达 另 一 个 而 不 穿 过 保留 下 来 的 棱 , 则 
看 做 属于 同一 区 域 ,否则 就 认为 属于 不 同 区 域 . 注意 ,一 条 保留 下 
来 的 棱 可 以 不 是 两 个 区 域 的 界线 ,如 当 一 条 核 至 少 具有 一 个 自由 端 
点 ( 即 没有 别 的 被 保留 的 楼 以 这 点 为 端点 ) 时 ,都 是 这 种 情形 、 

下 面 的 引 理 ,是 多 面体 欧 拉 定 理 的 推广 ， 

引 理 3 设 一 零 类 多 面体 取消 掉 一 些 棱 , 若 被 保留 的 棱 数 为 


AA +%#Л% 667 


E' ,被 保留 的 顶点 数 为 V' CR S ЕДЕ У — Е > 2. 

Ш, FEIE Jr ЖЕ, НИ Ж fr А ОН, И {ЕШ Ж 
为 8, 顶 点 数 为 8, 区域 数 为 3, 所 以 3 十 8 一 8 一 3 二 2. 

我 们 恶 一 恢复 被 取消 的 各 楼 ,并 注意 每 次 不 去 穿 过 其 中 的 一 
Ж. 这 样 每 当 增 加 一 条 棱 时 ,已 增加 1. 由 于 每 增加 一 条 楼 , 它 至 
多 有 一 个 自由 端点 ,所 以 V' 至 多 增加 1. 这 时 ,如 果 亿 增加 1, 即 
增加 一 个 自由 端点 , 则 区 域 数 不 变 仍 为 F'; 如 果 V' 没 有 增加 , 即 增 
加 的 楼 无 自由 端点 , 则 Fr 至 多 增加 1. 所 以 F' + V' 一 Е' 保持 不 
变 或 减 小 ,由 于 最 后 恢复 到 零 类 多 面体 , 它 的 值 为 2 因此 开始 时 
F' 十 V' — F' 必 为 等 于 或 大 于 2. 

设 己 表 示 被 保留 的 校 数 ,F; 和 F 等 分 别 表示 围 线 由 3 Ж © 
和 4 条 校 等 组 成 的 区 域 数 .这 里 组 成 围 线 的 棱 可 以 不 是 边界 的 
楼 ,就 是 说 ,这 样 的 楼 有 一 个 自由 端点 (甚至 两 端 都 是 自由 的 ), 或 
两 端点 在 两 条 被 保留 的 棱 上 ,而 包含 它 的 一 些 面 可 以 由 别处 相互 
通联 ,区 域 R 的 围 线 可 以 这 样 画 出 ; 设 /是 尺 的 一 个 面 ,ab 是 中 8 
过 的 第 一 条 被 保留 且 属 于 / 08,838 SN EU b tü # B aE, Ë: 
到 重新 遇 到 一 条 被 保留 的 棱 bc, 于 是 使 得 介 于 ba 和 bc 之 间 的 一 
切面 都 属于 R, 而 围 线 上 继承 ab 楼 的 就 是 楼 bc ШЖ be 不 是 边界 
的 校 , 则 绕 着 点 с 的 多 面 角 走 ,再 这 样 继续 下 去 ,直到 过 到 一 条 被 
保留 的 边界 棱 并 把 它 画 出 才 停 下 .如果 还 剩 下 一 些 属 于 R 的 被 
保留 的 棱 , 则 重新 从 其 中 的 一 条 出 发 ,仿照 如 上 处 理 , 按照 这 样 的 
方法 画 出 的 围 线 , 任 何 一 条 被 保留 的 非 边界 校 都 画 过 两 次 ,而 方向 
则 相反 . 这 里 对 于 有 一 个 自由 端点 的 楼 两 次 是 相继 画 出 的 ,而 两 
端点 在 被 保留 的 楼 上 的 则 不 然 ， 又 按照 各 区 域 数 边界 的 棱 , 正 好 
都 数 了 两 次 ,所 以 


2E' = ЗЕ + АЁ! + 5E? ot == + pF/ , 
显然 Е-Е БЕ Е + + ЕУ, 
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因此 XE — Р) = F, + 2Е,/ АЗЕ, + = + (0 — 2)Е,/. @ 

现 来 证 明 柯 西 定 理 本 身 . 设 已 和 已 是 两 个 凸 多 面体 ,它们 的 
对 应 面 全 等 且 同 样 安置 着 . 如 果 能 证 得 对 应 的 二 面 角 都 相等 , 则 
当 相 等 二 面 角 同 向 时 便 全 等 ,而 在 相反 的 情形 下 便 对 称 - 

由 于 凸 多 面体 与 已 的 对 应 面 都 全 等 ,所 以 它们 对 应 的 三 面 
角 的 面 角 和 多 面 角 的 面 角 都 分 别 相等 ,从 而 所 有 对 应 三 面 角 的 二 
面 角 都 分 别 对 应 相等 ， 进 而 可 证 对 于 所 有 对 应 多 面 角 的 二 面 角 ， 
也 都 分 别 对 应 相等 . 假设 这 样 对 应 的 二 面 角 不 都 相等 ,仿照 以 上 
凡 已 的 二 面 角 大 于 尸 的 ,其 楼 给 以 "十 ”号 ,小 于 书 的 给 以 "一 ” 
号 ,取消 掉 其 余 各 梳 ( 包 括 所 有 三 面 角 的 对 应 二 面 角 的 村) ,并 设 被 
保留 的 补 数 为 E'( 其 中 没有 自由 端点 的 楼 ), 被 保留 的 顶点 数 为 
V'1 区 域 数 为 fr'( 其 中 三 角形 区 域 数 ,四 边 形 区 域 数 各 记 为 F/. 
Р 等). 在 相 邻 的 楼 间 数 出 变 号 的 次 数 , 且 设 变 号 总 数 为 N, 则 据 
引 理 2 有 

РА ® 

但 还 可 用 另 一 种 方式 计算 变 号 数 ,这 是 由 于 变 号 实际 发 生 在 
属于 同一 区 域 的 围 线 的 相 邻 两 棱 之 问 , 当 跑 饥 这 些 围 线 , 便 可 得 到 
变 号 数 了 ,又 因 三 角形 区 域 至 多 有 2 个 变 号 ,四 边 形 区 域 至 多 有 
4 个 变 号 ,五 边 形 区 域 至 多 有 4 个 变 号 ,sp 边 形 区 域 至 多 是 p 
个 或 p 一 1 个 变 号 , 它 由 思 是 侦 数 或 奇数 而 定 ,于 是 有 

М ФЕ HAF} + 4Fs 十 6F + 6F/ ++ 
这 个 不 等 式 的 右 端 小 于 或 等 于 四 右 端 的 两 倍 ,所 以 
МАЕ — F). 
据 引 理 3 又 得 
м< 400—2) = 4у' — в. 


但 这 与 加 矛盾 ,因此 假设 有 二 面 角 不 相等 是 不 能 成 立 的 ,从 而 定理 


ШЕ Ее Ж 669 


得 证 . 

参考 文献 [l6,pp.514—522],[5,p. 82]. 

7 29) 

Pohlke-Schwarz 定理 (Pohlke-Schwarz theorem) 一 个 平面 上 

与 任意 已 知 四 边 形 相似 的 四 边 形 ,都 可 看 成 为 已 知 四 面体 的 平行 
BE. 

将 空间 形体 连同 确定 它 的 空间 直角 坐标 系 一 起 平行 投影 到 投 
影 面 上 ,所 得 到 的 投影 图 就 是 轴 测 图 ,其 坐标 轴 在 投影 平面 上 的 投 
影 就 是 轴 测 轴 ， 这样 ,就 产生 轴 测 轴 之 间 的 角 及 其 单位 的 长 度 与 
原 空间 直角 坐 标 系 存在 什么 关系 的 问题 . 该 问题 是 由 Pohlke 
(1810~1876) F 1853 年 作 了 回答 ,他 提出 了 轴 测 投影 的 基本 定理 
(Pohlke 定理 ):“ 在 平面 上 从 一 点 任意 引 3 条 不 重合 的 直线 段 , 都 
可 看 做 是 空间 直角 坐标 轴 上 从 原点 量 取 的 3 条 相等 线段 的 平行 投 
E . "由 于 Pchlke 所 采用 的 证 明 较 为 复杂 ,从 而 促使 人 们 去 寻求 
它 的 更 简单 的 证 明 . 1864 年 ,H. A. Schwarz(1843 一 1921) 给 出 了 
该 定理 较 简单 的 证 明 ,并 推广 了 上 述 Pohlke 提出 的 定理 ( 见 
Crelles Journuls Vol, 63 有 Gesammelte Abhandlugen) , Ё Poblke- 
Schwarz 定理 ,在 一 些 证 明 这 定理 的 方法 中 ,以 运用 
S. A- J. Lhuilier (1750~1840) 于 1811 年 提出 的 一 条 辅助 定理 较 
为 基本 ,其 内 容 为 “任意 一 个 三 楼 柱 的 任意 截面 包含 着 三 角形 的 所 
有 的 形状 ”, 就 是 说 ,“ 每 个 三 角形 都 可 看 做 任意 一 个 已 知 形状 的 三 
角形 的 正 投影 ” 即 任 给 一 个 三 角形 ,总 存在 与 其 相似 的 三 棱柱 的 
一 个 截面 三 角形 , 因此 ,只 要 找到 满足 上 述 条 件 作 三 棱柱 的 截面 或 
形状 已 知 的 三 角形 的 正 投影 的 方法 就 好 了 . 

假设 满足 这 样 条 件 的 截面 和 ABC 已 经 作出 , 即 作 ABC 的 形 
状 为 已 知 , 现 过 C 作 该 三 棱柱 的 直 截 面 人 duBiC, 它 就 是 A46C 
及 平行 于 平面 4BC 的 截面 三 角形 的 正 投影 ， 设 平面 ABC 与 平 
M ABC 相交 于 过 点 的 直线 1, 直 线 AB 和 AB 相交 于 直线 / 
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上 的 点 S. 过 A.B, 分 别 作 7 的 垂 线 AD BEDE HER. 以 
直线 1 为 旋转 轴 , 把 平面 ABC 旋转 到 平面 4uB\C 上 ; 则 点 4、B 分 
ЯЕ А.р. BE 上 (如 图 4-262). Д СЕГЕ & 3 
АВ.А,В, F TTo WPI ABC 与 平面 4sBoC 所 成 的 二 面 角 的 平 
面 角 为 9, 则 


cosg = ©, 


所 以 可 作 直 线 5,8, 平行 于 SB, 各 交 
CS.CA.CT.CB F SAT, Bu B B 4-262 

便 得 S.B, = SB, SA, = ЗА,,А,Т, = ATo T, Bi = Т.В, ,把 
AS,CB, 移 到 ASPB,, 则 SIC = SP,BIC = В,Р,СТ, = PT,, 
А,В, = А,В,, 所 以 A4iCB 2 ЛА,РВ, ‚Р fl СЗШ ST, 
为 直径 的 半圆 上 , 故 ЛА„РВ, co ДАВС. k Ë ЛА,В:С 与 
AABC 的 形状 已 知 时 , 便 可 作出 截面 人 AABC. 其 作法 是 先 以 
ДАВ.С 的 А.В, 为 一 边 , 作 一 个 与 形状 已 知 的 AABC 相似 的 
AABP RRB CP 的 垂直 平分 线 与 直线 AB 相交 于 М, М 
为 圆心 .MP 为 半径 作 半圆 , 交 A.B, FSA T HER STCP 为 
其 内 接 四 边 形 ; 然 后 连结 CS 和 CT, 并 在 其 上 各 截取 CS, = PS. 
CT, = РТ, ;进而 连结 SiTi, 并 连续 截取 S.A, = ЗААВ, = 
А,В, ;再 过 5 作 ST: 的 平行 线 , 各 交 Ca CT MEB FAT 和 
有, 从 而 得 A4BC+ 最 后 以 CS 为 旋转 轴 , 把 AAEBC 旋转 9 角 


[oso = C| MWAABC 就 是 经 过 旋转 且 形状 已 知 的 三 角形 


ABC 的 正 投 影 ,此 处 :为 真 分 数 ,这 是 因为 = CS CS, = 
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SPCT, = РТ, СТ = S СТ = Gro 
ийиши, а ДИНИ ТЕ АНИ. 

BADET A PB tt о а ЗЕ A 
的 形状 ”, 也 就 是 说 ,一 个 平面 四 边 形 都 可 以 看 成 为 与 已 知 任意 一 
个 平面 四 边 形 相似 的 平面 四 边 形 的 正 投影 ” 


Ва - 263 


设 四 面体 ABCD 和 平面 四 边 形 4'8'C'D', 如 果 把 四 面体 
ABCD 的 平行 投影 看 成 为 一 个 与 四 边 形 4 B'O D 相似 的 四 边 形 
的 话 , 则 其 对 角 线 4'C' 和 C'D' 的 交点 M (CN') 就 对 应 于 AC 和 
BD 上 两 个 点 的 重合 投影 ， 因 为 平行 投影 和 图 形 相 似 中 ,线段 间 


仍 成 定 比 ,所 以 可 在 АС 和 BD 上 各 作 一 点 MM 入; 使 AM 一 
а ВМ = КМ. 这 样 以 MN 为 投影 方向 ,在 任何 投影 面 上 
M.N 的 投影 相 重合 . 493 A.B.C.D fe MN 的 平行 线 ,形成 一 
个 四 楼 桂 ,并 作 秋 直 于 侧 补 的 平面 a 得 四 边 形 ABCD ERE 
四 面体 ABCD 的 正 投影 ,这 样 就 有 一 个 相似 于 平面 四 边 形 
UB'C'D' 的 四 边 形 A1B81C1D ,而 它 的 正 投影 是 四 边 形 A.B.C,D,, 
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也 就 是 用 平面 wm (AiBiCi) 去 截 这 四 棱柱 而 得 ,因此 四边形 
ABCD 是 四 面体 ABCD 的 平行 投影 . 显然 , 当 四 面体 是 由 空 
间 直 和 坐标 系 诸 轴 上 取 相 等 线段 形成 时 ,就 是 Pohlke 定理 ,所 以 
Pohlke 定理 是 它 的 特例 . 
参考 文献 [21,.pp.333—337],[10,pp. 437—438]. 
HR 

高 斯 定理 (Gauss' theorem) 设 以 投影 平面 为 复 平面 , 直 三 面 
角 的 顶 在 其 上 的 正 投影 为 原点 , 则 当 各 棱 上 一 点 的 正 投影 作为 复 
数 时 ,这 三 个 复数 的 平方 和 等 于 零 . 

З Pohlke 定理 ,从 平面 上 一 点 任意 引 三 条 不 重合 的 直线 段 ， 
都 可 认为 是 空间 直角 坐标 系 的 各 轴 上 取 相等 线段 的 平行 投影 ,但 
对 于 正 投影 来 说 , 轴 测 轴 上 长 度 之 间 与 其 夹 角 之 间 不 能 是 任意 的 ， 
它们 存在 着 一 定 的 关系 ,这 些 关 系 就 归结 为 高 斯 定理 及 由 此 直接 
导出 的 Weisbach 定理 : 直 三 面 角 各 校 上 所 取 线段 的 正 投影 的 平 
方 与 投影 间 的 夹 角 的 两 售 的 正弦 成 比例 . 高 斯 定理 见 高 斯 著作 第 
二 卷 (1844) ,而 在 Weisbach 关于 轴 测 法 的 论文 中 则 载 有 相应 的 
ей. 

设 直 三 面 角 的 顶点 S 在 投影 平面 上 的 正 投影 为 点 0, 以 OS 
为 = 轴 , 投 影 平面 为 y 平面 建立 空间 直角 坐标 系 ， 有 .B,C 为 这 直 
三 面 角 各 边 上 同 取 单 位 长 度 的 一 点 , 设 矢量 SA.SB 和 SC 的 方向 
RIRIA а, аза и. A ci scr су, Ч zy 平面 作为 复 平 
面 ,A、B.C 的 正 投影 为 复数 zzz 时 ,就 有 = = а, H aiz = 
bi + Ба, = а + cú TE 


z; + z + z = a! + b! + c — (а + b) + c) 
+ 2i(a,a; + bib, + сүс). 


据 方向 余弦 的 意义 和 矢量 SA.SB.SC 两 两 互相 垂直 可 得 
atat + а" = 1, b +b? tbi = 1, 
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а + c + с! = 1, ab + аб, + а,Ь, = 0, 
асу + азс, + азс: = 0, bici + bocs + Бус, = 0, 
从 而 有 
а + о, аё biet = l, 
aa, + bib; + сус, = 0, 
KU zi 十 zz 十 zi 一 0， 
如 果 取 这 三 个 复数 的 模 


p= |т\|+@ = [zl = |гз|, 


则 ++ = 2. 
这 就 是 正 轴 测 投影 的 变形 系数 之 间 的 关系 式 或 轴 向 变化 率 
公式 


因为 一 个 复数 平方 的 辐 角 为 其 原 辐 角 的 两 倍 ,所 以 两 个 复数 
平方 所 表示 的 矢量 的 夹 角 为 原 两 个 复数 的 矢量 来 角 的 两 倍 . 设 
тї, ,za! 的 矢量 两 两 的 夹 角 为 27、2a,2B, 则 由 z! + 2,1-2,7 = 
0 知 ,它们 组 成 了 一 个 三 边 为 par 和 外 角 各 为 2a 28.27 的 三 
角形 ,所 以 有 


_ м АЁ U „е 
sin2a sin28 sin27 
这 就 是 Weisbach 定理 . 


易 知 ,以 pgr 为 边 组 成 的 三 角形 PQR ы 2.2.2. 这 三 点 
构成 的 三 角形 的 垂 足 三 角形 相似 ,所 以 APQR 的 内 角 平 分 线 就 可 
作为 轴 测 轴 . 

应 用 高 斯 定理 可 解决 正 轴 测 法 基本 问题 , 即 已 知 直 三 面 角 两 
边 的 正 投影 , 求 作 它 的 第 三 边 的 正 投影 

设 直 三 面 角 两 边 的 正 投影 为 O4、OB, 并 设 OA 的 方向 为 正 实 
轴 的 方向 . 
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ижа + =—®” ,所 以 可 先 作 


出 = 要 ,这 只要 以 O 为 顶点 ,08 为 
一 边 , 作 ZBOM = ZAOB ,再 以 8 为 
顶点 BO 为 一 边 , Е ZOBN = 
L048B., 设 OM 与 BN 交 于 DD; 则 人 DD 点 "ТЕЛ 
所 对 应 的 复数 为 z. 其 次 以 OA、OD 为 


边 作 平行 四 边 形 OAED, 则 忆 点 所 对 应 的 复数 为 xs 一 =: ++ U. 最 
后 延长 EO # P, OF = EO , 则 刁 点 所 对 应 的 复数 为 ,一 
-at | da = 27 AT a a Ele lAa 


| 
z 
的 比例 中 项 而 得 到 ,而 其 方向 为 0A、OF 构成 的 角 平 分 线 的 方向 ， 
但 这 里 有 两 个 方向 , 它 可 以 是 构成 的 凸 角 的 平分 线 的 方向 ,也 可 以 
其 四 角 平 分 线 的 方向 , 事实 上 ,从 zizs 的 平方 根 有 两 个 值 就 可 得 
知 .这 样 作出 了 第 三 边 的 投影 OC ,就 有 两 个 可 能 位 置 . 

参考 文献 [21,pp.337—340J. 


(HBŽ) 


(=) 旋转 体 


Фал ”我 国 古代 认为 “ 圆 出 于 方 ”, 总 是 借助 方形 来 计算 加 ， 
不 仅 平面 上 如 此 ,立体 也 是 如 此 ,因而 往往 不 准确 -《 九 章 算术 ) 


“ 少 广 " 章 中 的 " 开 立 图" 术 将 球 的 体积 公式 定 为 站 一世 六 (D 为 球 


、 的 直径 ). 
刘 微 在 给 ( 九 章 算术 》 作 注 时 指出 这 个 公式 不 准确 - 他 说 古人 


取 = 3 ,于 是 得 出 正方 形 的 内 切 图 的 面积 是 正方 形 而 积 的 4， 立 
方 体 的 内 切 加 柱 的 体积 是 立方 体 体积 的 ,这 是 不 错 的 可 是 ,把 
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四柱 的 内 切 球 的 体积 也 定 为 是 男 柱 体 体积 的 3 ,从 而 得 出 球体 积 


是 立方 体 体积 CD') 的 节 , 那 就 不 准确 了 - 

刘 微 取 一 个 立方 体 模 型 ,从 纵 、 横 两 个 方向 作 其 内 切 图 柱 ,他 
把 这 两 个 圆柱 的 公共 部 分 称 为 " 件 合 方 盖 "( 如 图 上- 265, dË ЕТ 
两 把 各 4 根 择 骨 的 全 ,对 合 着 ), 并 指出 内 切 球体 积 是 “第 合 方 盖 * 
ЖЕЙ ЖШ Ука Vnan = 4 1 т. 可 是 , 刘 微 没 能 准确 地 算 
出 “第 合 方 蕃 "的 体积 ,从 而 未 能 得 出 球体 积 的 准确 公式 ,但 是 ,他 
坚信 今后 一 定 会 有 人 算出 来 ， 


图 4~265 图 4-266 


栗 然 '300 年 后 棚 冲 之 和 他 的 儿子 祖 量 完 成 了 这 项 工作 ， 

祖 蚌 是 从 计算 立方 体 里 去 掉 “ 件 合 方 盖 " 后 剩余 部 分 体积 着 手 
的 . 假设 立方 体 校长 为 2R, 在 各 楼 中 点 处 相 截 ,分 成 8 个 相等 的 小 
立方 体 ,与 此 同时 , 它 所 含 的 “ 件 合 方 盖 " 也 分 成 8 个 全 等 的 部 分 . 
取 一 个 小 立方 体 ( 不 妨 取 右上 方 的 一 块 ,并 放大 成 图 4 - 266) 来 研 
究 它 及 与 它 相 关 的 “ 件 合 方 盖 ” 部 分 的 体积 , 这 时 小 立方 体 除 包含 


PRAHEM КВА. LERA (B а - 267. 如 果 能 


REP Со ТАВА PATE iBT. 
由 于 立方 体 可 以 看 做 是 由 无 限 个 平行 平面 堆积 而 成 的 ,这 就 像 书 
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本 是 由 书页 装订 成 一 样 ,所 以 可 以 通过 有 关 平 行 截面 来 研究 
жя. 


4 - 267 


BARA A КОРАТ T &® R i 77 Ж СИН 4 – 266), BJ 
BC =һ. 在 直角 三 角形 АВС Ф, АС = АВ? — ВС', АВ = К, 
ВС = һ.К AC = R — и. 

再 看 截面. 整个 截面 是 以 R 为 边 的 正方 形 ( 其 面积 是 RD ， 它 
被 分 成 一 个 小 正方 形 和 一 个 角 尺 工 形 ， 小 正方 形 正 是 “ 件 台 方 
盖 " 部 分 的 截面 : 它 的 边 长 等 于 4C, 即 “ 件 合 方 盖 ”部 分 截面 的 面 
积 等 于 АС. 于 是 小 立方 体 除 去 “符合 方 盖 ” 部 分 后 余下 的 立体 部 
分 (可 分 解 成 甲乙 . 丙 三 部 分 ) 的 截面 角 尺 L 形 的 面积 是 R 一 
АС? =, 

设想 作 一 个 倒置 的 四 棱 公 (图 4 - 267 丁 ) ,使 它 的 底 为 以 R 为 
边 的 正方 形 ,有 一 条 楼 垂直 于 底 且 长 为 R. 对 于 任何 户 ,在 以 六 为 
高 处 平行 于 底 截 四 棱锥 时 的 截面 面积 都 等 于 h. 这 就 是 说 ,尽管 
甲乙 、 丙 合 起 来 的 形状 与 丁 的 形状 不 一 样 ,但 是 它们 同 在 高 上 处 
的 截面 面积 总 是 相等 的 ,这 时 柱 蚌 指出 ;“ 缘 军 势 既 同 , 则 积 不 容 
异 - "就 是 说 ,“ 等 高 处 的 截面 积 总 相等 的 两 个 立体 的 体积 相等 ” 
(这 个 结论 称 为 “ 祖 虎 原理 "或 “ 刘 - 宜 原理) 于 是 相 虑 断定 甲 , 乙 、 
再 的 体积 和 等 于 丁 的 体积 (图 4 一 267)。 


由 于 等 底 等 高 的 四 楼 仅 的 体积 是 立方 体 体积 的 于, 所 以 * 诛 合 
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方 益 " 的 体积 就 应 该 是 立方 体 体积 的 <, 即 Va = ТУ, = 21. 
于 是 刘 微 的 求 球体 积 的 工作 就 完成 了 ， 
Ve :Ve =x:4, 
Уа = Ху, = ED: = Зли. 


这 是 完全 正确 的 . 

在 西方 ,“ 祖 蛤 原理 "被 称 作 “ 卡 瓦 列 里 原理 "， 意 大 利 数学 家 
卡 瓦 列 里 于 1629 年 也 提出 了 内 容 相同 的 原理 , 曾 对 微 积分 的 产生 
有 影响 重大 . 

参考 文献 [7.175]. 

(ERE) 
刘 - 祖 原理 见 牟 合 方 盖 . 
жие NEARNE. 
SARE SARER, FAZL MER. IRABA JU? 

本 题 是 ( 九 章 算术 ) 着 五 “ 商 功 ” 的 第 24 顾 : 

“ 委 裁 依 垣 ”, 指 靠 着 增 根 堆 豆子 , 堆 成 的 豆 堆 是 半 个 圆锥 形 , 
可 以 通过 量 得 豆 维 底面 圆周 长 及 堆 高 来 计算 体积 ,以 及 折算 用 容 
器 刨 表示 豆子 的 数量 (2430 寸 ! 的 豆子 为 1 Ж). 具体 计算 时 取 
w=3, FE = xR = 300 +f,R = 100 fsh = 705]. 


иҗ = 1. £ * к? = 350000 +f, 
TH 144 550. 
DEA s IE 00 ft HE TE 380038 6 kb , ен ру”. “ЖОН 


fs” 03838 ОШ 4 268). 其 实 不 过 分 别 是 加 锥 的 二、 之 轴 了 


《 九 章 算术 ) 把 这 一 类 型 题 的 解法 称 为 “ 委 票 术 ”. 只 有 “ 委 票 平地 ” 
ЛЕНЕ ТИЖ. 
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参考 文献 [1,p,174]. 
(Wk 3) 

ERR MEERE., 

阿 基 米 德 定理 (Arehimedes” theorem) Ш КИЛЕ. RAY 
直径 为 高 的 图 柱 , 它 的 体积 和 表面 积分 别 是 这 球 的 体积 和 表面 积 
&5. 

该 定理 是 阿 基 米 德 所 著 ( 论 球 和 圆柱 } 一 书 中 命题 34 的 推论 ， 
是 阿 基 米 德 所 发 现 的 许多 定理 中 他 最 喜爱 的 一 个 , 曾 留 下 遗愿 把 
它 刻 在 死 后 的 墓碑 上 ,公元 前 212 年 ,罗马 军 攻 人 阿 基 米 德 的 故 
乡 令 拉 古 (Syracuse), 据 传说 ,当时 阿 基 米 德 正在 沙 地 上 画 数学 图 
形 ,一 个 罗马 士兵 闽 人 了 他 的 住宅 ,而 他 却 仍 在 出 神 地 搞 他 的 数 
学 ,以 至 于 没有 听见 那个 士兵 的 喝 问 ,不 幸 被 这 个 土 兵 杀 死 . 罗马 
主将 马 塞 勒 斯 (Mareus Claudius Marcellus ,前 268— W 208 年 ) 曾 
下 令 不 许 杀害 阿 基 米 德 ,为 表示 对 他 的 敬意 , 特 给 他 造 了 一 个 墓 ， 
墓碑 上 刻 了 上 述 这 个 著名 定理 ， 

йн O 的 半径 为 +, 则 它 的 外 切 圆柱 的 高 为 2r ,底面 半径 为 ~ 
记 球 0 与 其 外 切 贺 往 的 体积 和 表面 积 各 为 V,S M V.S , 则 

V! = nr’ 2у = т", 

S' = 2nr + 2mr 2r 


АИ ЖЛЕ 679 


2 = Sv,S 35, 

参考 文献 [25,p.185],[11,pp.120— 
122],[3,pp. 129—131],[22,p. 4,p. 63]. W 269 

2:29) 

幅 波 斯 - 古 尔 丁 定理 (Pappus-Guldin theorem) 平面 封闭 曲线 
图 形 , 绕 其 所 在 平面 上 的 一 条 不 与 此 图 形 相交 的 轴 旅 转 , 则 它 所 形 
成 的 旋转 体 的 体积 ,等 于 这 图 形 的 面积 和 它 的 重心 所 转 过 的 圆周 
长 的 乘积 . 

该 定理 载 于 帕 波 斯 所 著 的 (数学 汇编 ) 第 七 篇 里 ,但 他 没有 给 
HER. 后 来 瑞士 数学 家 古 尔 丁 于 1635 年 重新 独立 发 现 了 这 个 
定理 ,并 且 还 提出 另 一 个 定理 , 即 若 一 条 平面 弧 , 侥 其 所 在 平面 上 
一 条 不 与 该 弧 相交 的 轴 旋 转 , 则 它 所 形成 的 旋转 面 的 面积 ,等 于 弧 
长 与 这 弧 的 重心 所 转 过 的 圆周 长 的 乘积 ,但 他 也 没有 作出 实质 性 
的 证 明 ,严格 的 证 明 是 由 卡 瓦 列 里 给 出 的 .通常 把 后 者 称 为 古 尔 
丁 第 一 定理 ,前 者 称 为 古 尔 丁 第 二 定理 ， 

下 面 先 对 平面 多 边 形 的 情形 进行 考察 . 

在 平面 多 边 形 绕 1 轴 旋 转 形成 


旋转 体 时 , 设 在 菜 个 瞬间 相 邻 的 两 。 ”号 一 入 
个 平面 多 边 形 , 例 如 图 中 的 ABCD CK 
ы, 


与 АВС р, 它们 必 对 称 于 各 自 ^ 
所 在 的 平面 构成 的 二 面 角 的 平分 
面 ,所 以 对 应 顶点 的 连 线 (如 АА') 
都 垂直 于 该 平分 面 ,这样 图 4-270 
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A'B'C'D'—ABCD 就 是 一 截 楼 柱 . 设 C 为 多 边 形 ABCD 的 重心 ， 
G' 为 其 下 一 个 位 置 4B'C'D 的 重心 , 则 该 截 楼 柱 4BCD 一 
4B'C'D 的 体积 等 于 它 的 直 截 面 MN PQ 的 面积 与 GG' 的 乘积 . 
因此 该 旋转 体 的 体积 ,就 是 这 样 的 截 棱柱 的 体积 之 和 当 其 相 邻 两 
平面 多 边 形 趋 于 同一 个 时 的 极限 、 

因为 直 截 面 就 是 该 截 棱 柱 被 其 由 两 底 所 在 平面 形成 的 二 面 角 
的 平分 面 所 截 的 截面 ,所 以 当 多 边 形 A'B'C'D' 趋 于 多 边 形 ABCD 
时 ; 直 截 面 也 就 趋 于 多 边 形 4BCD, 也 即 该 平面 多 边 形 本 身 , 而 所 
有 如 GG' 这 样 长 度 之 和 又 趋 于 平面 多 边 形 重心 所 转 过 的 圆周 长 ， 
因此 平面 多 边 形 绕 轴 1 旋转 形成 的 旋转 体 的 体积 ,等 于 这 个 平面 
多 边 形 的 面积 和 它 的 重心 所 转 过 的 圆周 长 之 积 

现 再 对 平面 封闭 曲线 图 形 进行 考察 ,这 只 要 作 其 内 接 或 外 切 
多 边 形 , 当 各 边 趋 于 零 时 重心 的 极限 位 置 为 封闭 曲线 图 形 的 重心 ， 
多 边 形 面积 的 极限 即 为 封闭 曲线 图 形 的 面积 ,而 封闭 曲线 图 形 绕 
轴 旋 转 形成 的 旋转 体 的 体积 为 内 接 或 外 切 多 边 形 绕 轴 施 转 形成 的 
这 些 旋转 体 的 体积 的 极限 ,所 以 结论 仍 成 立 . 

参考 文献 [11,p. 144],[16,pp. 494 一 495],[13,p.197]， 
[3,p. 258]. 

(#82) 

十 尔 丁 定理 (Guldin’s theorem) 见 帕 波斯 - 古 尔 丁 定理 . 

四 球 的 相似 面 (Plane of similitude of four spheres) 设 四 个 球 
各 不 相等 , 且 球 心 不 共 面 , 则 其 六 个 外 位 似 中 心 共 面 ( 称 为 外 相似 
面 ), 三 个 外 位 似 中 心 和 另 三 个 内 位 似 中 心 共 面 ( 称 为 温 相 似 面 )， 
两 个 外 位 似 中 心 和 另 四 个 内 位 似 申 心 共 面 ( 称 为 内 相似 面 ), 这 些 
平面 都 称 为 这 四 球 的 相似 面 

HEARR HF 1799 年 得 到 的 , 它 是 平面 几何 中 三 图 的 相似 
轴 在 空间 的 推广 
设 四 个 球 的 球 心 各 为 0;、O:,O;,O,, 球 O, 与 球 O, 的 外 位 似 
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中 心 记 为 Say 内 位 似 中 心 记 为 Su， 
其 余 仿 此 ,由 于 两 个 不 等 的 球 有 一 
个 外 位 似 中 心 和 一 个 内 位 似 中 心 ,所 
以 它们 共有 六 个 外 位 似 中 心 Su. 
Sn、5w、5m、5m.5w 和 六 个 内 位 似 中 
b Sm Sa ,Sw 8а Su 8и R 
分 布 在 0,0:0;、O.0;0,,O,0;O, 和 
000, 平面 上 ,每 个 平面 包含 四 条 84-271 
位 似 轴 , 共 计 十 六 条 位 似 轴 - 

根据 位 似 变换 ,四 个 球 除了 六 个 都 是 外 位 似 中 心 ( 即 都 是 顺 位 
似 图 形 ) 外 ,只 可 能 是 三 个 内 位 似 中 心 与 另 三 个 外 位 似 中 心 即 三 
个 是 逆 位 似 图 形 与 另 三 个 是 顺 位 似 图 形 ), 或 四 个 内 位 似 中 心 与 另 
两 个 外 位 似 牛 心 ( 即 四 个 是 逆 位 似 图 形 与 另 两 个 是 顺 位 似 图 形 ) 这 
两 种 情形 .又 据 四 个 图 形 和 后 此 位 似 ,它们 的 六 个 位 似 中 心 共 面 ( 称 
为 位 似 面 ), 所 以 六 个 外 位 似 中 心 Sa、SissSitSasSavSa 共 面 . 对 
于 三 个 内 位 似 中 心 与 男 三 个 外 位 似 中 心 共 面 的 信 形 , 则 有 四 个 位 
似 面 , 即 下 列 各 六 个 点 共 面 : 


Sm Sa Su Si Sus Su 
Si Sa KSu Sin SaSu 
Si Saa ‘Su SinSin Su 
Su Su Sa „5.51551 
对 于 四 个 内 位 似 中 心 与 男 两 个 外 位 似 中 心 共 面 ,这 种 情形 有 
三 个 位 似 面 \ 即 下 列 各 六 个 点 共 面 : 
КЕТУУ 
555 Su Sa .Sa би, 
Sissi Su Sa Su Sus 
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因此 ,四 个 球 共有 八 个 相似 面 - 
参考 文献 [25,p. 186],[16,p. 141],[18,pp, 189—190]. 
(E) 


(四 ) 轨迹 和 作 图 


等 辕 面 或 根 面 (Radical plane) ”对 于 两 个 不 同心 的 球 有 等 筹 的 
点 的 轨迹 ,是 垂直 于 这 两 球 的 连 心 线 的 一 个 平面 .该 平面 称 为 这 


两 球 的 等 宕 而 或 根 面 ， 

S RE Gautier 于 1812 年 得 到 的 - 

设 球 0 与 球 O 是 两 个 定 球 ,通过 连 心 线 O0' 的 任 一 平面 堆 
这 两 球 于 两 个 大 贺 C 和 C', 则 所 求 轨 z 
迹 在 平面 a 内 的 部 分 就 是 这 两 个 大 加 E 
CLEE 小 

当 平面 < 绕 着 连 心 线 旋转 一 周 ， WI 


它 上 面 的 根 轴 就 形成 一 个 垂直 于 连 心 
线 的 平面 ,该 平面 就 是 对 球 O 和 球 O' 
有 等 宕 的 点 的 轨迹 ， 

如 果 两 球 相交 , 则 等 每 面 就 是 交 线 圆 所 在 的 平面 这 时 交 线 
圆 上 的 每 一 点 对 两 球 的 寡 都 等 于 零 ,而 位 于 这 平面 上 的 其 他 的 点 ， 
对 每 一 个 球 的 畴 都 等 于 这 点 对 交 线 圆 的 短 如 果 两 球 相 切 , 则 等 
知 面 就 是 过 这 切 点 的 公 切 面 . 如 果 一 个 球 在 另 一 个 球 的 外 部 , 则 
等 寡 面 与 这 两 球 连 心 线 的 交点 位 于 这 两 球 心 之 间 . 如 果 两 球 不 同 
心 且 一 个 球 在 另 一 个 球 的 内 部 , 则 等 咕 面 与 连 心 线 的 交点 位 于 这 
两 球 的 外 部 . ШЖК», ИЖИ ЖЛЕ. 

根据 等 短 面 可 得 到 如 下 的 推论 和 轨迹 : 

а) 三 个 球 的 球 心 如 果 不 共 线 , 则 每 取 两 球 所 得 的 三 个 等 本 
面 通过 同一 条 直线 ,该 直线 称 为 这 三 球 的 等 午 轴 或 根 轴 . 如 果 三 
个 球 的 球 心 共 线 , 则 三 个 等 署 面 互相 平行 或 重合 . 


Æ 14-272 


几何 “立体 几何 683 


由 此 可 得 下 面 的 轨迹 : 

对 于 三 个 球 心 不 共 线 的 球 有 等 塞 的 点 的 轨迹 ,是 这 三 球 的 等 
ж. 

(2) MARRERO ER E , Ж 85 R BL PR Pr48 0 7< 1 Ж 
面相 交 于 同一 点 ,该 点 叫做 这 四 个 球 的 等 知心 或 根 心 ,如 果 四 个 
球 心 共 面 , 则 六 个 等 短 面 平行 于 同一 条 直线 . 

参考 文献 [25,p.210],[16,pp.138 一 140]. 

(жж х) 

Fi ЗУ EAN $) Ж [5 8 Apollonius problem of locus) 求 到 

若干 已 知 点 距离 的 平方 分 别 乘 以 给 定 的 数 ( 正 或 负 ) ,其 代数 和 为 
常数 的 点 的 轨迹 . 

阿波 罗 尼 奥 斯 在 他 所 著 的 (平面 轨迹 ) 一 书 中 , 载 有 “如 果 A. 
B、… 是 一 些 固定 点 ,a.b、…、 是 一 些 给 定 的 常数 , 则 使 得 aCAP)” 
+b(BP): 十 … 一 人 的 点 书 的 轨迹 是 一 个 圆 " 上 述 问题 是 这 个 平 
面 轨迹 在 空间 的 推广 . 

设 A、.B.C、… 为 已 知 点 ,p,q、r、… 为 给 定 的 常数 ,MM 为 动 点 ， 
FR Y p + q + r + = 不 等 于 零 和 等 于 零 两 种 情况 进行 研究 . 

Q)e+q+r+-e 0. 设 已 
知 各 点 ,B,C，… 在 常数 p. r." 
影响 下 的 比例 距离 中 心 为 0, 连结 
ОМ 与 O04.OB、OC、… 并 取 OM Е 
WER. 再 设 A,B,C eA A.B. 
C, Æ OM 上 的 射影 ,04'、OB'、 
OC',… 为 其 相应 的 有 向 线段 O04 、 
08 .OC 、… 的 数量 , 则 228 

МА? = ОМ? + ОА? — 20M + ОА!, 
MB: = OM: + OB: — 20M + OR' , 
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MC: = ОМ? + ОС* 一 20M OC' , 


把 上 面 各 等 式 分 别 乘 以 pagor. PM 
p ` MA: + q MB: + r * МС ++ 
= (p + q + r + ЭОМ? + p ОА + q * OB: + r OC 
+e — 2OM(p OA! +q ОВ + r * OC! +). 


HF OA .OB' .OC'、… 可 看 做 点 4.B.C\… 到 通过 O 〇 B£ É 
于 OM 的 同一 个 平面 的 距离 (假设 具有 大 小 及 方向 ) ,所 以 由 点 O 的 选 
#9, p. ОА +g OB' +r + ОС. 0. 89р ОА +q ° 
OB + r OC 十 … = 1 1 是 与 点 M 的 位 置 无 关 的 常数 ,所 以 ° 
МА? + q * MB! + r + МС* 十 … 等 于 常数 的 充 要 条 件 是 OM 为 
常数 , 故 到 已 知 点 4,B,C.… 的 距离 平方 分 别 乘 以 给 定 的 数 p,q、 
7 其 代数 和 为 常数 的 点 M 的 轨迹 , 当 了 > 0 时 是 以 O 为 球 心 、 
V 了 为 半径 的 一 个 球面 ; 当 上 了 一 0 时 为 一 点 即 点 球 ; 当 了 < 一 0 时 , 则 满 
足 条 件 的 点 不 存在 , 即 为 空 集 , 这 里 了 二 ® —1)/(рф +q +r ++). 
(2) pp 十 9 十 7 十 = 0, 这 时 将 已 知 点 分 成 两 组 A..B., 
Cis A A;、Bi、C;,… 使 其 每 组 所 给 定 的 数 之 和 不 为 零 (如 果 为 零 ， 
就 无 需 研 究 了 ); 即 加 十 gi 十 元 十 天 0 如 十 qz 十 Ti 十 天 0， 
设 两 组 的 比例 距离 中 心 各 为 O 和 0O', 则 
ру * MA? + а, + MB? + ту * МС ++ 
=(ф + + тл + "ЭОМ" + l, 
Pb * MAF + 9 + МВР + т, + МС, + ~ 
= + gi Hri + ОМ? +, 


RE h = р ОА + фу * ОВ, + тү * OC + A h = P ° 
OA? +q ОВР + r * О'С + + 都 与 点 加 的 位 置 无 关 , 且 
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юа т Th +Q + r+ = 
一 户 十 9 十 rr 十 … 一 0， 

Шр, +g + т, + =— (p Tq т +), 

Л p * MA: + q МВ + r * MC: + + 

= b. * MA? + q, * МВ + r, * MO): + ++ + pi ° MAF 

+@ MB + r + MC; + ++ 

= (h +q + т + OM: + 1 — (р T Q + r, 

+ OM +1, 

= (p, +a + r, + ---) (OM: — ОМ?) + l, + 1. 

于 是 户 МА +q- MB + r МС? 十,… 等 于 常数 上 的 充 要 
#ft OM: 一 O' M: 为 常数 ,因此 它 的 轨迹 是 一 个 平面 , 称 之 为 定 
差 宕 面 , 这 实际 上 是 平面 几何 中 定 差 短 线 在 空间 的 推广 

本 是 用 坐标 法 来 解 较为 简捷 为 便于 书写 , 记 А, 为 定点 ,pi、 
上 为 常数 (i 二 1,2,… yn ), 设 点 А; 的 坐标 为 (ziryyzi), 动 点 于 的 
坐标 为 (zy,z), 则 由 (Cp; MAD 二 ,得 


= 
Spike а) + (у у)? + (:—)!]=&, 
于 是 有 
Daa Hy + 22) — рас piyd — pizz + plr? + 
у? +] =k. 


* Sa = а, ЭЛ = а, = Бра =á; 


= = 


Dp G + y + 20) = e, 则 得 
alz? + 07) — с — zey — zdz +e = k. 
G) mi 070,8 
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| + 中 = 一 二 | F k = 


[3 
н 
| 
I 
+ 
га 
< 
I 
aja 


е0 А1 рр роон, Ы 


а а 


12,2 зо, Иа атм f — 0 时 ,轨迹 


为 点 球 ; 当 了 一 0 时 ,轨迹 为 空 集 . 容易 验证 /等 于 DO- 
0A#). 

(2) 如 果 a 一 б, 5 + су +de + yG e) = 0 , 则 当 
а атов цс 二 一 。 二 0 时 ， 
轨迹 为 整个 空间 ; 当 5 = с = 4 = 0 小 一头 0 时 , 雪 迹 为 空 集 . 

现 考察 上 述 轨迹 定理 的 特殊 情形 . 

D 当 已 知 点 为 两 个 且 给 定 系数 均 为 1 时, 它 就 成 为 -到 两 个 
定点 距离 的 平方 之 和 等 于 常数 的 点 的 轨迹 是 一 个 球 而 ”, 这 就 是 平 
ИЛНЕ ИЕ ss НЕ-Е ЯНИ. 

(2) 当 已 知 点 为 两 点 A.B, 给 定 系数 是 下 和 тот 0, 
п? — т? s£ 0) ARM k 5.1 n? МА: — m’ + MB: = 0 ,JFBII 


ма = = # 1 , 它 就 成 为 “到 两 个 定点 距离 之 比 为 不 等 于 ] 的 常数 


的 点 的 轨迹 是 一 个 球面 " 这 是 平面 几何 中 阿波 罗 尼 揣 斯 图 在 空 
阿 的 推广 , 称 之 为 阿波 罗 尼 员 斯 球 .实际 上 ,该 轨迹 就 是 以 CD 
(C.D 为 分 线段 AB 为 定 出 于 的 内 ,外 分 点 ) 为 直径 的 贺 绕 直线 


AB 旋转 所 形成 的 球面 . 
参考 文献 [13,рр.167—168],[16›рр. 275~277]. 
GRAEX) 
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阿波 罗 尼 奥 斯 球 (Apollonius sphere) 见 阿波 罗 尼 奥 斯 轨 迹 
аа. 

求 作 正四 面体 ,正六 面体 .正八 面体 . 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 
(construct regular tetrahedron, regular hexahedron, regular 
octahedron regular dodecahedron and regular icosahedron) Ж 
作 球 的 内 接 正四 面体 .正六 面体 .正八 面体 , 正 十 二 面体 ,正二 十 面 
体 ,并 求 出 球 的 半径 与 它 的 各 内 接 正 多 面体 楼 长 之 间 的 关 
FR- 

上 述 作 图 题 相 应 于 欧 几 里 得 (几何 原本 ) 第 XI 卷 中 的 命 顾 
13,15,14,17,16. 从 该 作 图 题 得 知 , 正 多 面体 不 仅 至 多 有 五 种 ,而 
且 确 实 存在 五 种 . 关于 正 多 面体 的 作 图 ,历来 的 一 些 数学 家 都 曾 
对 此 作 过 研究 ,例如 帕 波 斯 在 他 的 4 数学 汇编 } 卷 下 的 第 4 节 中 , 论 
述 了 如 何 作 球 的 内 接 正 多 面体 ,但 他 所 用 的 方法 不 同 于 《几何 原 
本 ) 中 的 方法 . 另 还 有 其 他 一 些 数学 家 给 出 各 异 的 多 种 作法 . 我 
国 数学 家 梅 文身 (1633 一 1721) 曾 深入 研究 过 正 多 面体 的 一 些 性 
质 ,例如 论述 了 球 的 直径 与 其 各 内 接 正 多 面体 的 楼 长 之 比 , 提 出 正 
六 面体 和 正八 面体 , 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 各 为 对 偶 图 形 , 从 而 
给 出 有 关 正 多 面体 的 作 图 方法 . 他 还 进而 研究 了 称 之 为 “ 方 灯 " 和 
“ 圆 灯 ”的 两 种 半 正 多 面体 的 性 质 ` 

先 介绍 已 知 棱 长 a, 作 各 正 多 面体 的 方法 . 

(1) 正四 面体 . 如 图 4- 274, 作 边 长 A 
为 a 的 正三 角形 BCD, 过 它 的 重心 G fE 
平面 BCD 的 垂 线 ,并 截取 GA = 
УБ, жий АВ, АС, AD, W ШЖ 8 ы 
ABCD 就 是 所 求 作 的 正四 面体 

(2) 正六 面体 , 先 作 边 长 为 a 的 正 


方形 4BCD, 再 过 各 项 点 作 这 正方 形 所 8-6 
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РЕА НЕНЕН У а 的 线段 AA1、BBi,CCi、 
Рр ,进而 就 可 得 到 所 求 作 的 正六 而 体 (图 略 )， 

(3) 正八 面体 . 如 图 4 一 275, 作 边 长 为 a 的 正方 形 ABCD, 过 
其 中 心 O 作 平面 ABC 的 委 线 ,并 在 它 的 两 侧 各 入 到 ОЕ — OF 一 
“Za 1, 则 4.B,C.D.E.F 就是 所 求人 正八 面体 的 六 个 顶点 。 


图 4-275 图 4-276 


(4) 正 十 二 面体 . 如 图 4 一 276, 先 作 边 长 为 < 的 正 五 边 形 
4BCDE, 接 着 作 EH | BA РН, H fe ВА 的 垂 面 ,并 在 这 
ЖЫШ БЕЛЕНЕ, . 18 EE, = ВЕ,НЕ, = EH ,然后 在 平面 
АВЕ, ЕЛАВЕ, 为 基础 完成 正 五 边 形 ABA,AsE; 的 作 图 ( 正 五 
边 形 АВА,А,Е, 与 正 五 边 形 ABCDE 为 对 称 图 形 ). 同样 可 作出 
其 余 各 面 ,从 而 得 到 所 求 作 的 正 十 二 
面体 . 

(5) 正二 十 面体 . 如 图 4 一 277, 作 边 Ë 
KO a 的 正 五 边 形 ABCDE ,过 它 的 中 心 
O fE. j ABC WJ Ж,Б ЖБ ОА | 
所 确定 的 平面 内 , 作 以 4 为 圆心 ,a 为 半 
AHE UREA FS H OA = 
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Маа), МНЕНИЕ S -ABCDE, 进 而 作出 
与 它 合同 的 五 棱锥 4 - BSEFG 等 ,这 样 就 得 到 所 求 作 的 正二 十 
面体 . 

再 来 求 正 多 面体 的 棱 长 关于 它 的 外 接 球 半径 的 表达 式 . 设 正 
多 面体 的 各 多 面 角 为 正 m 面 角 , 各 面 为 正 n 1136 , 4 Аа 
弧度 , 它 的 内 切 球 的 半径 为 ,外 接 球 的 半径 为 R, 并 设 含 楼 AB 
(长 为 a) 的 两 个 面 切 内 切 球 于 О, fl O,, M ЖАВ 的 中 点 , 则 
ZO.MO, 为 该 正 多 面体 的 二 面 角 的 平面 角 ,AM 平面 OO 所 


以 ZOiMO = у ,平面 048 上 平面 OOUM. 以 O 为 球 心 ,单位 1 


为 半径 作 一 球面 ,各 交 OM.OB.OO..OO, 于 A'.B'.C' D Nf 
球面 三 角形 ABOH A ДВАС = 7. „ЯЕ ННВ cos 
В = sin C' cos ДО. X AÒ = Zh0c = = — 3,10 = 


ВОМ = 1,28 = 2080 = * ,所 以 


z 
Б 
| 
I 

| 


因为 OO =r,04 = R ,所 以 7 = D 


О,М 5 г = ReosZBOO, ,而 OM = «9 # 
geot sir = 960 шт. 在 球面 О 00 
三 角形 АВС, АНАН, 得 Qi 


cos B'cos С! = віп B'sin C! cos ЁС', 
即 cos Z BOO, =cot B'cot C ГЫ r = Reot B'cot C', 因此 R= 


图 4-278 
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tg z = ТЕЕ 3 : 即 
a = 2Rcot со. 可 @ 
最 后 ,根据 中 和 回 求 出 内 接 于 球 的 正 多 面体 的 校长 ,并 考察 用 
球 的 半径 R RAB d 的 表达 式 作 图 ， 当 校长 作出 后 ,就 归于 上 面 
介绍 过 的 已 知 校长 作 正 多 面体 的 问题 了 


对 于 正四 面体, 它 的 楼 长 为 x, 通 过 计算 得 & 一 5d, 即 


а= 22 ,于 是 通过 作 线段 4 与 24 的 比例 中 项 就 得 到 樟 长 <、 


正六 面体 的 破 长 为 e = Va Ma = la ,这 是 容易 作 


щй. 
IE 8k K a = VZR, W a = 2k? ,这 也 是 容易 作 


出 的 ， 
С 5-0) У — R 
正 十 二 面体 的 楼 长 为 a = R IT 


先 作出 上 = VER (ESR У R KEAP KEMENA Ў R 
和 2R 的 直角 三 角形 而 得 ) ;从 而 得 了 = 一 R ,于 是 4 一 -在 - 一 


КА 


m 
\з Eta RERET. 


= 
AES TH ERREKA a= Ea, = 


5 一 V5 „_ 54— sd: 
10 10 


54 一 YE 可 ;最 后 作 告 与 a 的 比例 中 项 ,就 得 到 所 求 作 的 楼 长 a. 
参考 文献 [25,pp, 224—225],[14,pp. 652 一 669],[15， 


d ,这 可 先 作出 p= 二 v5d ,再 作出 4 一 
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pp.91—92],[3,p. 252],[2,рр. 193—201]. 
(#82) 
费 马 问题 (Fermat's problem) 求 作 一 球 使 与 已 知 的 四 个 球 各 
相 切 . 

该 问题 是 平面 几何 中 的 阿波 罗 尼 奥 斯 切 贺 问题 在 空间 的 推 
广 , 最 初 由 费 马 给 出 ,后 又 为 葛 尔 刚 : 庞 斯 莱 等 数学 家 给 出 多 种 
解法 

在 已 知 的 四 个 球 01、0;,O;、O, 中 ,不 妨 设 球 O, 的 半球 为 最 
小 . 现 各 作 与 球 O,.O,.O, 同 球 心 ,半径 分 别 为 球 O,.O,.O, 的 半 
径 减 去 (或 加 上 ) 球 O 的 半径 的 三 个 球 ( 记 为 球 Or .Os .O04), 这 
样 把 求 作 一 球 与 已 知 四 个 球 相 切 ,归结 为 过 一 点 O, 求 作 一 球 ,使 
与 三 个 球 O) .Os ,OW 各 相 切 ， 

以 点 O, 为 反 演 中 心 , 任 取 常 数 АСА Z 0) 为 反 演 三 (为 简单 起 
见 * 可 取 点 O, 对 球 O, ОЕ БС РЕБЕ, К О.О. 
Ov 的 反 形 ( 反 像 ) 各 为 球 QQs.Q,, 而 所 求 作 的 球 过 反 演 中 心 0;， 
它 的 反 形 为 不 过 反 演 中 心 的 平面 ", 且 与 球 Q,.Q,.Q. ЖИЛ. 所 以 
又 把 它 归结 为 求 作 已 知 三 个 球 的 公 切 面 . 

假定 球 Q,.Q,、Q, 的 公 切面 
已 经 作出 , 设 它们 与 a 相 切 于 点 
A,B,C, W) Q,A.Q,B.Q.C HE 
直 于 平面 a, 所 以 QA // QB // 
QC.: MR QQ QQ 分 别 与 平面 
a ЖРА M.N. WAM N 各 在 


直线 АВ,АС k. яхе = W 4-279 


ga ST RA вени, ‚КЫ M ойе, M 点 为 定点 . 同 
PER N 也 是 定点 , 因此 MN 是 定 直 线 , 这 样 只 要 过 直线 MN fE 
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三 个 已 知 球 中 的 任 一 Кс) 即 为 所 求 的 平面 a 了， 
ав оо, итна 全 内 分 与 外 分 ， 得 内 ,外 分 点 M' 、J ,线段 


оо, TEULA KN ,得 内 、 外 分 点 N'、N, 于 是 最 多 有 四 
条 定 直线 MN.MN'.M'N.M'N' ,而 过 一 直线 作 一 球 的 切 平面 最 
多 有 两 解 ,所 以 最 多 有 八 解 . 由 于 反 演 变换 是 一 对 一 的 ,而 把 点 
О, 还 原 为 球 O, 有 两 种 情形 ,因此 求 作 一 球 使 与 已 知 的 四 个 球 各 
相 切 ,最 多 有 十 六 解 , 

参考 文献 [25,p. 228],[16,pp. 338~ 339], [18,pp, 254 一 
2561. 

(#82) 
+ ЖЯ Н -Ж #1 E EB (Lagrange-Steiner theorem) ДШ 
体 四 个 面 (所 在 平面 ) 的 球 ,至 少 有 五 个 ,至 多 有 八 个 ， 

这 个 定理 是 由 拉 格 朗 日 (1773) 和 施 泰 纳 (1828) 发 现 (Steiner， 
Crelles Journal. 2(1828)) 的 ,并 被 多 人 研究 过 (Hermary，, Bulletin 
de Societe Math, de France. 7 (1879); Neuberg, Nouvelle 
Correspondance Math. 6(1880)). 

将 四 面体 ABCD 的 各 面 无 限 伸展 ,就 把 空间 分 为 十 五 个 区 
域 .除了 四 面体 的 内 部 区 域外 ,还 有 十 四 个 区 域 ,其 中 各 以 四 面体 
的 一 个 面 为 办 ,其余 各 面 无 限 伸展 构成 的 区 域 有 四 个 , 称 为 临 面 
区 ;与 每 个 四 面体 的 三 面 角 成 对 顶 三 面 角 的 有 四 个 区 域 , 称 为 临 顶 
区 ;其 余 六 个 紧 抵 着 四 面体 的 一 条 校 , 称 为 临 校区 , 图 4 一 280 中 
各 表示 了 这 些 区 域 中 的 一 个 . 

设 二 面 角 AB 与 AC 的 内 ,外 平分 面相 交 于 过 4 点 的 四 条 直 
Жї, ДР! kE А - BCD 内 部 (图 中 仅 画 出 :这 一 
条 ), 又 1 与 二 面 角 CD 的 内 、 外 平分 面 各 相交 于 点 1 与 五 ,点 I 在 
四 面体 的 内 部 ,六 ХЕШ ВСР 为 界 的 临 面 区 内 ,它们 到 四 面体 的 四 
个 面 的 距离 相等 , 且 都 叭 一 存在 ,由 此 可 见 有 一 个 内 切 球 和 一 个 旁 
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图 4 一 280 


同样 二 面 角 CD 的 内 、 外 平分 面 与 由、 PFA 1,1,1, В. 
它们 分 别 在 其 余 的 三 个 临 面 区 内 都 唯一 存在 ,所 以 各 有 一 个 旁 切 球 ; 
另 有 三 个 交点 也 .7"、7" 可 能 存在 或 不 存在 现 对 它们 作 些 考察 . 

如 图 4 一 281, 设 二 面 角 AB 的 内 平分 面 交 CD T E, — Ei fi 
CD 的 内 平分 面 交 AB РЕ, ETF 都 在 这 两 个 二 面 角 的 内 平 
分 面 上 ,所 以 这 三 点 共 线 ， 据 葛 尔 刚 定理 有 


El _ Sass El _ лиж 
IF Saa IF Sas’ 
利用 等 比 定理 得 
El _ Same + Sase + Ѕааск + ларе 
IF Samer + Ѕалсе + Saar + Sano 
— Эмер Saan 
Sane + Sasan " 
于 式 右边 分 子 是 四 面体 以 CD 为 楼 的 两 个 面 的 面积 之 和 ,分 
母 是 以 AB 为 被 的 两 个 面 的 面积 之 和 
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MRA I RTRB ЕР WARNAE ч > 1 
МЕЕН AB 的 临 楼 区 内 ; 当 ËL < 1 时 ,唯一 


存在 于 紧 抵 着 楼 Срна Ту — 1, 1% EF 的 中 点 
时 ,了 1' 不 存在 . 而 当 了 存在 时 , 它 就 是 以 AC 为 棱 的 二 面 角 的 外 平 
分 面 与 直线 EF 的 交点 ,所 以 它 到 四 面体 各 面 的 距离 相等 , 即 有 一 
个 旁 切 球 ， 

由 此 可 知 ,一 对 对 棱 的 临 楼 区 内 ,至 多 有 一 个 旁 切 球 ,这 样 三 
双 对 校 的 临 棱 区 内 至 多 有 三 个 旁 切 球 ,又 四 个 临 顶 区 内 显然 没有 
旁 切 球 , 所 以 切 于 四 面体 四 个 面 的 球 , 至 少 有 五 个 ,至 多 有 八 个 . 

参考 文献 [25,pp.179 一 180],[9,pp.227 一 229]. 

Z) 


(五 ) 极 值 


Regiomontanus 问题 (Regiomontanus” problem) ”在 地 球 表 面 
上 看 一 根 垂直 于 地 面 的 悬 杆 ,站 在 什么 地 方 时 视角 最 大 ? 

这 个 问题 是 德国 数学 家 Johannas Müller (X Ш 
Regiomontanus) F 1471 年 向 Christain Roder 提出 的 ,以 后 在 他 
的 诞生 地 哥 尼 斯 堡 被 命名 为 Regiomontanus 问题 , 这 是 载 人 古代 
数学 史 的 第 一 个 极 值 问题 . 

下 面 给 出 的 简明 解法 ,其 指导 思想 出 自 Ad. Losch- 

设 XY 是 地 平 线 ,4 刀 是 悬 杆 , 它 延 长 后 垂直 地 面 于 ,于 是 原 
问题 可 表述 为 在 XY 上 找 一 点 ;使 ZAPB 最 大 ， 

Losch 提 出 ,使 ZAPB 最 大 的 点 必 使 A4BP 的 外 接 圆 与 
XY ЖШ + P. 这 可 从 反面 来 说 明 ; 车 过 AB 的 圆 与 XY 相 
交 于 P..P, 两 点 的 话 , 对 于 线段 P.P, 内 的 点 ,其 对 AB 的 视 
角 必 大 于 AP1B( 二 ZAP:B)s 对 于 线段 P, P, 外 的 点 ,其 对 
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AB 的 视角 必 小 于 之 AP1B, 因 此 在 交 
ж Pi, P, it, W /АР,ВС/АР,В) 
不 可 能 达到 最 大 值 ， 

因此 ,要 找 的 点 必 是 过 A4、B 两 点 且 
与 直线 XY 相 切 的 圆 在 XY 上 的 切 点 
此 时 FP: 二 FA.FB, 即 FP 是 FA 和 


FB 的 比例 中 项 . 图 4 - 282 
对 于 原 题 而 言 ,地 平面 上 所 有 与 点 距离 等 于 VFA。FB 的 
点 都 满足 要 求 


参考 文献 [21,рр. 401—402]. 

(KIE) 
四 面体 的 极 值 问题 (Extreme value problem of tetrahedron) 
给 定 四 面体 A,4,4s4,, 试 在 其 内 部 求 一 点 ,使 

(01) PA, + PA, + РА, 十 Ph, 最 小 

(2) m PA; + m PAP + тРА + m PA? тутат. 
т, 是 正常 数 ); 

(3) 已 点 到 各 面 的 距离 之 积 最 大 

(4) 已 点 到 各 面 的 距离 平方 和 最 小 , 

本 题 引 自 岩 田 至 康 编 的 (几何 学 大 辞典 } 第 二 卷 , 在 G. 波 利 亚 
的 (数学 与 猜想 ) 一 书 中 , 提 到 了 问题 (1). 并 称 之 为 “空间 四 点 交通 
问题 ”并 用 物理 方法 阐述 了 这 一 有 趣 问题 , 

(1) 如 图 4 一 283, 在 A1、Ai、As、As 处 各 置 一 个 滑轮 ,把 四 条 
绳子 的 一 端 结 在 一 起 (此 端 记 为 已), 让 每 条 绳子 通过 一 个 滑轮 ,并 
在 另 一 端 挂 1kg 重 的 物件 ,然后 让 四 个 重 物 在 重力 的 作用 下 自由 
运动 ,最 后 趋 于 静止 ,此 时 的 也 点 位 置 ,就 是 到 А, An AnA 四 点 
=й: Ж hi. 

ЭШ TAHEKE I BI РА, + AW, = РА, + AW = 
PA, БАУ; = РА, FAW, = 1. 当 该 力学 系统 趋 于 静止 时 ,其 势能 
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必 有 最 小 , 此 时 AW, + AW, + 
AW. БАУ, 必 最 大 ,从 而 PA 十 
РА, + PA, 十 PA 最 小 . 

下 面 分 析 这 个 静止 时 的 力学 系 
9. # PAPA PAn PA 上 分 
йй йш PB, PB, PB, PB. 
则 必 有 РВ,+ PB,= PB,+ PB, , 即 
两 个 合 向 量 大 小 相等 ,方向 相反 . 由 
此 可 知 ，ZBiPB; = ZB,PB,. 同样 的 分 析 可 以 得 到 结论 : 
&В\РВ, = ZB.PB,,ZB,PB, = LBsPBi. 从 而 P 点 对 四 面体 
AA, As A, 的 各 面 所 张 的 立体 角 相 等 (而 四 面体 B,B;B,B, 的 对 楼 
相等 ,因而 该 四 面体 В,В,В,В, 是 一 个 等 面 四 面体 ,P 是 它 的 
Fb). 

上 述 P 点 应 满足 的 条 件 也 可 以 用 微分 方法 求 得 . 设 
А, (ба, ,Б,,с)5ї = 1,2,3,4, Р(ж,у,), 


F(z,y,z) = PA, + PA, + PA, + PA, 
í 
= 人) V(z — a)! + (9 — b)! + (z с)". 


= 


Fl(z,y z) = У) =, 
i y (r = a)! + (y— by + (= 一 

Fi(z,y,z) = 5 E аш 
£ Ve ау + бу — b)! + (z а) 
‹ 

FlGz,y z) = У) - = 


——P——T 
= VG — aD? + (y — b)1 + G — a) 
4 F= 及 一 内 一 0, 则 得 己 点 必须 满足 的 条 件 : 
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х= ea, 


= 0, 
у (z — a) + (y — b)* + (к—с,)' 
4 
үзле Е ЕТ се с уу 
“1 V (z a)? + (у — b)! + (z — с) 
. 
S #—‹, 7 
1 у= а)#+ (у 60 + G — с)? 


Фла OP= т,ОА,= š, „ЖАО 
БУ G 


= r= <, 


(2) Ë Р(т,у,е),А,(а,,Ь,с),1 = 1,2,3,4, lJ 


4 А 
РА? = Dm[(z— а) + (y — b)! + (z — c)] 


> =! 


А i 
= Dm(z — a)! + Dymo — b)! + Dm. 
= = = 


i 
由 于 Утба a) = Утба? – Zax + a) 


© = 
= (тда — 2$ ma) + Dar 
2 > ута Ута, 1] 

w Ë |02 6—2 + |2 + Ха? – 
2" У” 2 > m, > 

і i 


Ста) 
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{х= Sa а, Ута — a) МВ Da? = 


{ Уть 
同 理 , 当 y= 5 时 ， Уучу — b) 有 最 小 值 > = 


CX mb Ута 


Ер” — = Ун Bf, Ут (2 一 ci)* 有 最 小 值 У)? — 
уз i 


> 
Ута Ут Ут 4 
Ар: PA? 有 最 小 值 
故 在 点 Э S = "іт л 
Уа ta E аў, — Snl may: + Сну + 
Ста] y 


A P, Ж An AnA A 的 加 权 平均 中 心 . 
(3) 设 四 面体 的 各 面 面 积 为 Si、S:、S\\ Sa WRA VA P 9] 
各 面 的 距离 为 dvdi.d;.d1: 则 Sd 十 Sudi + 5,4, + 5,4, = ЗУ. 


2-5,4, * Sids Sidi* Sa, < [Sidi + 8,4, + Sida + 
за]: 
Ан. 
ш ада, ғ 515,555, |), 
当 Sd, = Sal, = Sid = Sud, 时 ,adaaid 有 最 大 值 
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81V* 


max(dididsd,) = 256S.S.S.S, ` 


(4) 由 柯 西 不 等 式 , 有 
(dttd Hdt +a) (Ss:+5:+5+5.) 
2>(Sd,+Sdi+Sd,+S a), 


"mas == = 他 时 等 号 成 立 . шша, 


参考 文献 [25,p.234J. 
《张文华 ) 
空间 等 周 问题 (Isoperimetric problem in space) ”在 体积 相等 
的 所 有 立体 中 , 球 具有 最 小 的 表面 积 ;在 表面 积 相等 的 所 有 立体 
中 , 球 具 有 最 小 的 体积 ， 
空间 等 周 问 题 是 平面 等 周 问题 在 空间 的 推广 ( 见 平面 等 周 问 
题 ), 施 泰 纳 用 综合 几何 的 方法 证 明了 它 (因此 有 人 把 它 称 为 施 泰 
纳 球 ) ,而 且 还 提出 了 好 几 种 方法 . 但 施 泰 纳 的 证 明 却 预先 假定 了 
等 体积 立体 中 表面 积 最 小 者 的 存在 性 . 1884 年 ,Sechwarz(1843 一 
1921) 给 出 了 空间 等 周 问题 的 一 个 严格 证 明 ， 
空间 等 周身 题 可 用 如 下 等 周 不 等 式 表示 : 设 卵 形 面 S 的 表面 
积 为 F, 所 包围 的 区 域 的 体积 为 V, 则 有 F' 22 36rV* , 当 且 仅 当 S 
为 球面 时 等 号 成 立 ， 
下 面 这 种 基于 对 称 原理 的 几何 证 明 方法 源 于 施 泰 纳 - 
Q) 如 图 4-284, 著 C,C' 是 两 定点 ,直线 411/41//CC',CC' 的 
ЖШ E HHZ h FPQ, РАЖ PEL QE, 
恒 有 
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Sacra Sacra >S acre + асро: 


自 C.C' 分 别 作 ACP'Q AC'P'Q' 
所 在 平面 的 垂 线 ,由 对 称 性 知 它们 必 与 
平面 已 交 于 同一 点 O. ЖОС = 
OC' = 1. 再 自 O 点 分 别 作 平面 CPQ、 
C'PQ.CC'P(CC'P').CC'Q (CC'Q') 的 
垂 线 , 设 其 有 向 距离 分 别 为 tumn 
(这 里 说 的 “有 向 距离 ”, 是 与 所 考察 的 
四 面体 CC'PQ 及 CC'P'Q' 有 关 的 , 例 
如 对 于 四 面体 CC'PQ 而 言 ,O 到 平面 CPQ 的 有 向 距离 +, 其 绝对 
值 等 于 垂直 线段 的 长 ,其 正 负 号 取决 于 0 与 C' 点 是 否 在 平面 
СРО 的 同 侧 ). 

计算 四 面体 CC'P'Q' 及 ССРО 的 体积 ,有 


Veera = 1 * Saera +1 * Sacra + m -Sar 
+n e $лссе), 
Уста = TG Sacra + P * Sara + m Sos 
+n ° Sanog): 
EP, Vespa: Vendar e Sara e mS 


=; £ + Sacra + t' * Soera = Sacra + Sacpe 
由 于 zt 不 可 能 全 为 负 , | < 1.|'| < 1 , 故 
Sacra + Sacre = t * Sacra + t! * Sacra 
< Sacra + Sacra- 
(2) 如 图 4-285, 侧 棱 AA'、BB' .CC' 分 别 在 给 定 的 三 条 平行 
直线 Lmsn 上 , 且 楼 长 AA = a,BB' = b.CC' 一 上 一 定 的 所 有 三 
校 柱 中 (这 里 的 “棱柱 ”不 要 求 两 底面 平行 ), 有 正 交 于 侧 楼 的 对 称 
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平面 的 三 棱柱 的 两 底面 积 之 和 ( 即 z 
Saase + Saane ) 最 小 : Q 
HCA 5 C'A'ZFQ,CB 5 C' Бу 
ВЎФР. К 7 
ee бй ус © EN 
` BP BP b'AQ АО © S, c 
=£ W 4-285 


a 
аср. СБ. 2 PQ e эш 
OB OB chCA™ СА га 
及 
Sao 一 Sascc Ё "Блас — Sona а 


: 
从 而 Saro = = басс = Ж, 


Saaw = a a ` бела = ЖН. 

Т,Ж AA BB .CC' 在 三 条 定 平行 线 上 怎样 移动 ,P.Q 
必 分 别 在 平行 于 ! 的 两 定 直线 上 . 

另 一 方面 , 易 得 


ләк. СР-СӘ _ è 
Ѕлавс CBCA -aet 
а 
Ef бона poea 


2 
Sacra = gy — pS aawo 


г 
=: Sacra + Sacha = te — тур ру (Saam 十 Sanac)， 


TAI, Saase + Saane M Sacra 十 Sacra 同 时 达到 最 小 值 . 但 
是 由 (1) 知 ,要 Sacma 十 Sacm 取 得 最 小 值 ,P.Q 应 在 CC' 的 中 垂 面 
Е Б.Т /X ABO MAA B'C'3 T Y-Im E ЯЙ. 
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(3) 体积 V 一 定 的 立体 中 ,表面 积 最 小 的 立体 Q 必 是 球 (这 
里 预先 假定 了 O 的 存在 性 》 

Ю.П 是 有 界 的 . 任 取 一 个 平面 五 ,用 垂直 于 平面 尼 的 直线 
把 立体 器 分 割 成 一 系列 三 楼 柱 4BC 一 A'B'C' ,使 得 这 些 三 楼 柱 如 
此 之 狭小 ,以 至 于 0 的 表面 上 的 界面 (曲面 ) 三 角形 ABC 和 
4iBIC' 可 以 看 成 为 平面 三 角形 而 不 致 影响 三 棱柱 的 体积 HF 
每 一 个 这 样 的 三 棱柱 ABC 一 4'B'C' ,在 直线 A4'、BB',CC' 上 分 
BIR АА, = АА',В,В' 一 BBCIC; 一 CC , 且 它们 的 中 点 都 在 
PHE 上 .这样 得 到 的 新 棱柱 А,В,С, АВС 具有 垂直 于 棱 的 
对 称 平面 . 由 (2) 知 ， 

Saa, H Sanare < Sani + Sanne : 


ж ЕЖЕ, RITUALE Q 出 发 ,得 到 一 个 新 立体 02， 
它 和 如 有 相同 的 体积 ,但 具有 对 称 平面 E. 从 而 0 的 表面 积 + 
大 于 了 的 表面 积 但 根据 原 假定 ,应 有 5 之" ， 故 必 有 = =о. 这 
йй п 必 有 一 个 与 平面 巨 平行 的 对 称 平面 ， 

由 于 平面 巨 是 任意 取 的 故 0 应 有 任意 方向 的 对 称 平面 . 设 
жул m 是 人 0 的 互相 正 交 的 三 个 对 称 平面 ,其 交点 为 0, 则 OO 是 介 
的 对 称 中 心 . 

今 设 4 为 中 表面 上 的 一 个 固定 的 点 ,P 3 Q # B E t T A 
的 任意 点 , 记 АР Н ЖЩ z, WL r 必 为 只 的 对 称 平面 , 它 必 过 
口 点 ,于 是 OP = OA. 即 0 的 表面 上 的 任意 点 到 定点 O WER 
BETEKOA Оа. 

参考 文献 [21,рр. 418—423]. 

(张文华 ) 

ЕШ B) ЖШ (Honeycomb problem) 一 个 蜂巢 ,其 外 形 如 图 4- 
286 所 示 的 正六 楼 柱 的 一 部 分 , 一端 是 正六 边 形 A'P'B'Q'C'R'， 
另 一 端 是 由 三 个 全 等 的 菱形 SAPB,SBQC.SCRA 所 组 成 的 顶 
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盖 . 问 : 如 果 这 一 立体 的 容积 一 定 ,如 何 安置 这 三 个 全 等 的 姜 形 盖 
面 ,使 该 立体 的 表面 积 最 小 ? 

历史 上 不 少 学 者 都 注意 到 了 蜂 萌 的 
奇妙 结构 . 早 在 公元 300 年 前 后 , 帕 波 斯 
就 研究 过 蜂 房 的 形状 ,认为 在 其 他 条 件 
相同 的 情况 下 ,六 棱柱 形 的 蜂 梨 的 容积 
最 大 , 著名 天 文学 家 开 普 勤 说 ,蜂巢 的 莹 
形 面 的 角 应 该 和 菱形 十 二 面体 ( 即 各 面 
都 是 蓉 形 的 十 二 面体 ) 的 角 一 样 .法 国 天 Baa 
文学 家 Maraldi 经 过 详细 的 观察 研究 后 
指出 ,蜂巢 萎 形 面 的 一 个 角 等 于 109"28', 另 一 个 角 是 70"32'. ЖЕ 
自然 哲学 家 Reaumur(1683 一 1757) 则 作出 狂想 : 用 这 样 的 角度 来 
建造 蜂 房 ,在 相同 的 容积 下 最 节省 材料 . 他 又 向 瑞士 数学 家 
Samuel Koenig 请 教 ,Koenig 证 实 了 这 一 猜想 ,但 计算 的 结果 是 
109°26' 和 70°34 ,和 实测 数据 有 2 之 差 . 1743 年 ,马克 劳 林 在 爱 丁 
保重 新 研究 蜂巢 问题 ,得 到 了 更 售 人 的 结果 ,他 完全 用 初等 方法 计 
算出 菱形 的 钝 角 应 为 109*28'16", 锐 角 为 ?0"31'44", 和 实测 数值 完 
全 一 致 .原来 ,2' 之 差 不 是 由 于 蜂巢 造 的 不 准 , 而 是 Koenig 算 错 
了 ,因为 他 所 用 的 对 数 表 印 错 了 . 

马克 思 在 (资本 论 ) 中 也 提 到 过 这 个 问题 ， 

1964 年 /华罗庚 教授 曾 用 此 题 考 过 高 中 生 - 

如 图 4- 286 所 示 , 设 SS' 是 正六 楼 柱 的 轴线 ,5' 是 底面 正六 
边 形 的 中 心 ,底面 边 长 为 2a, 便 校 44' = ВВ = CC' = b (如 图 
4 -287), ip SS! = b + z,PP' = QQ' = КК = b — z, 菱形 的 
对 角 线 SP = SQ = SR = Z2y(y > z)， 则 蜂巢 的 底面 积 Se = 


6а, 侧面 积 S — 6 X + э 
面 三 个 萎 形 盖 面 的 面积 Sa —3 x 2V 3a Xx y = 6V3ay, 蜂 梨 的 


X да = 6a(2b — z), E 
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ES = 6 3at + 12ab +6a( / 3 y — 
z). 

又 ,在 梯形 SS'P'P th, SP: = 5'Р" + 
(SS' — РР')?, B) y = at + z*. 

注意 到 (V3y 一 z)*?= (V3y 一 Zz)* 十 
2(а# + а® — у?) = 2а#+ 3202—22 /Зту+у* 
= 2 4 (V 3z y), ЇЇ, щу /3= 
时 , (УЗ у — х) 有 最 小 值 ,从 而 表面 积 S 有 

Va VE 


最 小 值 . 此 时 ,z= 2 ay 一 уа. 


EER SAPB h,i ZASB= a Mi a = #8 = 2-34 
ба 


М. Ра = 54°44' ,2a 一 109"28'， 即 蜂巢 在 顶点 S 处 的 三 个 
面 角 均 为 109"28'. 


A =: у Ж 
а ДААР = 6, | tg = дарр 


22 ‚0 = 70"32. FÆ, ZAPP' = 180° — 70°82' = 109°28'. 可 
KREA PQR 处 亦 一 样 ) 的 三 个 面 角 也 都 是 109"28/ 

由 于 三 面 角 8 一 ABC 与 三 面 角 P 一 АР'В 的 各 个 面 角 都 是 
10928'， 所 以 两 个 三 面 角 全 等 . 又 因为 以 PP' 为 楼 的 二 面 角 等 于 
120", 可 见 ，, 妖 巢 的 三 个 萎 形 面 之 问 以 及 著 形 面 与 侧面 之 间 所 成 的 
二 面 角 都 是 120", 上 述 计算 结果 与 实测 数据 完全 一 致 

参考 文献 [6,pp.500 一 502],[21,pp, 398—400]. 

(张文华 ) 


(六 ) 球面 三 角形 与 球面 四 边 形 
球面 三 角形 的 梅内 劳 斯 公式 (Menelaus formula Гог a spherical 
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triangle) 若 一 大 圆 弧 截 球面 三 角形 АВС = 0 CA. AB. ВС 
(或 其 延长 线 ) 于 点 P, Pa P ONE 4-288); 0 


sin É Asin BB sin Ec = sin PCsin PA sin P,B. 

这 是 梅内 劳 斯 在 他 的 《球面 论 ) 一 书 的 第 三 卷 中 提出 的 一 个 定 
理 . 梅内 劳 斯 是 第 一 个 使 三 角 学 脱离 天 文学 而 成 为 一 门 独立 学 科 
的 人 ,被 尊 为 “三 角 学 的 莫 基 者 ”在 平面 几何 中 也 有 被 称 之 为 梅内 
劳 斯 定理 的 类 似 公式 ,但 那个 定理 不 是 梅内 劳 斯 发 现 的 , 它 早 为 前 
人 所 知 , 梅 内 劳 斯 只 是 拿 来 运用 并 推广 到 球面 上 去 而 已 


图 4-288 
如 图 4 一 289, 作 球 心 三 面 角 O — ABC, 连 AB,BC.CA 得 一 
个 平面 三 角形 ABC. ОА = ОВ = ОС. ЕЖЕ Р.Р; 所 在 平面 
OP1P,, 设 该 平面 交 CA、AB、BC 或 其 延长 线 于 Pi' ,Py „РУ ,Pi'、 
РУ ,Py 必 分 别 在 OP,.OP,.OP, E. B k, 2 COPY 一 CP,， 
&Р/ОА —"— PAZ AOP) — АР, Р;ОВ — P.B, 
ВОР —— ВР, ZP 'oc— P.C. 
在 AOCA H, ОС = QA,sin ZCOP;' + sin ZP'OA= CP/ + 
P'A, 


即 sin СР, AGEE 
„лл. ысы 
sinP PA 
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sin АР, АР, sin BP, _ВР/ 
同 再, 人! = = бз, 
sinPB rB anpe Ps 


‚ sin CP, „sin AP, „sin ВР, _ ОР/ AP; BPY 

T” sin P.A sin PR sinp РТА ТВ PIC 

由 于 P,',P; ,Py 在 同一 直线 上 (该 直线 是 平面 4BC 和 平面 
ОР,Р, 的 交 线 ), 即 一 直线 截 平面 三 角形 АВС 的 三 边 或 其 延长 线 
于 点 Pr. Pi Pa', 根 据 平面 三 角形 的 梅内 劳 斯 公式 ,有 
C/A ee 
PrA'PrB" PGT і. 


本 
т анны а ра 4, 
sinP,A sin P,B sin P,C 
即 sin PAsin P.B sin BC = sin P.C sin BA sin PaB. 
这 个 公式 也 可 以 从 球面 直角 三 角形 的 有 关公 式 导出 - 
如 图 4 一 290, 过 А,В,С PIEKEN Р,Р, HER AX, BY, 
CZ,X.Y.Z 是 垂 足 , 则 


sin AX _ sin CZ 
=H mez 
sin AP, sin PIC 
ш АЁ _ sin AX 
sin PC sin CZ 


ma, sin CP, _ чаб. 
sin Р.Б sin BY. 
sin BP, _ sin BY 
аса 
зіп Pi4 sin AX 
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„ sin АР, ,sin ©Р, „sin ВР, _ sin АХ sin @ зїп i 
sin Че PC sin РВ sin РА sin CZ sin BY sin АХ 


й sin AP, sain BP, + sin CP, = jn P,C rain Pd + sin PaB. 

注 ; 对 于 分 别 在 球面 三 角形 ABC 的 三 边 CA、AB、BC 或 其 延 
长 线 上 的 三 点 Pi ,Ps,P;( 其 中 一 点 或 三 点 在 边 的 延长 线 上 ) 而 言 ， 
Pi PaPa 三 点 共 大 圆 的 充分 必要 条 件 是 


1, 


Бъ АР, 58Р ын Cp = ën РС ЫРА аш РН 
参考 文献 [11,pp. 135—136], [25,р. 266],[3,рр. 226 一 
227]. 

《张文华 ) 
球面 三 角形 的 正弦 定理 (Sine theorem for a spherical triangle) 
球面 三 角形 的 边 的 正弦 之 比 等 于 对 角 的 正弦 之 比 , 即 在 球面 三 

角形 ABC 中 , 若 球面 角 A.B.C ШЖ а,Ь,с, 
sina _ sinb _ sinc 
snA sinB sinC' 
德国 数学 家 、 天 文学 家 Regiomontanus #k ( ië = ff) (De 
Triangulis ) 一 书 中 提出 了 这 个 定律 . 该 书包 括 平面 三 角 和 球面 三 角 两 
部 分 , 它 使 三 角 学 正式 脱离 天 文学 而 成 为 一 门 独 立 科 目 . 据说 该 书写 于 
1462—1463 年 间 , 但 直到 1533 年 才 得 以 正式 出 版 . 而 德国 数学 家 
Johan Werner (1468 一 1528) 则 在 ( 论 球面 三 角 》 (De Triangulis 
sphaericis,1514) 一 书 中 改进 并 发 表 了 Regiomontanus 的 思想 . 
另 有 资料 表明 ,阿拉 伯 人 Abul Wefa(940 一 9987 在 其 所 著 的 (天 
文大 全 ) 中 早 就 提 到 过 球面 三 角形 的 正 汞 定律 . 
作 球 心 三 面 角 O - ABC. 过 4 非 平面 BOC MER AH, H HE 
E. EPH ВОС {ЕНЕ | ОС F E,HD | ОВ T D,# AD.AE. H 
ЕНЕН AD | ОВ,АЕ | ОС. ^. ZADH 是 二 面 角 4=-OB-C 
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的 平面 角 ; ZADH = ZB. LAEH 是 二 а 
BU A - OC - 了 的 平面 角 ， ZAEH = > 
<C. 因此 


g = УЗ — costa — совр —соз?с + cos acos beos с 
= зїп а sin В sin c ` 
参考 文献 [1l9,p.518J,[11,p. 276], [4, pp. 51—52, 
pp.117—118],[25.p.260],[8,p. 669]. 


(张文华) 

球面 三 角形 边 的 余弦 定理 (Cosine theorem of sides for а 

spherical triangle) 球面 三 角形 的 每 一 边 的 余 莎 等 于 其 他 两 边 余 
弦 的 乘积 加 上 这 两 边 的 正弦 及 其 夹 角 的 余弦 的 冬 积 , 即 


сов а = cos bcos с + sin bsin ccos А; 
cos b = сов acos c + sin asin ссов By 


сов с = cos acos b + sin asin bcos С, 


E 250 pj КОСА НИЕ Ж Al-Battani(850—929) 
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首创 的 , Al-Battani 著 有 《 星 的 科学 ) 一 书 ,该 书 的 拉丁 文 译本 把 阿 
拉 伯 文 dschaib( 弯 四) 意译 成 sinus, 这 就 是 “正弦 "(sine) 一 词 的 由 
Ж. Æ Regiomontanus 的 名 著 《 论 三 角 ) 一 书 中 也 谈 到 了 球面 三 角 
形 的 边 的 余弦 公式 ,该 书 第 五 往 中 的 第 二 个 定理 就 是 球面 三 角形 
的 余弦 定理 ; 


соз а — cos bcos с 


соз А = £ т 
sin bsin c 


取 球面 三 角形 ABC, fE pk t = (jh O - ABC. 

(1) Bi. < >. A А{ b.e 
的 切线 分 别 交 OC、08 于 N. M. M 
ZMAN = A ( 它 是 二 面 角 M-O4-N 
的 平面 角 ), ИМОМ =a, /АОМ =b, 
ZAOM = с (单位 :弧度 ). 

在 A4MN th, MN: = АМ + 
AN: — 2AM + АМсоз А. 

在 AOMN 中 , MN: = OM: + ON: — 20M » ONcos а. 

Г AM: + AN: — 2AM + ANcos А 

=OM: + ON! — 2OM - ONcos a, 

(OM: — AM?) + (ON: — AN) + 2AM • ANcosA 


A 20M - ON 
=бА*ОА | АМАМ. од 
= OM. ON т ом OM ` °052- 


在 RtA4OM 和 RtA4ON 中 ,有 


ОА _ ЖМ. u 04 соз AN = asi 
om "ОМ = sine, ON — < oy = sin. 
Т. Cos a = cos bcos c + sin bsin ccos A. 


(FLS B c > 2 ЖИЙ, ШШ 4 - 293, 反 向 延长 DB 
53 c 所 在 圆 交 于 В! , 反 向 延长 OC 与 缴 所 在 贺 交 于 C'. 这 时 球 
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面 三 角形 ABC 中 ， АС = r<, 


№217 


“ZZ Р 
会 、. 


АЁ 一 一 < 二 可 ,BC = BC =a. 5) 
<. соз а = соз(п — Р)соѕ(п — с) 十 
віп (п — b)sin(zx — с)соѕ А 

= cos bcos c + зіп зіп ссоѕ А. 


Æ 4 -292 


(3) ще $b < poc < у,5> $ Ph, ДЬ. 
(A) 当 c 二 至 或 5 二 也 时 ,命题 也 是 对 的 . 


设 c= т, 如 图 4-294, 作 CH 平面 
AOB F H. HM LOA F M,HN | OB 
FN. hF АВ = 到 ,ON = MB. 


шек Оса А = MH 
0С" МС" 


къв МС, 图 4-294 
E? 
2 
参考 文献 [6,p. 184],[11,p. 276],[4,p. 42,p. 117]. 
(张文华 ) 
жш = fh W. Ж) Їй Ж: A E БЕ (Cosine theorem of angle for а 
spherical triangle) ЖКШ ENA RETRA k 3k 
ЮИ е ИШ lx А ПЕ А Зе ЖК 2 ЗЕ. 对 
于 球面 三 角形 ABCH 


ç ы Ж 
=+ cos a = sin bcos А = cos cos b + sin зіп bcos А. 


cos А = — cos Всоз C + sin Bsin Ccos a; 
cos B = — cos Acos C + sin Asin Ccos b; 
cos Ç =— cos Acos B + sin Asin Bcos c, 
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BiP к, ЕВ T f Еа, {ЖЕШ ЖЕ, {Н Ж. 
在 韦 达 于 1579 НА BJ CPE WE Е ) (Common Mathematicus) — 
书 中 已 提 到 了 钝 角球 面 三 角形 的 角 的 余弦 定理 了 . 

利用 “ 极 三 角形 ”, 可 以 由 边 的 余弦 定理 导出 角 的 余弦 定理 . 

设 球面 三 角形 ABC 各 边 所 在 大 图 的 极为 A 、B'\C', 且 AA'、 
有 BEC 都 小 于 90", 分 别 过 4'.B',B'.C',C' 4 的 三 个 大 图 弧 构 
成 一 个 球面 三 角形 A!'B'C'; 它 是 原 球面 三 角形 ABC 的 极 三 角形 . 
这 两 个 球面 三 角形 有 如 下 关系 : 极 三 角形 的 边 与 原 三 角形 的 相应 
的 角 互补 , 极 三 角形 的 角 与 原 三 角形 的 相应 的 按 也 互补 , 即 

А+а'!=т,В+%Ь =x=,C +“ = x; 

a + A' = x, b + B' = x, c + C' = nm. 

对 于 球面 三 角形 А'Н'С',Ш®Ж ОШ 


сов á! = cos b'cos с! + sin У'зїп с'сов A'. 


由 于 cosa’ = сов(т — А) =— cos А, 
cos Ё! = соз(л — B) = — cos B. 
sin #' = Sin(x — B) = sin B, 
sinc! = sin(x — С) = sin C,cos А! = — cos a, 
2. сов А = — cos Bcos C + sin Bsin Ccos а. 
其 余 两 个 等 式 可 类 似 地 证 明 


参考 文献 p.277). 
(张文华 ) 


球面 三 角形 的 面积 公式 (Area formula of a spherical triangle) 
球面 三 角形 的 面积 等 于 该 三 角形 的 角 超 ( 角 盘 或 球面 剩余 )e 与 
球 半径 平方 的 乘积 , 即 
SX = az. 


该 公式 是 由 英国 数学 家 Thomas Harriot (1560—1621) + 
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1603 年 提出 的 , 称 为 Harriot 定理 . 荷兰 数学 
家 Girard + 1629 年 \ 卡 瓦 列 里 于 1632 年 也 
相继 发 现 了 该 公式 ， 

记 球 面 三 角形 ABC 的 面积 为 Sa- 如 图 
4 - 295, 对 球面 三 形 ABC 的 每 个 角 作 相应 的 
球面 二 角形 , 即 , 对 A 角 作 二 角形 ABACA, 
对 B HEME B4BuCB, 对 C 角 作 二 角形 


САС,ВС. 由 于 球面 二 角形 的 面积 等 于 ә + 4R, 其 中 a 是 相应 球 
面 角 的 度量 , 故 


Saam + Saane = Зала = 
Saas + Sane = Samca = у, 
Sanm + Ўлан, = Scacpe = у, ATR, 
将 上 述 三 式 相 加 ,得 
35лавс + Saane + Saage + Saan, = 2(A + В HOR. 
由 于 A4BC。 和 八 4oBC К, АТИН, Н. 
Saase + Saane + Saan, 十 Saa, = 276°, 
故 254аю + ZIR = 2(А + B + С)К?, 
Z, Sas = (А + B + C — m)R: = eR. 
对 于 简单 球面 多 边 形 , 上 述 结论 也 是 正确 的 , 即 球面 多 边 形 的 
面积 等 于 它 的 角 超 与 球 半 径 平方 的 乘积 , 5 = R. 
参考 文献 [25,p.260]. 
(张文华 ) 
球面 三 角形 的 Delambre 公式 (Delambre formula Гог a spherical 
triangle) 球面 三 角形 ABC 中 ,关于 半角 和 与 半角 差 , 有 如 下 公式 : 
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AFB аЬ AH шй 
“Sra 庆生 
OS — С cos € : = cos С, sin > f 
pary 2 2 2 
Ati tË oad са+ 
(3) сас зга нот 28: 25-80 
аитты за С, віш: 
529 2 2 2 


这 些 公式 是 由 法 国 数学 家 Delambre(1749 一 1822) 于 1807 年 
首先 提出 的 . 
下 面 是 公式 (1) 的 证 明 . 


„ЖЯ: їп(р — b)sin(p — B 
и т 
Ў 
SSE 


sin(p — a)sin(p TE) А _ [ап psin(p = a) ei 
sin asin с е < зїп bsin с 


paa рыїп(р — b) „Вов О c j pino TA 


sin asin с sin asin b 


sin 0А + B) = sin da? B ВА 


ыў] 3" 
MESTI =e) [е — b) + віп(р — 2] 
sin asin b sinc 


зып Ср b + р— а)сов-у(р — b — Ра) 
= cos — * 


2 


ИГ: n 
2sin cos -7 


cos (а — b) 


c 
cos — 


p 
sin 10А 4 В). сов 102—0) 
A z 


= 
lI 


2 
2 2 
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公式 (2)、(3)、(4) 可 类 似 地 证 明 . 
参考 文献 [19,p. 533],[25,pp. 262—263]. 
(张文华 ) 
纳 皮 尔 相似 公式 (Napier similar formula) 
在 球面 三 角形 ABC Ф, 
1 


САВ) соз 262—0) 


1 түкө: і 
cot >C соз -z (а + b) 


а) 
= 902—8) sin 164—0) 

oC з la+ 
tiati cos 10-8) 


(2) ' 


(з) s , 
мс о 30А +В) 
二 二 CC 一 月。 于 一同 
一 一 一 一 一 一 
de ып МА+В) 
这 组 公式 是 英国 数学 家 纳 皮 尔 于 1614 年 首先 提出 的 ， 
由 Delambre 公式 ，: 
sm (AB) cos 200—0) 
21227 “шышы ® 


1 1 
cos 2С сов >e 


соз (АВ) соз (а В) 
а Р дава ш 


йа 1 1 
sin ze 5 本 
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sinB(A—B) sin Fa» 


Зо ® 
соз -$C эйс 
cos 14А — В). зіп 10а + 
2 a 
i ш Ng: Р 
sin BC sin Т. 
wE +B) „5920-8, 
@ + @, @ 


cot 4c соз 14а у 
Е(А—В) зіп 244—0) 
图 二 ож БИР ГЕК, @ 
cot 4c sin 24 +b) 
ша +b о 164 — ар 
Фа = 一 一 一 一 一 
7с cos 104 + BD 
a-b sin 704-8 
加 + 得 一 一 一 一 一 一 和 一 一 
tg 2° sin 7 (A + B) 
+ @), 直接 得 到 球面 三 角形 的 正切 定理 
A—B a—b 


Баа PAR 
wEB get 


参考 文献 [25,p. 2621,[19,pp. 533~534]. 
(张文华 ) 
球面 三 角形 的 Cagnoli 公式 (Cagnoli formula for а spherical 
triangle) 设 巨 表示 球面 三 角形 ABC 的 角 超 , E= A+ B+C— 
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m= 1а + b+ o, M| 


за Ё — sin psin(p — а)віп(р — b)sin(p — с) 


2сов © cos E cos £ 
2 2 2 


这 个 公式 是 由 Cagnoli 提出 的 , 载 于 其 著作 Trigonometria, B| 
SM Lexell, Acta petrop(1782), 


эш Е = sin (A+B+C) 
= [4+8 |5 +c]] 
= ҹа 104 + В)соѕ 5-9) 
— cos (A+ В) СЕ = 36) 


= Wh at wo all £ 
= sin + (À + B)sin Ç сов > (À + B)cos 2° 


由 Delambre 公式 , sin 4 t В 


„= е 
= T * sin yasin z sin C 
cos $e 


2 


їп Csin sin Č sec С. 
А тда 
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又 由 半角 公式 

‚С |in- osing- 

sin + = sin asin b b; 
c _ [inpo 

ey = Жек ҮҮ A 


sin C = 2sin Feos E 
2 


=s зїп psin(p — a)sin(p — b)sin(p — c). 


2 


за “sin 5. 
= 一 -一 -一 一 sin psin(p — a)sia(p — b)sin(p — с) 


sin asin bcos + 
sin psintp — a)sin(p — b)sintp — e) 
a с $ 
2cos ыш g” 7 
参考 文献 ([19,рр.535—536],[25+рр. 263—264]. 
(张文华 ) 
球面 三 角形 的 欧 拉 公式 (Euler formula Гог a spherical triangle) 


设 巨 是 球面 三 角形 ABC 的 角 超 , E = À + B + C - т, А) 


сов Ё 1. cosa + cosh + cose, 


4соз 5.сов bcos = 
2 2 2 
2 


а, bo 
„Ё = tg 7E sin C 
2 а, 6 
1+ tg 2°%С 


Кт зиз 
1 + cos а + cos b + созс' 


其 中 n = vsin psin(? — a)sin(p — b)sin(p — с), 
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#=TG+b+ oO. 


这 两 个 公式 是 著名 数学 家 殉 拉 提出 的 , 原 载 于 Acta Acad 
Peter. 2,31(1778). 
公式 的 证 明 如 下 : 
А+В C 


Е 
(1) cos 7 = cos| — 


соз “cos Š + sin “sin 2 
2 та 。 р 
ж" Ж ROSA ©. саг 


соз 5 
sin sin АСУ Сым š) 
a z 
外 є 
хат 


2 
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= i 
= т | соз z cos 2 + sin ria z cos С 
cos > 


Acos? eos 2 十 sin asin bcos С 


4соѕ сов cos © 

2 2 2 
_ G + cosa) (1 + cos b) + (cos c — cos acos b) 
a 


4cos cos È соз £ 
2 2 2 


= 1 + cos а + cos b + cos c 


a b с 
4сов cos cos -7 


соз у + sin Š sin Pos C 


212—2 
; > 0 


2 
cos 7 
сун, cos = —2 


Asin = sin AEE s= 


\ 
x 
Ë 


|£ ьа 
z 2 

sin жэш узш C 
MA 3:29 © 


n 
cos > 


z 
LORO 
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"И р V 
зіп Fsin sin c 


a [1 17 РӨ: 
сов cos 下 + зіп z sin 7005 с 


ЕС єт шс. 
улга 
1+ z7" 2°% с 
再 者 ,由 cos 全 = E © 及 Cagnoli 公式 
Acos 2°% TIT 2 


E _ sin рзїп(р — a)sin(p — b)sin(p — г) 得 
一 , 


2cos “€ cos Eo E 
2 2 2 
五 2 узіп psin(p — а)зїп(р — b)sin(p A 
ит 1 + cos a + cos b + cos с 
参考 文献 [25,рр. 264—265]. 


(张文华 ) 
球面 三 角形 的 L'Huillier 公式 (L'Huillier formula for a 
spherical triangle) ”球面 三 角形 ABC 的 角 超 已 满足 如 下 关系 式 


P 


Е 
шоу = At yta 


JEP avbe 是 球面 三 角形 ABC =й ЖЭЙ, p = T (a +b + 


NE=A+B+C— 


这 个 公式 是 由 瑞士 数学 家 L'Huillier(1750 一 1840) 首 先 提出 
的 , 见 勒 让 德 的 Geometrie Note 10; 利用 这 个 公式 ,可 以 由 三 边 求 


出 球面 三 角形 的 角 超 ， 


sin (A B+ C m) 


E 
RE 1 
cos (A+ B+C- x) 
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2sin [A + B — (к= Cykos [А + B + (х—С)] 


2eos -HCA + B — (z — C))eos [A + B + G — O)1 


l ГЕ: | 
вїп 2 (A+ B) — sin (я — С) 


cos (4+ B) + соз +G — С) 


sin 1A + B) — cos © 


n 
— "эре 
соз + (A + B) + sin > 
TE Ф C 
sin z + B)cos 2 AE 
cos С = 
Эке ыст тшше = 
соз (А + B)sin £ 
2 2 PEN Es 
— нар 
sin > 


再 利用 Delambre 公式 ,得 
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Zsin 10а 6+ сві фса) 
4 4 
= со 


с 
Zos (a +b tocos ato 2 


е1 „7 
_ жа 6р: —b)sin y (p — Q) ү sin psin(p — с) 
= sin(p — a)sin(p — b) 


1 1 
cos 2% ra [2] 


f 
了 З SNS 
Е | sin зеп > (p — a)sin > (p — b)sin + (p — с) 


4 соз T bees to — a)cos ТФ — b)cos Ф =g} 


= ДЕ iio — ajg io — btg Тф = 

利用 L'huilier 公式 ;可 以 求 出 地 球 上 一 个 三 角形 的 角 超 
(AR). 

当 球 半径 R 趋 于 无 穷 时 ,球面 三 角形 就 逐渐 接近 于 平面 三 角 
形 ,而 且 每 个 球面 角 也 趋 于 对 应 的 平面 角 ,球面 角 超 则 趋 于 零 . 设 
球面 三 角形 中 以 弧度 为 度量 单位 的 边 各 也、 与 平面 三 角形 中 的 
边 ac 的 长 度 相对 应 ,由 于 当 角 度 很 小 时 角 的 正切 值 可 以 用 它 
的 弧度 数 来 代替 ,因此 ,由 L'huilier 公式 ,可 得 


E_ |p (р—а) (р), Ф 0) 
4 N2R 2R 2R ДЕЕ" 


А = ER: = ү р(р —а)(р — (р — с). 


这 样 就 由 球面 三 角形 的 面积 公式 演变 为 平面 三 角形 的 面积 公式 


几何 ~ 立体 几 有 有 723 


(海伦 公式 ). 

当 R 相 当 大 但 仍 为 有 限 数 (因此 ,球面 三 角形 的 边 长 相对 很 
小 ) 时 , 勤 让 德 给 出 了 如 下 定理 ; 

一 个 球面 三 角形 , 当 其 边 很 短 , 因 而 球面 角 盈 也 很 小 时 , 它 的 
面积 眼 相应 的 平面 三 角形 (其 边 长 和 球面 三 角形 的 边 长 相等 ) 的 面 
积 近 似 地 相等 ,而 平面 三 角形 的 每 个 内 角 要 比 相 应 的 球面 三 角形 
的 角 要 小 些 ,其 减少 量 约 为 球面 角 盈 的 三 分 之 一 ， 

参考 文献 [19,pp-536 一 537],[25,pp, 264 一 265]. 

(张文华 ) 
球面 三 角形 的 古 德 曼 公 式 (Gudermann formula for a spherical 
triangle) 若 刀 是 球面 三 角形 ABC 的 边 BC 的 中 点 , 则 


cos c -+ сов Б = 2cos 70s AD, 


该 公式 是 由 德国 数学 家 古 德 曼 提 出 的 ， ж 
原文 载 于 Niedeze sphazck. 利用 该 公式 可 以 
由 球面 三 角形 的 三 边 求 出 中 线 . 

如 图 4-296, 设 BD = DC = m,AD = 


п. 在 球面 三 角形 ABD 和 ADC 中 运用 边 的 2 
余弦 定理 ,得 ED 
cos с = cos mcos п + зіп msin n + 图 4- 296 
соз ADB, 


cos b = cos mcos n. + sin msin ncos Z ADC. 
H + ZADB + ZADC = x,cosZ ADB =— cosZ АРС, 


2. сов b + cos с = 2cos mcos n, 即 


cos b + cos с = 2cos eos AD. 


由 球面 三 角形 的 古 德 曼 公式 ;可 推出 球面 四 边 形 的 古 德 曼 公 
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R: 在 球面 四 边 形 ABCD 中 , 若 E.F 是 对 角 线 AC. BD 的 中 
点 , 则 


соз АВ+сов ВС+ сов CDjeos Dà =4cos AEcos BFcos ЕР. 
如 图 4- 297，, 分 别 在 球面 三 角形 ABC. 


ACD 和 BDE 中 应 用 古 德 曼 公式 ,有 Ris 
cos АВ 十 соз ВС = 2cos Akcos BE, Ç ы 
cos Cb + cos АЁ = zeos Айю BB, KT 

c 


cos ВЕ } cos DE = 2cos BFcos ЁЁ; 


+. соз АВ + BO + eos CD 中 cos РА 
= 2cos AE (сов BE + cos DE) 


= 4cos Acos BFcos ЕР а 
参考 文献 ([25,р.266,р. 278]. 
(张文华 ) 
球面 四 边 形 的 Lexell 定理 (Lexell's theorem for a spherical 
quadrilateral) ”球面 四 边 形 ABCD 内 接 于 小 圆 的 充分 必要 条 件 是 
LA+ZC= ZB+ ZD. 
本 题 选 自 Lexell, Acta petropolitana (1782). 
Lexell 是 俄国 数学 家 (ekceneyA, 11740~~1784), 在 球面 三 
角 , 球 面 几何 方面 发 表 过 四 卷 集 的 专著 .例如 ,他 给 出 了 如 下 定理 : 
车 给 定 球面 三 角形 的 两 个 顶点 及 面积 ; 则 第 三 顶点 的 轨迹 是 两 个 
小 圆 ,它们 通过 已 知 顶点 的 对 径 点 . 
与 平面 儿 何 对 照 ,这 个 定理 与 平面 上 四 点 共 辆 定理 相仿 .车 令 
球面 半径 趋 于 无 穷 大 ,球面 四 边 形 的 角 至 趋 于 零 , 则 该 定理 即 演化 
为 平面 上 的 四 点 共 贺 定理. 
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《1) 必要 人 性 ; 着 四 边 形 ABCD 内 接 于 
МЕ О, бА=ОВ=0© =0D. 由 于 同一 个 
球面 三 角形 中 等 边 所 对 的 角 相等 , 故 有 
ZOAB = ZOBA, /OBC = /OCB, 
ZOCD = /ODC, ZODA = ZOAD, 

£ МА+2С 
=/ОАВ + ZOAD + ZOCB + ZOCD 
=Z0BA + ZODA + ZOBC + ZODC 
=ZB+ ZD. 


(2) 充分 性 , 在 球面 四 边 形 ABCD 中 , 设 AC > BD, ДАВС 
内 接 于 小 圆 O,,AACD ЯТА Or, FEREN: Ж ZÀ 十 
LC = ZB + ZD, 则 点 O01.0; 必 重合 ， 

用 反 证 法 . 

H ÓA = 08 = ОС 可 推 得 ZO4B = ZOBA = а. 
ZLOBC = Z0;CB = В. ОСА = ZO,AC = ?.. 

h бА = бб = бр #18 ZO,AD = /О,рА = a, 
Zoipc = Обр = 有 2oiac = 
ZO,CA = ?,. 


0.0, 都 在 4C 的 垂直 平分 线 上 . 如 果 
0,.0, 不 重合 ， 

1° О,,О, 在 AC 的 蜡 侧 时 ,ZB 十 
20 = а, + B + a, + В. ZA ИС = 
в, +a, + B, + ñ, + 2, + 7), ZB + 
ZD=ZA+ ИС 20, +1) 

2° 4 O,.O, 在 AC 的 同 侧 时 , ZA + ZC = а + z + P, + 
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ñ 


+2@, 一 1) (7, # Y, SW O,.O, EA). 
不 论 何 种 情况 , 均 有 ZA + ZC Z ZB + ZD. 这 与 所 给 条 


# ДА+ ZC = ZB + ZD 4828. 


eona 


H O0 必 重 合 . 
参考 文献 [25,p. 296]. 
(ELE) 
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平面 部 分 


(一 ) 有 向 线段 


Chasies 定理 (Chastes' theorem) it A,B,C 是 一 直线 上 的 三 

点 , 则 4B + BC = 4C, 其 中 4B、BC、4C 分 别 表示 有 向 线段 的 数量 . 

该 定理 是 法 国 数学 家 M. Chasjes(1793 ~ 1880) 得 到 的 , 它 反 

映 了 有 向 线段 相 加 的 性 质 ,可 把 它 推广 到 空间 ,是 解析 几何 的 一 条 
基本 定理 . 

ЖШ А,В,С 三 点 在 轴 上 排列 的 不 同 次 序 , 可 分 为 下 列 六 种 


情形 : 
(0) |AB| = АВ,|ВС| = BC, , == 
|4cl = АС, |АВ| + |ВС| = $ Ж c 
< D —— 
1АС|, E F А = 
<^. АВ + ВС = АС. 了 
(2) |АВ| = 一 AB,|BC| = w ——¿——— 
— BC,|AC| =— AC, |AB| + 
G) В А С = 
\ВС| = |АС|, 8 — AB + 
LE 二- 
(一 BC) =— АС, (=ч у= 


ЛАВ + BC = AC. а -300 
(3) Ња АС+ CB = AB, 

ТАС = АВ — СВ = AB + ВС, AB + BC = AC. 
(4) 由 (2) 得 AC + CB = АВ, 

„АС = АВ — CB = АВ + ВС, 

BD AB + BC = AC. 

同样 可 证 (5) 和 (6). 
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应 用 数学 归纳 法 ,由 该 定理 可 推 得 如 下 推论 : 
B AnAn A, 是 一 直线 上 的 n 个 点 , 则 


A,A; + А,А, +++ БА, А, = А,А,. 


参考 文献 [10,р.12],[11,рр. 14~15],[4;p. 5661]. 
(я) 
欧 拉 定理 (Euler's theorem) i A.B.C. D 是 一 直线 上 的 四 
K W| AB + CD + Ар. BC = AC + BD. 
该 定理 于 1747 FAKER, CT E ДЕЛЕ ch ИЛЕ 
成 直线 时 的 特殊 情况 ， 
ER D KER U A、B.C、D 所 在 直线 为 轴 , 建 立 直 线 坐标 系 . 
Ж А,В,С 的 坐标 各 为 (a), (8)、 


hh 
(с), D Ala) В) CO + 
AB +CD + АР, ВС 图 4-30101) 


= (b —a) (O+ (~a) + G — b) 
=— be 4 ab = bla — с), 
W AC • BD = (с — a)(— b) = Ба — c), 
2. AB + CD + AD + BC = АС. BD. 
从 这 个 定理 可 以 看 到 ;恒等式 (一 <) 十 Ac 一 a) 十 ze 一 
0) = 0 所 表示 的 几何 意义 ， 
参考 文献 [27,p.152],[20,p; 435]. 
(#82) 
HEMEN Pappus’ theorem) (1) Ë A,B,C,D 是 一 直线 上 
的 四 点 , 则 DA: -BC + DB: - CA + DC + АВ + BC + CA + 
AB = 0. (2) 设计 入 是 分 有 向 线段 AB REE m + n fl 
m: (— n) (m >n > 0) 的 内 分 点 和 外 分 点 ;O 为 MN 的 中 点 , 则 
OM: = ON: =0A » OB, 其 逆 也 真 . 
该 定理 载 于 帕 波 斯 所 著 的 (数学 汇编 ) 里 , (1) 可 以 看 成 为 
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Stewart 定理 的 特殊 情形 . 

а) 取 孔 为 原点 ,以 4、B,C、D 所 在 直线 为 轴 , 建 立 直线 坐标 
系 , 设 点 А,В,С 的 坐标 分 别 为 (a)、(6)、(c); 则 

DA! + BC + DB* + CA + DC: + 


i 
AB + BC*CA.AB D Ala) В) CŒ) = 
=a (c — Б) +b (a —с) + са) M 4 -301(2) 


+ (с — b) (a — с) – а) 
= @— а)[— cla + b) + ab + 2] + (с — b)(a — с)®%— a) 
= (b — а)(с — а)(с — b) + (z — b)(a — e)( — a) = 0. 

由 此 可 以 看 到 ,恒等式 22 — с) + (с а) + с0а — b) + 
(6 — с) — а)ба — b) 二 0 所 表示 的 几何 意义 

(2) 取 口 为 原点 ,以 AB 所 在 直线 为 轴 建 立 直线 坐标 系 . 设 点 
A.B.M.N 的 坐标 分 别 为 (a)、(5)、( 一 p)、(p); 则 由 


Е а н. ааа 
MB n’'NB п’ А MBO N z 
m 图 4- 302 

п 


— Ва (р-а) + piap = 0, 
P = ab, ШОМ? = ОА. ОВ. 

ТЕШИ, 设 M 和 N 分 别 是 有 向 线段 AB 
及 其 延长 线 上 的 点 ;四 若 点 对 M.N 调和 分 割 点 对 А,В 


(южн =— А) BOM: = ON: = OA - OB, шо E MN 的 中 


点 ; 回 # O J& MN AHA B OM: = ON: = ОА. OB, 则 点 对 
M.N 调和 分 割 点 对 A.B. 

取 AB Мт н О Яй, 
AB 所 在 直线 为 轴 建 立 直线 坐 
标 系 . H 4 -303 


eh E E e 
А MBO N = 
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1° AK A.B.M ЮА (— z.) C) Ca) N 点 的 从 
标 为 (z), 则 由 H 一 一 Др 


ata EEn , тЇ 
=: а. ЖЕ са... r=, 


yea, уа га 


намнаж) ,由 此 得 MN таван EA, 
BLA O 的 坐标 为 Cy), 则 由 OM: = ОА. ОВ, 得 
O= 21) = a – TY), 
-tz 
m SN 
IB + O 点 的 坐标 与 MN 中 点 的 坐标 相同 , 故 点 O RE MN 
的 中 点 . 


2° 设 点 ABM 的 坐标 分 别 为 (一 zi)、(z) Сеа), O А 
标 为 (z), 则 由 OM? = ОА. ОВ, 
(z, — z)! = (— zi — z)(z, т), 


ЕЯ = = 
nr= 


， 即 点 的 坐标 是 | TEA]. 
ка к,и О ж MN Vaaa 


Hid lat, 


у=, 0-0) 


„АМ ntz 

MB zr— x 

=N L | ||. 0 zt x, 
12+) | — л 
‚ АМ 
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参考 文献 [22,рр.152—153],[20,рр. 179—180]. 
EFES] 
(二 ) 椭圆 和 双 曲 线 
ЖИН) Chasles 定理 (Chasles”theorem of the ellipse) 设 OP 
ROPER 5: + Уу = 1 的 共 罗 半径 ,在 过 点 己 的 法 线 上 ,各 在 点 
P 的 两 旁 取 点 C 和 C E JPC) = |РС' | = |ОР' |. |ОС| =a + 
b,|OC'| =a — b, 
该 定理 是 M. Chasles 于 1865 年 得 到 的 
Ж P WBRA (а), у), OP 的 方程 为 y 一 关 z, 它 的 共 
HEROIT OP 的 方程 是 


所 以 PT /OP' ,又 过 已 点 的 法 线 垂直 
于 切线 PT, 所 以 OP' 上 PC, 设 其 交点 图 4-304 
为 Q, 则 ZOQC = 90°, 
=, JOC)? = |OP |* + IPC|: + 2|PCI + |PQ| 
= |OP|: + |OP' |* + 2|PC| + |PQ|. 
Ж PRERA (z; уг) „НУ ЖИН 
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ay ; 
ва ia, 
2 |ОР |: + |ОР' roata а +0, 
由 于 |PQ| 等 于 原点 O 到 切线 PT Е |OH |. 
5 1РО| = |он| = — a 
b 
май NETE 
28б „аб 
“ТӨР IPE] 
`. |OC |* = а? + 0 + 2ab = (a + b)’, 
ш JOC| =a +b. 
77 |ОС'\# = JOP |* + |РС |? — 2|PC'| . |PQ| 
= |ОР|+ JOP]: — дш IPQ| 


=a +b —2|PC| e 
0С | =a — b. 
过 书 点 的 法 线 方 程 为 ? — x = PAG = z), ЁН 


РЫ 
= — №, 


«айд N 的 坐标 为 | 号 (一 如 )， ;所 以 


ь таа 
-t JEF- tor), 

IcN| = 102 Е ч, в), 
š CN| _ ¿+ _ 10C] 
NC| aa OCT 


由 此 得 到 推论 ; 两 坐标 轴 Oz 55 Oy 平分 直线 OC 与 OC' 的 
交角 . 
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2? 
ЕШ з + Z 


参考 文献 [24,p. 19j. 


z = 1; masrisrs 分 别 为 平行 于 AB.BC.CA 


《 郑 君 文 》 


Mac Cullagh 定理 (Mac Cullagh’s theorem) 设 人 ABC 内 接 于 


БӘ 


Ж ORF 6483655 8 BL Е— 454 ҖВ K), R 为 人 ABC 


的 外 接 圆 半径 , 则 一 


9, Dublin Exam. Раретз(1836),22. 


bsin e), Blacos B,bsin 8) ,C(acos У, 


Saame 


r пз 


该 定理 是 Mac еа 得 到 的 ， 


设 A4BC 的 三 顶点 为 A(acos a, 


bsin 7) so, B.Y 为 离心 角 , 则 
acosa bsina 1 В 4 - 305 
= Ñ acosp bsin 8 1 083448 
acos7 Usiny 1 
b |cos @— cosa sin — sina 
= МАШАНЫ 
е sin У — sin a 
= -f EPE dR 的 
= 2ab |sin® z sin — С Е os ^+ 
“Ж =?) | 
= 一 
一 2ab|si < sin z sin arl |, 


AB: = at (cos а — cos 8)! + Б^(вїп а — sin B)° 


= 4sin’ < = £| atsin? 28 + сов? 8 $ 
又 直线 АВ 的 方程 为 
КЕЕ „ам 


¿sin Й — bsina™ асоз Й — acos a’ 
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即 Eoos TEP + Ya ТЕЁ = cos 27 Ë, 
а 
于 是 平行 于 48 的 椭圆 半径 OD 的 方程 是 


Zoo eE nt 
a 2 十 二 sin z =0, 


它 与 椭圆 交点 的 坐标 ,由 通过 解 方程 组 


нга а ЕЁ, оон СЕ, 


z. = OD: = asit EEE + proost ЕЁ, 


AAB! = ri + asit FE |АВ| = 2л sa. 
同样 可 得 

80| = 2ra |627, 

ICA] = 2r; ва 4. 


由 于 Sauc = 2R'sin Asin Bsin С = 481-181: 1СА|, 
к = ТАВЬ BC]: ICA _ лн, 


данс ab 
参考 文献 [24,. 25]. 
(жж х) 
Joachmsthal 定理 (Joachmsthal’s theorem) Р,О,К,5$ Ж 


EHA 一 上 上 的 四 点 ,车 分 别 过 这 四 点 的 法 线 交 于 一 点 , 则 5 关 
ТЕА О 的 对 称 点 5' 必 在 人 PQR 的 外 接 加 上 . 
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该 定理 是 Joachmsthal 于 1843 年 得 到 的 ,下 面 的 证 明 由 
Burnside 给 出 。 


ару ARAN Z + 22 一 1 上 点 忆 .Q.R 的 商 心 角 , 则 其 
法 线 交 于 一 点 的 充 要 条 件 是 

вїп(@ + Y) + sin(7 + a) + sin(a + 0) = 0. @ 
Ж Е.И PQR 的 法 线 方程 各 是 


[2 
ar _ hy sa ` 


cosB _ sin 8 
e p a qanta 
ч ЕЕЕ = Ашар А. ый, Жад. Kiska 


seca csca 1 
secB csch 1 
sec csc7 1 


=0, 


Ба t К 


或 =o, 
cos asin + Ë — sin acos ЕЁ 
О aZ 857) 


即 [зїп (а + B) + sinta — 8) Jsin 


7E 7+а „7 + В 
= [sin(a + B) = ма(ба— Bye 4 Esa TEE, 


леба Bysin а =” + sinta — B)sin tA 


一 0， 


两 边 除 以 sin Š z ЛИЕ А ч ШЕ А 
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同样 , 设 8 ES 点 的 离心 角 , 则 分 别 过 已.Q.S 三 点 的 法 线 交 
于 一 点 的 充 要 条 件 是 


зіп( + 8) + sin(8 + a) + sin(a + B) = 0. @ 
由 加 一 图, 得 
віп + 7) — іп + 8) + sin + а) — sin(8 + a) = 0, 


cos HI + ein ү eos tt ein = 


181732, 18 


елеч ЙУ са с 


or RE Е 


0, 


со: 0, 


Marpoc Ж Ё+? + Q 
这 就 是 说 ,过 椭圆 上 四 点 的 法 线 交 于 一 点 , 则 
a 十 有 十 7 十 5 一 (2m + 1)x,m € 2, 
即 a+ B+ Y + (x + 09) = 2(m + 1)x. @ 
但 是 点 5 关于 椭圆 中 心 O 的 对 称 点 3 的 离心 角 0 为 x 十 ó, 
所 以 本 定理 变更 为 在 条 件 国 下 证 明 P. QRS WARA. 


HO sin 二 0, 于 是 


in БАУУ. 0а 
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(зіп а — sin У) ‚ b(sin  — зіл 6) _ 0 
а(сов а — cos Y) ' а(сзЙ—соз) ~ 
b(sin a — sin 7) 


W зе МЫ 为 连结 己 与 及 两 点 直线 的 斜率 有， 
Бева sin) 是 连结 与 两 点 直线 的 斜率 k FER 


а(соѕ Ё — cos 0) 
h + h = 0. 

ЗИ с, = bz + ayt — а 二 0 与 人 PQR ЊВ c, = 
= + y! + 2gz + 2fy + h = ORRA P.Q.R 外 还 交 于 点 S”, 
点 卫 .Q、R.5S" 的 举 标 必 满 足 c + t, = 0, 设 直线 PR 为 9 一 ht 十 
m = 0; HR QH y k'r +m = 0, Д] 


а + tea =t (y — kit т) (y — z+ тп), 


比较 zy шю k + #' = 0A Е' = ka. 因此 ,直线 QS 人 与 
O05' 重 合 , 点 8 与 9 重合 ,从 而 点 S EA PQR 的 外 接 圆 上 - 
参考 文献 [24,p.22,p. 34]. 


(#83) 

椭 加 的 阿 基 米 德 定理 (Archimedes' theorem of the ellipse) 设 
精 贺 的 长 轴 和 短 轴 的 长 各 为 2a 和 2, 则 它 的 面积 为 xab. 

该 定理 为 阿 基 米 德 所 发 现 , 载 于 他 所 著 的 ( 论 劈 维 曲 面体 与 球 

体 ) 一 书 . 

RANZ + 一 的 辅助 加 为 

= + у = at, WAK B sl i B| = + 

y =a 能 行 平行 于 y 轴 的 平行 投影 工 二 


z 
dy = ру ШВ ра у) = 


aumt + эс =1. 
把 长 轴 ЛА 2n 等 份 , 设 分 点 为 H (i = 1, 2," ,2n) ,这 
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ШН ЧАША, НЧА. АН, fE z MERAM 
与 椭圆 于 P, 与 Q@, 过 点 Р.О, 各 作 平行 于 zx 轴 的 直线 与 过 点 
Hn B £ É + z 轴 的 直线 交 于 M No ӨЕ :PiMiHi+: 的 面积 


H SHAN H WERA 57,01 S, = 0-57, 所 以 


当 趋向 无 穷 大 时 ， 225, 的 极限 为 圆 的 面积 5， 55, 的 极 
БЕО 5' ,因此 
S= 5а = $S, 
BJ 5' = лар. 
参考 文献 [22,рр. 396——397],[1,р. 1441.(17,р. 123]. 
EEES] 
Sehmall 定理 (Schmall's theorem) 作 以 A4BC 的 两 边 所 在 直 
线 为 渐 近 线 旦 切 于 第 三 边 的 三 条 双 昭 线 \ 则 它们 的 通 径 的 乘积 等 
于 в, r Жк A ABC 内 切 圆 的 半径 , 通 径 指 过 双 曲 线 的 焦点 
县 垂直 于 它 的 对 称 轴 的 弦 长 , 
该 定理 是 C. N, Schmall 获得 的 , 它 
是 Amer. Math. Monthly, Vol. 33 
(1926) 的 问题 3 129. 
现 作 以 AB. AC 为 浙 近 线 且 急于 
ВС 的 双 曲 线 ,再 取 以 A WRA Z BAC 
及 其 邻 补 角 的 平分 线 为 轴 和 y 轴 , 奸 тл 
立 直 角 坐 标 系 , Ж ZBAC = a, AB = c, AC = b, BC = a, Wi 


a si a Е ! 
В| cos resin | G| bcos -5 abin $ 4 
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设 以 直线 AB: у =— ztg + fl AC, у = zte 也 为 源 近 线 的 
双 曲 线 的 方程 为 


“Ж = L 其 中 为 参数 . 
Вон -y 
直线 BC 的 方程 为 
+ — ceos + w y+ esin Z 


地 一 Deos ова а 


DE Жыш 


С 
因为 直线 BC 为 该 双 曲线 的 切线 的 条 件 是 
Ид: Мэ Ту „үк ы ер _ 
CET z = (сот 2 |ва s) P, 
+ = besin? g 
因此 ,该 双 曲 线 方程 为 
Жы” E ү 
becos? A besin” = 
它 的 通 径 
2bcsin’ — 
L= 22 VBcsin уа + 
Vbecos 


< ‚ [«—ю@—‹), 
=й МЕ k s= 
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_2У/@=Ю@=—©, 
= së š 
同 理 可 得 
рУ 06а 
еже e) G= лу; 


aia 
s—b h: 


ET 

ЛАЧЫ, = Вп, 

参考 文献 [24.р.151]. 

(EL) 

布 利安 香 - 庞 斯 莱 定 理 (Brianchon-Poncelet theorem) # = f 

形 的 三 个 顶点 在 等 轴 双 曲线 上 , 则 该 三 角形 的 垂 心 也 在 这 等 轴 双 
HRE. 

该 定理 是 布 利安 香 和 庞 斯 莱 得 到 
的 , 见 Gergonne’s Annales 11(1821), 
p. 205. 

不 妨 设 等 轴 双 曲线 的 方程 为 zy = 
1, AABC 的 三 顶点 在 该 等 轴 双 曲线 上 
的 横 坐 标 分 别 为 刀 ,ts,ts; 则 其 纵 坐 标 各 


APEE TERR AB 的 方程 为 图 4-309 


1 


Jed 
2 — t t, 
s= KU 4 C iznk =n i, 
t h 


所 以 高 线 CH, 的 方程 为 
y= = пае) ll һу — pz =1— РЬ Ф 


RE р = thh. 
пж AH, 的 方程 为 
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ty— pr=1— bh, @ 
高 线 ВН, 的 方程 为 
hy— pr = 1— ph. @ 


#-Tü= WAN PEQU ,所 以 垂 心 的 坐标 (z，,y) 满 足 
@.@,@ =47 Ж, Ж п... 是 关于 4 的 方程 ty 一 pz = 
1 一 丰 的 三 个 根 , 从 而 它 是 个 恒等式 ， 


因为 лу = — 


zy=1 kE. 

我 们 也 可 通过 解 方程 组 来 证 . 设 由 名, 回 组 成 方程 组 , 求 出 解 
z=- ру =— p 则 它 就 是 AABC 重心 的 华 标 ,由 于 它 满足 双 
мат, изо нз Е. 

当然 我 们 也 可 以 设 A.B.C 三 点 
BIRRA AOD BORCH, 
站 ,HC0,X) 为 AO 上 一 点 , 则 通过 A. 
B.C. H 四 点 的 三 次 曲线 的 方程 为 
Qrt py- àD Azt yA) 
hzy = 0, 这 里 疡 是 参数 , 因为 该 二 次 
曲线 为 等 轴 双 曲线 的 充 要 条 件 是 ML Ее 


+ тш = 0, = ы 


‚(— р) = 1, ПИЖ Н (т, у){ЕЗХЙ Ж 


Вой O| Соё 0 


又 AABC жю |o, — 2 |, H 0,28 3 
人 4BC 的 重心, 它 在 过 及 .BC 三 点 的 等 轴 双 阴线 上 ， 

питна тия, 内 接 于 等 轴 双 出 线 的 三 角 
PEDRE азадан ЖЯ. 
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参考 文献 [22,pp. 394 一 395],[13,pp. 243—244]. 
(#22) 
Greenstreet 定理 (Greenstreet's theorem) 一 圆 与 一 等 轴 双 曲 
线 交 于 A.B.C.D 四 点 ,如 果 AB 是 这 圆 的 直径 ,那么 CD 通过 该 
双 曲 线 的 中 心 . 
该 定理 是 由 Greenstreet 获得 的 , 它 是 Mathesis, Vol, 42 
《1928) 的 问题 2423. 
设 等 轴 双 曲线 的 方程 为 zy = 1, 四 点 


яклы] сеа). 
D| tE) „Ми AB хавае 


[r-a] + 

о-га 

= @-=+(Б—{|'], 
Maty- а +02 — |+ AE Hah tp = 0. 


由 这 画 的 方程 与 双 曲 线 xy — 1 联 立 ， 可 求 出 它们 交点 的 此 标 ,就 
是 可 由 解 方程 


en T pe a 
得 出 ,也 就 是 ,tists,t4 是 方程 
z (д ще + [ont р.) = (Etiz 1=0 
的 四 个 根 ,依据 根 与 系数 的 关系 ,有 
t +, li dt =b Б + t, = 0. 
由 此 可 知 ,C 与 刀 关 于 原点 O 对 称 , 即 CD 通过 双 曲 线 中 心 O. 
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参考 文献 【24,p.119]. 
(жех) 
Ivory 定理 (Ivory's theorem) 设 有 共 焦 点 的 两 个 椭圆 和 两 条 
双 曲 线 ,它们 的 交点 所 组 成 的 四 边 形 的 对 角 线 长 相等 . 
该 定理 是 苏格兰 数学 家 Ivory 于 1809 年 发 现 的 ,并 可 推广 到 
空间 . 
设 共 焦点 于 F'、.F 的 两 个 椭圆 的 
方程 为 


EFE 


两 条 双 曲 线 的 方程 为 


+ =1@=1.2), 


y: 
P +k, 


zt A А 
ЕБЕ 10-30. WEN 


它们 的 四 个 交点 不 妨 设 为 P.Q,.R、S( 如 图 4-312), 则 尸 点 的 坐 
z > 

ЕЕ Кир? 

dth Th 的 一 个 解 , 解 之 得 


Бужун 
1 


Ж у 7. 88 = 
ZFR PTE 

_ [et kb + k) 
Tp а-в * 


(+ k) + k) 
uE” aE y ы = asa 


/Et 
A 9 

Ге ъа в 

Ж» ПИ PSR 


同样 可 得 


Ya 


AH- КА 745 


Га ва ko 
Ре s ss rs =s 


| БА) 
а а == 


/tad ao 


EY а — 6 
= [EFE + 
Уз = AJ 


六 一 
通过 计算 即 知 下 式 成 立 : 
(тк — za) + (yz — Ук)? = (zq — zs)! + (yo — ys)» 
所 以 |PRI = |95|. 


参考 文献 [24,pp.180—181J. 
(#83) 
共 辆 直径 的 阿波 罗 尼 奥 斯 定理 к; theorem Гог aajo- 


gate diameters) 设 P 和 рати 5 +% =1 或 双 曲 线 二 es 


Ж = 1 与 其 两 共 辆 直径 的 一 个 交点 , 则 

(1) ОР? +OP = aè + b ROP – OP = t — P 

(2) 以 OP 与 OP' 为 邻 边 组 成 的 平行 四 边 形 的 面积 等 于 ab. 

该 定理 相当 于 网 波 罗 尼 奥 斯 所 著 ( 贺 锥 曲线 论 ) 第 7 卷 中 的 命 
题 12,13 和 31,La Hire 著 的 (圆锥 曲线 》(1685) 中 也 对 这 些 定理 
作 了 研究 - 


GD OP OPERE Z: + X о азге 


y = mz 5 y = m'z, lj mm =- 


Ë P А # Сау), J OP: = 2° + у. 解 方程 组 
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T 
> pss 


P y = mz 
Cs f A: 
8 >= а р д 


同样 可 求 已 点 的 坐标 (z',y ), 且 


图 4- 313 i 
B Pati y = й-б 


З 
Вт t, 
PEO +m) | at⁄2(1 + т?) 
Бат T F a m? 
ah + т?) | ат? +h 
Б + ат? ат + b° 
— Ва? + В) + am (at + Ьу 
В + ат? 


三 和 书 各 是 双 昌 线 至 — 7 = 1 Удине 
点 , 设 OP 与 OP 的 方程 各 为 y= m= f 
у= mz, mm' = P. 解 方程 组 


^ OP + ОР" = 


=а +h. 


Же 297 
CE + 
У = тг 
Г тї 
得 m= F > Кее 图 4-314 


这 里 不 妨 设 几 一 az?mz > 0, 于 是 点 P' 的 坐标 为 虚数 ,这 是 由 
и ат — B) < 0. 这 样 解 方 


Роса. s 
ЧӘ 


Ti — atmt = h - 
жа 


ЛЯ ЖЕЛИ 
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2 у 
i ы ү, Ра ЕЕ 
ү КЕШЕ. де = лырга 
у= mz 
ЕЕ; 
ФР ат ат ay 
1 пка ДУУ ua) 


这 里 Ри 5; 一 9 — ЯША 5 7 1 
Sy- ma RRNA P т уер, 
| 

УЙ am VB ат)" 


(2) 以 OP,OP' 为 邻 边 组 成 的 平行 四 边 形 的 面积 记 为 8; 点 
已 到 直线 OP WERA A MEWN, 


= ИРЕР, 


am 
VP + al m am + P 
三 
УЙ + am? Vam Fë 
a'm? и 
дъ Lame FP Мат + E 
VIF 
2 ат + Ë 
Мт? Jam + E 
28 =һ+ |ОР| = з ЛЕ s р еа 
Мз + m° /atmt + b: + am? 
= ab. 
ат а 
Еа у а 


a'm? 
kS МВ am 
y1+m 
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= la'm? — | 
ат Л фт’ 
25 = А. |ОР| = jaez] MIT 
И = ат? Л Ет VE— am 


= ab. 


参考 文献 [22,pp. 392—393]. [1,р. 184], [9,рр. 404 一 
405]. 

(#83) 

切线 与 辅助 加 定理 (theorem of tangent line and auxiliary 

circle) 分 别 过 有 心 圆锥 曲线 的 两 个 焦点 ,向 它 的 任意 一 条 切线 

作 垂 线 , 则 其 垂 足 在 它 的 辅助 男 上 , 且 这 两 条 垂 线 长 的 乘积 为 一 
定 值 . 

该 定理 结论 的 开始 部 分 载 于 阿波 罗 尼 奥 斯 所 着 (圆锥 曲线 ) 的 

第 3 卷 里 ,结论 的 后 面部 分 是 Keill 于 1718 年 得 到 的 . 


图 4-315 图 4-316 


BFS FERAHA TT R MM E P 点 的 切线 ， 
FIH'ILT'T,FH1T'T, 又 Q 是 下 关 于 T'T 的 对 称 点 , 则 F'Q = 
РЕ' 十 PF = 2a, 这 里 2a 为 椭 贺 的 长 轴 长 . 连结 H 与 椭圆 的 中 心 
0, 则 OH =a, MURE H ЕДО 18а 为 半径 的 加 上, 即 垂 
足 H EW E IBD A F. 

连结 H'O 并 延长 交 辅 助 四 于 天 ,再 连结 FK; 则 因 Р.К &Ж 
Fr.H' 关 于 〇 点 的 对 称 点 ;所 以 FK Z F'H'. X F'H'//FH.Br Ul 
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H.F.K 三 点 共 线 ,于 是 得 到 
|FH| - |F'H' | = |FH] + |FK| = |AF | + IFB| 
= (а + с) (а с) =а*—‹%=Ё, 


这 里 6 是 短 半 轴 长 ,c ХОРЕ. 
对 于 双 曲 线 的 情形 可 同样 证 明 . 


当然 也 可 用 解析 法 来 证 . 设 РС, у 5 + Ж 


= 1 上 
的 一 点 , 则 过 已 点 的 切线 方程 为 Т Liasis 
A 1 ущ PC Нил Ин 
у= га Ссс), 因此 ,从 上 述 三 个 方程 消去 <i\y; 就 可 求 出 委 
足 的 轨迹 方程 


Ры 
现 将 最 后 一 个 方程 变形 为 асе =й =k, 
= а(х + ch = Жу. @ 


aari Sa Nana 


= =: 1 
ка? + тън рта @ 
ж. 
ВОКА + =1# 
аб + + у! = P. @ 


#@Кл®җ 
а?(т + с)# + by = (z! + ez + у!)!, 
即 (HPY + ealt + у#у 十 cz 一 
dlt + ?ст + у – Ву = 0. 
H+ 2 = а 一 可, 帮 有 
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С + yb — а + 20 р yt — aty – Иб БУ — 
а) = 0, 

б y 4006 + ot + y] = 0, 

m += a, 
ж Їй ж J BÓ #1 ЖЕЕ ЕО 90 Bb Bl , i Jt; n] X, Ж E fE 2 0 
ЫЕ. 

下 面 求 出 РУР 808 


TEHA =I RER FHA FH. 


| _ \ЁЎ®сӘд—Ў| || = le — а] 
š = ， 


IF'H' 
ау + aa Vat bs 
р ‚ү Jeers ачи] 
ганра ра 
_ Ё1#(а* zi — абау + Pi) | _ P 
a + ral і 
对 于 双 曲 线 的 情形 可 同样 证 明 ， 


参考 文献 [22,pp. 390—391]. 
(HE) 
ЖОО D E Ж EE (Apollonius theorems for foci 
and tangents) F' 和 下 是 椭圆 或 双 曲 线 的 焦点 ,(1) 设 T"T 为 过 
这 曲线 上 一 点 卫 的 切线 , 则 切线 TT 平分 LF'PF 或 其 邻 补 角 ; 
(2) 设 PT 和 PT" 为 过 这 曲线 外 一 点 尸 的 两 条 切线 , 则 PT 和 
PF、PT' 和 PF" 所 成 的 角 相 等 , 且 PE EZI FT 的 平分 线 - 
这 两 个 定理 载 于 阿波 罗 尼 奥 斯 所 著 的 (圆锥 曲线 } 第 3 卷 里 ， 
并 都 涉及 有 心 圆锥 曲线 的 切线 与 焦点 . 但 在 (圆锥 曲线 ) 的 全 书 中 ， 
却 没 有 提 到 抛物 线 的 焦点 及 其 相关 的 性 质 ,并 且 对 有 心 图 锥 曲线 ， 
阿波 罗 尼 奥 斯 也 没有 给 出 焦点 的 专门 名 称 ,现在 通用 的 “焦点 ”这 
一 术语 ,最 早 是 由 开 普 勒 于 1604 年 开始 使 用 的 、 
(1) 如 图 4 一 317,P 是 切线 7'T 上 的 点 到 焦点 РЫР 
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和 为 最 小 的 点 .事实 上 ,在 T'T 上 任 取 异 于 PP 的 一 点 P' ,连结 P'F'， 
交 粮 加 于 一 点 Q, 再 连结 P'F 和 QF, 则 
1 mr BA 
РЕ + P'F fi 
=P'Q+ QF! + P'F 
>QF' + QF = PF' + PF. 


由 于 给 定 一 直线 T'T' 及 其 同 侧 两 图 4-317 
Ë F'5 Е,ЕЖТ'Т -Ñ P ERF 
及 五 距离 之 和 为 最 小 中 可 知 , 这 里 Р 
АШ E F X: Т'Т 的 对 称 点 Fi, 再 
连结 ЕР, 而 确定 的 ,显然 T'T 平分 
СЕРЕ 的 外 f, 或 ZT'PF' = 
“ТРЕ. 

如 图 4 一 318, 对 于 双 曲 线 ,P 是 切线 
ТТ 上 的 点 到 F"' 与 让 距离 之 差 PF 一 
PF 为 最 大 的 点 . 事实 上 , 设 P 是 T'T 上 
的 任意 一 点 ?连结 P'F 交 双 曲线 于 点 Q RRE QF, P'F' , 则 

РЕ —РЕ=РЕ' — P'Q — QF 
<QF' — QF = РЕ — РЕ 

因为 F'5 F 是 直线 T'T 异 侧 的 两 点 ,所 以 在 求 T'T 上 一 点 
卫 使 到 及 下 距离 之 差 为 最 大 中 可 知 ,P 点 是 所 与 关于 TT 
的 对 称 点 Р. MERA TT HERBAR TT PHLF PF. 


HAUTAA ER ИМИ 2 + Ж — 1 上 一 点 P(zi 


2 的 切线 方程 为 EF HA? = 1, 设 它 与 二 轴 交 于 点 MM, 则 点 M 
的 坐标 为 | ©). 
要 证 РМ PALE PE 的 外 角 , 只 要 证 点 M 到 直线 PF 与 到 
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直线 PP 到 的 距离 相等 就 行 了 ,而 直线 
PF 的 方程 为 于 二 “一头 ， 直 线 PF" 的 


m —_ 


£ 3 e — ў к 
Жез т-у = у, BES M S| PF 


与 PK" 的 距离 分 别 为 上 与 丸 , 则 


RERS FEDE 图 4- 319 
2 тела 

Ga — c)! + y!" Gi, + c)! + A" 
дю 


аур _ a! + елі) — 2ст, a + zl + n 
PA ЕЧ ӨС “SF 2 T FaN 
Rm = 2. gac rit yj tHe B= a + eri ШЕРА = M, 

只 要 证 
(a + Bcez.) (8 — 2em) — (a — 2ezi) (Ë + 2ez,) 
=n (B — а) — 2cz,(a — B) = dex, (B — a) = 0, 
EEk, B- а= а teri z — у 0 
=L c zl — att +a = 0, 
所 以 切线 PM 平分 ZF'PF 的 外 角 : 

对 于 双 曲 线 的 情形 ,也 同样 可 证 ， 

(2) 在 椭圆 中 , 设 点 4 是 点 F' 关 于 切线 PT' 的 对 称 点 ,点 8 
是 点 已 关 于 切线 PT 的 对 称 点 , 则 PA = РЕ,Т'А = T'F', 
ДАРТ' = ZF'PT' /РАТ' = ZPF'T' ,PB = РЕ,ТВ =ТЕ, 
“ВРТ = ZFPT. 

ZAF = АТ' + T'F = ТЕ + T' F 

= 2а, 
ВЕ! = BT +ТЁ' = TF + TF' = 2a, 
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ЛАЕ = ВЕ'. 
这 里 ула р Ей 

由 上 可 得 APAF 2 APF'B, 从 而 
ZAPF = ZF'PB, ZPAF = ZPF'B. 

ТРЕ! = ZTPF,ZT'EFP = 
ZPF'T. 

对 于 双 曲 线 的 情形 ,也 同样 可 证 . 52221 

参考 文献 [17,p. 109], [22,pp. 389—391], [1,рр. 180 一 
182]. 


2 29) 

Bobillier 定理 (Bobillier's theorem) 设 尸 是 外 接 于 A4BC 的 

等 轴 双 曲线 上 的 一 点 , 若 自己 点 向 A4B8C AJER, WEE 
圆通 过 该 等 轴 双 曲线 的 中 心 - 

该 定理 是 法 国 数学 家 Bobillier 
(1798— 1840) F 1829 年 得 到 的 , 见 
Journal de Gergonne (1829). 下 面 的 证 
明 为 Casey 提出 ， 见 他 所 著 的 Analytic 
Geometry. 

HARYANA җн. X E NI TEN 
这 等 轴 双 曲线 均 为 外 接 于 A4HC、 

АРВС, APCA, APAB 的 等 轴 双 曲线 ,所 以 据 布 利安 香 一 庞 斯 
莱 轨 迹 定 理 , 这 四 个 三 角形 的 九 点 圆 都 通过 久 点 , 设 D.E, F 为 过 
Р А ЛАВС 三 边 所 引 垂 线 的 垂 足 , 则 要 证 ADEF 的 外 接 圆 ( 即 
垂 足 圆 ) 通 过 中 心 @, 只 要 证 也 ,E、F\Q 四 点 共 贺 就 好 了 . 现 不 妨 
到 和 PBC 与 APC4 的 九 点 贺 来 考察 ,它们 除 相 交 于 PC 的 中 点 
N, 外 ,还 相交 于 QQ 点 , 且 前 者 过 垂 足 D、BC 的 中 点 M, 和 PB 的 
中 点 N o a В ECA 的 中 点 M, 和 PA 的 中 点 Ni. 因为 D. 
Mi、Ni,Q 四 点 共 贺 ,所 以 ZDON, =ZN,M.C. 由 于 PB// 


ы тү 


NiMys 可 知 CNIMIC = ZPBD. X P.B.D.F W A 3E, t 
ZPBD = ZDFP, 因而 Z/ZDQN, = ZDFP. 同样 可 证 
ZEQN, = ZEFP, 所 以 ZDFP + ZEFP = ZDON, + 
ZEQN,, Ill ZDFE = ZDQE. 因此 ,DE、R,Q WKH N. 
参考 文献 [22,pp.395—396]. 
(жж х) 


(三 ) 抛物 线 


Anthemius 定理 (Anthemius" theorem) 过 抛物 线 上 一 点 的 切 
线 , 平 分 由 这 点 与 焦点 的 连 线 和 过 这 点 且 平 行 于 该 抛物 线 对 称 轴 
的 射线 所 组 成 的 角 ， 

该 定理 是 6 世纪 的 时 候 为 Anthemius 所 发 现 . 

设 点 玉 是 抛物 线 的 焦点 ,直线 局 是 
这 抛物 线 的 准 线 , 己 是 该 抛物 线 上 的 一 
点 ,已 是 它 的 另 一 点 ,连结 PP' 交 淮 线 d 
于 点 M,H.H'i&E P P'EER d 上 的 
HE, РН = PF,P'H' = P'F, 
PH /P'H!, 

“MP _ PH _ РЕ 

“MP PH РЕ 
因此 ,FM 是 和 PFP' 的 人 PFP' 外 角 的 平分 线 . 当 点 P' 沿 着 抛物 线 
趋向 于 点 卫 时 ,PP' 即 PM 就 趋向 于 过 PP 点 的 抛物 线 的 切线 PQ, 
也 即 M 趋 于 QQ, 于 是 有 ZQFP = 90°, 所 以 APFQSAPFQ, 因 
此 ,CPPR = ZFPQ. 

也 可 用 解析 法 证 之 , 建立 直角 坐标 系 ,再 设 РО оу) 
80у = 2рт 上 的 一 点 , 则 过 其 王 点 的 切线 方程 为 


W 4-322 


yy= рб +z), 
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它 和 工 轴 交 点 已 的 坐标 为 《一 二 ?0)， 


ау 
ҒА |ЕР'| = 5 +m. wt 
设 d 是 这 摔 物 线 的 准 线 ,过 点 P 作 IY ë 
PH 平行 于 xz Bh, ZER d + H, W 
IPF| = |РН| = È + а, 所 以 


4-323 
IP'F| =|РЕ|, ZFP'P= ZFPP'. К 


Її ZHPP' = ZFP'P, Bi, ZHPP' = ZFPP'. 

推论 。 过 抛物 线 у = 2pz 上 的 一 点 已 , 作 其 切线 PP',3 y 
MFN WRA FA N 的 连 线 垂直 于 切线 PP'. 

由 推论 可 得 ,过 抛物 线 关 一 pr 上 的 一 点 己 作 它 的 切线 的 方 
法 , 即 以 PF 为 直径 作风 ,与 y 轴 相 切 于 N 点 ; 则 PN 就 是 所 求 作 
的 切线 . 

参考 文献 [22,p. 397],[9,p. 209]. 

G£) 

Anning 定理 (Anning’ theorem) 在 直线 上 ,依次 取 4,4:=T 

AA, = 3, AA, = 5, ++, А.А, = 2л — 1, УЖ АА, 

AA. AA... A.A... 为 一 边 在 直线 1 上 、 下 作 正 三 角形 

4i4iP、 asd4iP 44Pi…'、4.4.HP。 《图 中 仅 画 出 直线 / 的 上 

半 部 分 ), 则 其 第 三 个 顶点 Р,,Р,,Р,. + ‚Р, 在 同一 条 抛物 线 上 ， 
且 它 们 到 焦点 的 距离 都 为 整数 . 

该 定理 是 由 W. Anning 得 到 的 ， 
它 是 Атег. Math. Monthly, Vol. 29 
《1922) 上 的 问题 2 866. 

RER IH r Hi RE AA @Ж 
直 平 分 线 为 y 轴 建 立 直 角 坐 标 系 , 则 
Р\(т\, y) Palar уз), P; (zy, yo) 的 
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坐标 分 别 为 

а= EL LE La „з. E 373, 
A Iy its 4+5 ag YE 503: 

= =— + ты р = e =b Ут 


— #9, P(z,，y,) 有 


an= ACID UHD HGH SH + 


[C2n — 3) + (2n — 1)]) 
=0+2 +4 + +2@ 0) =л(л— 1), 


DV. 
因为 经 过 点 Р.Р, ЮАР z 轴 对 称 ,所 以 可 设 擅 物 线 
方程 为 六 一 2pCz tay. ШЖ р = у, а= ү, МИШӘ 
яу =з|т+ 4) йїг=яи—10у= an 
满足 方程 六 一 引 z + ||, ИШ Р, ЖЕЙИН E. 
йй у = 32+ 1н |+, o) ,于 是 


IFP.| НУРЕ и рвет [a+ 1) 
=хл,+1=лл—1)+1, 


由 此 可 知 Р.Р, P. 到 焦点 的 距离 都 为 整数 . 
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参考 文献 [24, р. 210]. 

(же) 

Zerr 定理 (Zerrs theorem) 设 PP 是 过 抛物 线 焦点 的 弦 ， 

PQ、P'Q' 分 别 是 过 已 .已 的 法 线 弦 , 则 QQ' // PP, 且 |QQ'| = 
З\РР!\. 

该 定理 是 由 G. B. М. Zerr 得 到 的 ， 
它 是 Amer. Math. Monthly, Vol. 11 
(1904) 的 问题 222. 

设 抛物 线 方程 为 y* = tpr, 则 焦点 
为 F(p， 0). 再 设 Ppr, 2p), P' Ср", 
2pr) Mh P.P'.F 三 点 共 线 有 


pt 2pt 1 
м" 2p 1|=0, 
b 0 1 


由 此 得 e =— 1, 
过 尸 点 的 切线 方程 为 jzy = 2p(z + р), 于 是 过 尸 点 的 法 
线 方程 为 了 一 2pt = — ка pi), 该 法 线 与 抛物 线 的 男 一 个 交点 
@ 的 坐标 ,可 通过 解 方程 组 
и = 2pt =— t(z — рї), 
y = брт 


得 Qsl: + 2), = p|: + 21). 


同样 可 求 得 过 点 P' 的 法 线 方程 为 y 一 2pt =r (z — р"), 
该 法 线 与 抛物 线 男 一 个 交点 Q' 的 坐标 为 


+ -ще +}. 
现 求 直线 PQ 与 P'Q 的 交点 R 的 坐标 ,这 可 通过 解 方程 组 
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|у — 2pt =— t(z — pt), 
iy = 2pr =— (z — р?) 


得 кф ++), pG + t). 
TRIA BE PQBIUR0B KA T Bl, ЕДИЛЕ С, y) 


1 Жү 
blz 二 二 
Ва н = Р +Е* +1), 
1+4 
1 2 
2м +1 z+ 
gata А кы, 
те 
可 见 这 分 点 与 交点 R 重合 ,于 是 KG = т. ИЙ ку =з. 
2.90' // P'P, |QQ'| = 3|PP'|. 
参考 文献 [24, p.2011. 
229) 
ЗАО E Hk ТЕ (Mëbius' theorem of ће parabola) 分 
别 过 抛物 线 内 接 三 角形 ABC 的 顶点 作 切 线 , 设 它们 各 交 于 A'、 
B'.C',Ml 


Sanne = уба 


该 定理 是 麦 比 乌 斯 于 1827 年 得 到 的 ， 
инаг 


у? = 2px, 


其 内 接 三 角形 顶点 A. B.C HERRE, 2р), (2р1, 2pts)、 
(2р, 2р), 
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2j6 2ph 1 
аме = $ |2p ары 1| 的 绝对 值 ， 
2? 2р, 1 
通过 计算 得 
Saam = 20| (0—6) 一 三 )G —t)|. 
分 别 过 A, B.C 的 该 抛物 线 的 切线 方 жали 
程 为 
2рһу = p(z + 2р0), @ 
?рцу = pla + 2p), @ 
2phy = ple + 2р), 图 


由 加 与 加 联 立 , 解 得 + 二 2piztss у = р, + ta), 所 以 点 4' 的 坐标 
为 (2pisty， p(ts 十 与 ))、 同样 可 得 B',C' 的 坐标 各 为 

С руза pltitt3)), Сры», p(ti+t)). 
2ptits ра, Tit) 1 
2р4, PG +b) 1 
2 р +6) 1 


的 绝对 值 ,通过 计算 


Š. Sazse = + 


алас = p'|( — t)(6 — а) t) lo 
Z. Shena = Esam 


参考 文献 [24, p. 207]. 
#8) 
Gains 定理 (Gains' theorem) 设 人 APQR 三 边 所 在 直线 切 于 抛 
WR y = dax, a.B.7 分别 是 这 三 边 与 该 抛物 线 对 称 轴 的 交角 ,dz 
是 APQR 外 接 圆 的 直径 , 则 


d = асзс асвс зс. 


760 数学 名 十 词典 


该 定理 是 由 R. E. Gains 得 到 
的 , È Ж Amer. Math. Monthly, 
Vol. 48(1941) 的 问题 3923. 

Ў ДРОК 的 三 边 所 在 直线 分 别 
WAWR y = 4а2 FA Pilat’, 2at,) 
G= 1, 2,，3)， 则 三 边 所 在 的 直线 方 
程 为 


у= latat), 


所 以 直线 PQ.QR.RP 的 全 率 分 别 为 te7 = 1 L, igast, g= 


7 AP QR ЮЖ (айз, абі +1), (аһ, аб +)), 


(аа, alts +t)). XEY a P 分 别 是 PQ、QR、RP 与 抛物 线 对 称 轴 


(lz Si, EP y ЖШН ЕЖЕ. 设 ZQPR —0, 19 =a. 


X |QR| = Мана, — t ача, n) ај —һ|/н + 1, 


ш#= 0 — = рса, 
从 而 由 tg 0 R 
EY J = 
VG + DGL+ D) 
щй, d= aja ама Ера 
zaviti Nl v+, 


W Уй + 1= eY, VAHI = саса, Vd + 1= ese B, 
ЖЯ d= atac ase pese 7, 
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参考 文献 [24, рр.219—220]. 

(#223) 
兰 伯 特 定理 (Lamberts theorem) 由 切 于 抛物 线 的 三 条 直线 
构成 的 三 角形 , 它 的 外 接 圆 必 通 过 该 抛物 线 的 焦点 . 

该 定理 是 兰 伯 特 于 1761 年 发 现 的 . 应 用 它 可 解决 "已 知 抛物 
线 的 四 条 切线 , 求 作 这 抛物 线 的 作 图 问题 . 

先 介绍 下 面 的 引 理 ;“ 设 点 下 与 直线 d 是 抛物 线 的 焦点 和 淮 
RSA 和 SB 是 它 的 两 条 切线 , 则 ZFAS = ZFSB, ZFBS = 
ZFSA.” 

# AA' | d, BB' | d, А9 ВЖ 
足 , 则 点 4' 和 妈 各 是 关于 SA 和 5B 的 ` 
对 称 点 ,所 以 

ZFAS = ZSAA' = ZFA'B', 

ZFBS = ZSBB' = ZFB'A', 

$А' = SF = SE, 


TES A. F.B ТЕШ S 为 圆心 的 加 上 ,因此 
ZFA'B' = ZFSB, ZFB'A' = ZFSA, 


故 ZFAS = ZFSB, ZFBS = ZFSA. 
利用 上 述 的 引 理 ,就 可 推导 出 兰 伯 特 定理 , 
HER арса МЕКАР ИИ 

RFA ABC CWT S.P. 

Q, 于 是 得 ASPQ. 连结 FA, FB. FC 和 

FS. FP. FQ, W ZFAP = ZFPC, 

ZFAS = ZFSBGR ZFBQ = ZFQC, 

ZFBS = ZFSA). 

2. ZFPQ = ZFSQ (或 ZFQP = 
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ZFSP). 

< S.P.F.Q 四 点 共 圆 , 即 人 SPQ 的 外 接 加 通过 该 抛物 线 的 
焦点 下 . 

兰 伯 特 定理 也 可 如 下 推出 : ARA F ASP =n) eu, 
则 其 垂 足 在 一 条 直线 上 ( 见 Anthemius 定理 ), 于 是 据 Simson 定 
Æ, ASPO 的 外 接 圆通 过 焦点 F. 

应 用 兰 伯 特 定理 ,可 解决 下 面 的 作 图 题 :已 知 抛物 线 的 四 条 
切线 , 求 作 该 抛物 线 , "这 只 要 从 这 四 条 切线 形成 的 四 个 三 角形 中 
选取 两 个 ,分 别 作 它们 的 外 接 圆 , 则 这 两 个 外 接 加 的 交点 就 是 所 求 
作 热 物 线 的 焦点 , 再 各 作 焦 点 关于 已 知 两 条 切线 的 对 称 点 , 则 作 过 
这 两 个 对 称 点 的 直线 ,就 是 所 求 作 抛物 线 的 准 线 , 有 了 焦点 和 准 线 
就 可 作出 抛物 线 了 ， 

据 兰 伯 特 定理 还 可 得 到 下 面 的 轨迹 定理 ， 

与 已 知 三 角形 的 三 边 所 在 直线 相 切 的 抛物 线 , 它 的 焦点 的 轨 
迹 是 该 三 角形 的 外 接 圈 . 

参考 文献 [22, p.417],[13, рр. 230—231]. 

( 郑 君 文 ) 

MRP ERMEE Apolonius’ theorem) (1) 设 PP' 是 抛物 

线 的 直径 ,4B ЖЯ —ЖЖ, E 182 T М. ЕК MP 至 

了 ,使 PT = МР, t ТА,ТВ,В Р 作 A8 的 平行 线 PQ, 则 

PQ、TA,TB 都 是 该 抠 物 线 的 切线 .〈2) TA、TB 是 抛物 线 的 切 

线 ,4A,B 各 为 切 点 ,RS 是 这 抛物 线 的 第 三 条 切线 ,C 是 切 点 , 它 各 
交 TA.TB 于 R,5, 则 


上 述 定理 (1) 就 是 阿波 罗 尼 奥 斯 所 著 ( 贺 锥 曲线 ) 第 1 卷 中 的 
命题 33, 它 已 为 阿 基 米 德 (或 更 早 的 欧 几 里 得 ) 所 知 , 曾 在 他 所 著 
的 《4 方法论) 中 用 到 过 , 应 用 定理 (1) 就 可 推出 定理 (2), 通 常 称 它 为 
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阿波 罗 尼 奥 斯 定理 ,而 有 了 定理 (2) 就 可 得 知 抛物 线 可 作为 一 直线 
кї. 


W 4-330 图 4- 331 


а) 设 抛物 线 的 方程 为 y* = 2рх Ж Alpii, 2р), Bp 
2pt:) НЕМИНЕ PP' 与 其 相应 弦 AB 的 交点 M 是 线段 AB 
的 中 点 ,所 以 M 点 的 坐标 为 HE), p H)) Mh pit ñ 
PP 的 方程 为 

у= р +). 


从 而 可 知己 点 的 坐标 为 | Š @, +, р + 0]. РАА 
可 得 了 的 坐标 为 (28zay p(s 十)), 故 由 直线 方程 的 两 点 式 ,得 
ER TA 和 BT 的 方程 各 为 

24y = z — 2p = 0, 

21у — z — 2р = 0. 
因 过 点 和 A 和 点 B ñuti y У ANEA АТ. 
BT 各 为 这 抛物 线 的 切线 。 

据 直 线 方程 的 点 笠 式 ,过 点 县 平行 于 АВ 的 直线 PQ 的 方 

a» 


y-n +) = [s Pe +e], 


Ш 2@+)у—2ж— pih + t): = 0. 


764 LEEF EES 


因 过 P 点 的 抛物 线 的 切线 方程 与 上 面 这 个 方程 相同 , 故 直线 PQ 
是 这 抛物 线 的 切线 . 

推论 1 # TA f ТВ 是 抛物 线 的 切线 ,A、B 是 切 点 , 则 过 了 
作 平 行 于 该 抛物 线 对 称 轴 的 直线 , 必 过 弦 AB 的 中 点 M, 且 它 与 抛 
物 线 的 交点 P 为 线段 了 NM 的 中 点 . 

(2) 设 ! 是 抛物 线 的 准 线 , 则 这 抛物 线 的 对 称 轴 垂 直 于 ! 又 
H A',B' C'R S'HA T'AI A,B,C RSAT EERI E 
射影 , 则 直线 RR'、SS' 和 和 77" 平行 于 这 抛物 线 的 对 称 轴 , 且 分 别 通 
Ж AC.CB 和 AB HPA EF fl М.Ш R S'A T AER 
ВАС .С ВЖ АВФ. $ АК = a, RT = a, BS = b, 
ST = 有 ,SC = s, CR = 7, 相应 地 它们 在 准 线 1 上 的 射影 各 记 为 
a'd b PS V FRA 


Da =}, OH =, Od He =b + В. 
又 线段 RS 与 折线 RTS 在 准 线 1 上 的 射影 相等 ,所 以 有 
@#+Ё# =? +=. 


这 样 由 四 、.@ 和 @@ 得 
Фа + =а +6. 


再 由 国 和 回 得 w% = F, p = а, М 


过 
' ` ар a” 
SC U x у, шй 
CR Tt 
aS 000 
ST В Ва 
„ТЕ _ SC _ BS 
"КА СЕ Т” 


推论 2 ЖТА ТВ ЛЖ, А,В 是 切 点 ,直线 RS 
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ЖЖ ТА,ТВ FRS MERB RS HEUTE = 35 = Ор 的 点 


C, 必 是 直线 RS 与 该 抛物 线 的 切 点 , 

由 推论 2 可 知 , 如 下 直线 族 的 包 
络 为 抛物 线 ， # ZATB 的 边 TA 
上 ,从 顶点 了 开始 ,依次 截取 次 ， 
使 其 长 度 各 等 于 定 线段 <, 并 顺 次 标 
ERF 0,1,2, …, n k TA = 
na, 再 在 边 TB 上 从 了 点 起 连续 截 
取 n 次 ,使 其 长 度 各 等 于 定 线 眉 5， 图 4-332 
并 依次 注 上 数字 ,一 1，…，2, 1, 0 (图 中 为 10), 这 里 TB 
= nb. 除 标 数字 0 与 的 点 外 ,把 标 相同 数字 的 两 点 相连 结 , 则 这 
样 得 到 的 直线 族 的 包 络 为 抛物 线 , 它 与 角 的 两 边 各 切 于 AB i 
和 i 两 点 R 和 8 的 连 线 相 切 于 满足 中 = 二 i 的 点 
cxemasi = SF =т=! 

参考 文献 [13, рр.244—247],[17, p.107],[1, р. 179]. 

(HE) 
阿 基 米 德 三 角形 的 性 质 (properties of Archimedes triangles) 

O 阿 基 米 德 三 角形 底 边 上 的 中 线 ,平行 于 该 抛物 线 的 轴 ; 过 
这 中 线 与 该 抛物 线 的 交点 的 切线 ,平行 于 它 的 底 边 且 平分 其 他 两 
边 ( 阿 基 米 德 三 角形 是 指 它 的 两 边 是 一 抛物 线 的 切线 ,而 第 三 边 是 
连结 两 个 切 点 的 弦 , 这 条 弦 称 为 该 阿 基 米 德 三 角形 的 底 边 ). 

(2) 设 戏 是 抛物 线 芝 AB 的 中 点 ,V 为 过 对 且 平 行 于 它 的 对 
称 轴 的 直线 与 这 抛物 线 的 交点 , 和 全 ' 分 别 为 过 47 和 BV 的 
中 点 M. 和 MM,' 且 平行 于 对 称 轴 的 直线 与 这 抛物 线 的 交点 , 则 


1 
Sanaw, = Зав = BS an 
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阿 基 米 德 在 他 所 著 的 (抛物 线 的 求 
积 ) 一 书 中 ,为 严格 证 明 由 力学 原理 得 到 
的 抛物 线 弓 形 的 面积 ( 见 怎样 求 抛物 线 
号 形 的 面积 ), 而 引进 了 命题 18~24. 上 
述 G1) 相 当 于 命题 18, 而 (2) 就 是 命题 
21. 这 些 命 题 都 反映 了 阿 基 米 德 三 角形 
所 具有 的 性 质 , 引 起 后 人 对 它 的 注意 和 
研究 . W 4-333 

设 点 下 和 直线 d p| R M W ER 00 f ЖИЕ CA 和 CB 是 
它 的 两 条 切线 ,A、A' 各 是 4A,B 在 准 线 上 的 射影 , 则 由 兰 伯 特定 理 
引 理 的 证 明 过 程 中 可 知 ,C 为 A 人 FA'B'( 图 中 未 画 出 ) 的 外 心 ,所 以 
梯形 AA'B'B 的 中 位 线 MN Й С, СМ 是 人 ABC 的 中 线 ， 
CM// A'A, 也 即 CM 平行 于 抛物 线 的 对 称 轴 ， 设 过 CM 5303968 
的 交点 V 的 切线 各 交 AC、BC F C, C", 则 A4VC: 和 ABVC, 都 
是 阿 基 米 德 三 角形 ,所 以 中 线 C.M, 和 C ' M 都 平行 于 抛物 线 的 
对 称 轴 , 从 而 也 都 平行 于 СУ, С,.С 分 别 为 AC .BC 的 中 点 , 因 
HCC EHF AB, E V 为 CM 的 中 点 . 


由 上 可 知 , Sane = Snar СЕЮ УЮ ЕЗЕШ, 


Saam = $S aaner MTE San, = Samay = блаце = 二 Sa 
C.M, ACIM 各 与 擅 物 线 交 于 Vi; 和 Vi , 则 


1 1 
Srani = TS; a Зер = TSA: 
FA Sia, = Samy; 5л: 


采用 坐标 法 ,同样 可 得 到 (1) 和 (2). 如 对 于 (2), 可 设 
al, s) 820, n ARAR y = zar LARRE > 
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эд, WAB 中 点 M 坐标 为 | L 3, э + з), см aye 
点 的 坐标 为 | © +”, nta), ш 


Ba 
ži 1 
Suw=3| x x елни, 


3 
gQ y TO +> 1 


化 简 后 得 Saww = ты 


экз o щ 


|> 一 yl 利用 这 一 结果 ,并 注意 到 V 的 


Ш Sna = Sow = Saaw: 

1935 4Е, J. А. Bullard 给 出 了 有 关 阿 基 米 德 三 角形 的 下 列 
性 质 ( 见 Amer. Math. Monthly 1935, p. 606,2 1937, р. 368): 
如 果 一 个 三 角形 是 三 条 抛物 线 的 阿 基 米 德 三 角形 , 即 每 条 抛物 线 
各 与 其 中 的 两 边 在 顶点 处 相 切 , 则 

(1) 三 条 抛物 线 除 两 两 相交 于 顶点 处 外 ,还 互相 交 于 该 三 角 


形 的 中 线 上 ,上 且 其 交点 位 于 该 中 线 的 二 处 (从 边 上 的 中 点 算 起 ), 如 
MT = TMN. 


(2) 三 条 抛物 线 和 三 条 中 线 把 三 角形 分 成 18 个 部 分 ,其 中 12 
部 分 都 是 由 两 条 线段 和 一 条 弧 围 成 ,其 余 6 部 分 均 由 一 条 线段 和 
两 条 弧 围 成 ， 上 述 12 部 分 的 面积 都 相等 , 且 等 于 该 三 角形 面积 的 
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T ЙК 6 Waytaman не, НЕШ N 
角形 面积 的 二 

《3) 位 于 两 抛物 线 交点 处 的 两 条 切线 ,三 Е F 
等 分 其 邻 边 ,如 P.Q 三 等 分 GI. 

(4) AGIN 的 九 点 加 与 一 顶点 引出 的 中 线 
和 高 (如 GF 与 GK) 相交 于 两 点 (X 和 了 ), 这 两 
点 确定 的 直线 垂直 于 该 中 线 (XY GF)，, 从 而 也 
就 季 直 于 相应 的 抛物 线 的 轴 ，+ 即 平行 于 它 的 准 ma-su 
线 . 其 实 这 条 直线 (XY) 就 是 它 的 准 线 . 

(5) 过 焦点 到 平行 于 三 角形 非 切线 边 的 
直线 ,在 该 边 的 中 线 (如 GF) 上 截 下 的 一 条 线 
BZF), GF PER EATA CG) ЯЕ 
高 ( 即 GX = ZF). 

参考 文献 [17, p. 126],[21, pp.236— 
242], (1, рр. 150 一 151]; [13, рр. 264 一 
266]. 

(жя х) 


(四 ) 圆锥 曲线 


圆锥 曲线 的 Мас Cullagh 定理 (Mac Cullagh's theorem of 
conic) 圆锥 曲线 的 弦 PP' 通 过 定点 A F 是 它 的 一 个 焦点 ; 设 


РЕА = а, ZP'FA= B, Mite ик УЭЕ. 
下 面 的 证 明 是 Mac Cullagh(1809 一 1847) 给 出 的 , 见 Walton, 


Ezamples, p. 377. 又 一 般 认 为 该 定理 是 Chasles 于 1837 年 得 到 
的 该 定理 相当 于 下 面 定理 的 推广 : 过 定点 4 ШОЮ PP, 
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Ж ZPOA = a, ZP'OA = B, W tg уш За. 
设 4 为 相对 于 焦点 的 准 线 ,点 A.P 

在 4 上 的 射影 各 为 A. H.M др = Z. 

ри = e tatas. 
FRPP 5 4 HIF В, 


e _ РЕ, АЁ АА РЕ _АВ, Ё 
Z = PH ' АА" PH ' AF = PB ° Bem 


PF _ РЕ, AF _ sinZPBF , sinf ABF 
AF PB` AB™ sinZPFB' sinZAFB 


_ sin АЕВ 
— sinZPFB' 

WA PERR d КЮНЕР P 

BP РЫ 

ВР P 

Ру” Р BP B 

XpF = рр = = ЯБ = BP'' 
因此 ,FB РЕР А. 

分 别 过 P.P' 作 该 圆锥 曲线 的 切线 , 设 它们 交 于 点 Q, ME Ж 
点 切线 的 阿波 罗 尼 奥 斯 定 理 (2) 知 ,FQ 为 和 PFP' 的 平分 线 (对 于 
抛物 线 的 情形 ,可 由 兰 伯 特 定理 的 引 理 推 知 ), 所 以 FQ 1 FB, В 
ZPFQ = *}Ё 和 LAFQ = Ë, J fi sinZAFB = 
cos Z AFQ, sin Z РЕВ = cos Z PFQ, 因此 


2 
вн = cos Ё—@ cos ЕЁ, 


图 4-337 
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参考 文献 [22, p.401]. 
( 郑 君 文 ) 


庞 斯 莱 定 理 (Poncelet’s theorem) 圆锥 曲线 的 一 条 切线 ,被 另 
两 条 定 切线 所 截 , 则 焦点 对 着 所 截 得 的 部 分 张 定 角 . 

该 定理 是 庞 斯 全 于 1817 年 得 到 的 . 

设 PT、P7"' 是 圆锥 曲线 的 两 条 给 定 切线 ,它们 截 第 三 条 切线 : 
CAR TNF Q 入 ,如果 该 圆锥 曲线 为 椭 加 或 双 曲 线 , 则 据 焦 
点 切线 的 阿波 罗 尼 奥 斯 定 理 (2) 有 QF ЕТЕТ", RF 平分 
LT"FT' ,所 以 LQFR 是 CITFT" 的 一 半 , 而 忆 7FT" 为 定 角 , 故 
AQFR EHEM. 


图 4-338 图 4-339 
如 果 该 圆锥 曲线 为 抛物 线 , 则 由 兰 伯 特 定理 的 引 理 得 21 一 
Z2, Z3 = ZA, И ZTFQ = ZQFT". 同样 得 ZT'FR = 
ZRFT". 因此 LQFR 为 ZTET' 的 一 半 ; 而 LTFT' 为 定 角 , 故 
人 QFR 也 为 定 角 . 
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参考 文献 [22, р. 400]. 
(HE) 
男 锥 曲线 的 帕 波 斯 定理 (Pappus7 theorem of conic) 与 一 定点 
《焦点 ) 和 一 定 直线 ( 准 线 ) 的 距离 之 比 为 定 值 (离心 率 ) 的 点 的 加 迹 
是 一 圆锥 曲线 , 当 这 个 定 值 小 于 1 时 是 椭圆, 等 于 1 时 是 撤 物 线 ， 
大 于 1 时 是 双 曲 线 ， 
该 定理 涉及 圆锥 曲线 的 统一 定义 ,为 帕 波斯 所 证 明 , 载 于 他 所 
著 的 (数学 汇编 ?第 7 卷 中 . 值得 指出 的 是 ,在 阿波 罗 尼 奥 斯 所 著 的 
《圆锥 曲线 ) 中 却 没有 这 个 定理 . 至 于 欧 几 里 得 是 否 知道 这 个 定理 ， 
尚 无 定论 ， 
对 于 抛物 线 的 情形 ,根据 它 的 定义 ,是 很 显然 的 . 因此 只 需 就 
这 个 定 值 不 等 于 1 的 情形 来 求 出 它 的 轨迹 是 什么 图 形 . 
设 定点 F SERRI P 为 满足 条 件 的 任意 一 点 , 作 PQ17'， 
ожа, 


ола арар 
[PA] о в 
ЕЕН 1 U, H ФЕ, АЖА 三 
ESRB HEH: ей, ту ЕД т 
点 ; 则 
Ba. l 图 4-340 
WE AP gn 


可 见 4 和 А 是 轨迹 上 的 两 个 点 ,并 且 


HP = ap PR НА = ү ЕЗ Е. 
ВО Ж AA 的 中 点 ， 
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т 2] Лб __ = _2pe 

шеште; rees Er 
= 3: 06 сарае A 

но тт (тты I-e 


А 
РРЛ 77, 

ЖШ F'O= HO — НЕ = Ey 
WAO = a, I F'O = ae, HO = =. 


现 以 O 为 原点 ,F'O 为 工 轴 建 立 直角 坐标 系 , 设 P 点 的 坐标 
为 (zs y) M 


IF'P| = Уе У, |PQ| = 2 +=, 
X |ЁР| = e|PQ| ,所 以 
беа + = е |+ |, 
(а — em +y = а] — е0), 


z: 
B. атату 1 
当 e 二 1 时 , 设 ax(1 — е) =, 
А 
ЖН =1, 


这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 ,可 见 它 是 椭 贺 . 
ще 1, абе 一 1 三 如, 则 得 
79 


as s 


这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 ,可 见 它 是 双 曲 线 . 
参考 文献 [22, p.400],[l, p.254],[17, p.143], [3, pp. 
98~100]. 
( 郑 君 文 ) 
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Dandelin 定理 (Dandelins theorem) 如 果 两 个 或 一 个 球 内 切 
于 一 个 圆锥 , 且 都 与 一 个 已 知 平面 相 切 , 则 该 平面 与 圆锥 的 交 线 为 
一 条 圆锥 曲线 , 它 的 焦点 是 球 与 平面 的 切 点 , 准 线 是 球面 和 圆锥 相 
切 的 圆 所 在 的 平面 与 已 知 平面 的 交 线 . 这 里 所 涉及 的 球 , 称 为 
Dandelin 球 ， 

该 定理 是 比利时 人 Germinal Pierre Dandelin(1794 一 1847) 
于 1822 年 得 到 的 , 见 Nouv. Мет. de l'Acad. Коу. des Sci. , 
Bruzelles,2, 1822, 169—202. 

圆锥 曲线 ,一 般 认为 是 由 Menaechmus( 约 前 350 年 ) 发 现 的 ， 
他 对 项 角 为 直角 ,锐角 , 钝 角 的 圆锥 ,分 别 用 垂直 于 它 的 母线 的 平 
TER, ATEA T 459 W BLR XQ B sü = ТЕЕ ТЕЕ] 
时 只 知道 一 支 . 后 来 阿波 罗 尼 奥 斯 证 明了 用 不 同 平面 去 截 一 个 贺 
锥 ,也 可 得 到 这 三 种 曲线 ,并 发 现 双 曲线 有 两 支 .到 了 17 世纪 ,加 
锥 曲线 又 被 作为 平面 上 点 的 轨迹 而 引进 .因此 就 需 解 决 圆锥 曲线 
与 圆锥 之 间 关系 的 问题 ,上 述 定理 正 是 在 这 种 情况 下 被 提出 来 的 ， 

设 V 是 圆锥 的 项 点 ,VX 是 它 的 轴 ,a 是 该 圆锥 的 一 个 截面 ， 
过 VX 作 平 面 刀 垂直 于 a, 交 圆锥 于 母线 VA 和 VB, 现 过 点 V fE 
平行 于 平面 " 的 平面 x( 图 4 - 341 中 有 的 平面 没有 画 出 ), 把 它 区 
分 为 三 种 不 同情 况 ， 

G) 平面 x* 和 圆锥 相 切 于 母线 g. 这 时 由 于 该 圆锥 和 平面 + 
都 是 关于 平面 8 的 对 称 图 形 , 所 以 g 必 为 YA、VB 之 一 , 设 g 为 
УА,УВ 与 "相交 于 B. FRO 与 圆锥 相 切 于 @Q, 与 截面 " 
STA F,VA 5@Q 交 于 点 A, GQ 所 在 平面 7 与 a 相交 于 直 
Rd. 因为 点 O,Q 都 在 轴 VX 上 ;所 以 直线 OF 在 平面 8 内 ， 
УО 17, МТВ 17, FE d 1 8, 故 平面 "与 有 的 交 线 FB 垂直 
Fd HEEE, B FE // АУ. 连结 AE, 则 АЕ | d. 在 截面 < 
与 圆锥 的 交 线 1 上 , 任 取 一 点 MM; 连结 VM ЖОО 于 C, 作 平面 
VAM Z a FÉ MD1D 为 与 MD 的 交点 , 则 MD // AV, Á. 
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而 ANMCD оо AVCA, MD // 


FE, КЫ МР 14, ИБ = үч 


{В VA = VC, MC = МЕ, ж 
MF MC vc 


мо = MD VA = jw B 
MF =MD, 因此 点 MM 在 以 下 为 
焦点 ,d 为 准 线 的 抛物 线 上 . к 
之 ,车 如 是 在 以 五 为 焦点 届 为 
准 线 的 抛物 线 上 的 一 点 ,但 它 不 
在 ! 上 , 在 a 上 过 点 M' 作 一 直 з 
线 交 该 能 面 于 Mi 和 M, ,于 是 据 上 面 所 述 ,Mi' 和 M; ДЕШ F 
为 焦点 .4 Siti r. 这 样 出 现 了 一 直线 与 一 抛物 线 有 
三 个 交点 ,这 是 不 可 能 的 . 所 以 平面 “和 圆锥 的 交 线 /是 一 条 以 
下 为 焦点 ,为 准 线 的 抛物 线 . 

(2) 平面 x 和 圆锥 只 有 一 个 公共 点 V， 如 图 4 - 342, 这 时 平 
面 天 和 月 相交 于 过 点 六 的 直线 g. 设 VA、VB 与 平面 “相交 于 点 
А,В, AB // z. 再 设 球 0, 和 O; 分 别 与 平面 < 切 于 点 F, 和 
Fs, 与 圆锥 相 切 于 Qi 和 Qs, 平面 各 与 OQ MOQ: MEF 
Bi 7, fl 7, 相交 于 di M dasg HPH У, MV: ARFA E R En 
HH O,.O,.Q..Q, 都 在 轴 VX 上 ,所 以 8 1 7, В L 7,, O.F, 和 
O,F, ЖЕТ В, а, L B, da 1 В, A,B Fi, Fa RE a УВ 
的 交 线 a 上 , Шана а, ERF С.С, C.C, / к, G.G, 上 
di, CIC; L di. 在 平面 “与 轩 锥 的 交 线 上 , 任 了 一 点 M ,连结 YUM 
KHO OQ Ж M,.M., W. |MF,| + 1МЕ,| = |MM,| + 
|MM,| = |M,M,|,, T |M.M;| 88 K TLA M ED) F..F, 5 
AWM Е. Ж{ЕЖЩ VME CS 2.7 各 相交 于 直线 EM, 
EM:s SPT a MZFA M ARER b. M| 5 УЕМ ЕМ, 的 
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В 4 - 342 
交点 Di, D, H 2.4, 上 ,所 以 DD; // g, Ж AMM,D, co 
IMF,| _ |MM.| _ |УМ,| 
ДУМЕ, D.D, 1 4, 因此 Тур, = MDI = VET ЇЇ 


IE 是 小 于 1 的 常量 。, 故 点 M ED Р, ARA d DERN 
шк. 同样 可 知 ,点 M 也 在 以 F, 为 焦点 ,di АЕ 
E. 反之 可 证 ,平面 a 上 到 点 F,GR F.) ЧИ d GR dD ERZ 
比 等 于 e( 二 1) 的 椭圆 的 点 , 必 在 平面 < 与 贺 锥 的 交 线 上 ,所 以 a 
SERKA F OR FOH d Ой d) DERKAN. 
(3) 平面 x 与 圆锥 相交 于 两 条 母线 ,如 图 4 一 343, 这 种 情形 
与 上 面 2 中 平面 “与 加 俊 的 交 线 为 梢 圆 相 类 似 ,其 证 明 也 类 同 ， 
яа о, 和 O, 各 与 圆锥 的 一 叶 相 切 于 QI 与 @Q;, 而 这 时 
|\м,| — |мк\|| = ||MM,|= |MMi|| = (м), E 
мм. Ш МЕЦ Е, f F, ЭК R W UNA Е. 
BOQ 和 @Q 所 在 的 平面 为 7; AALS ЖШ а HEF a, 和 
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dA M Bl F, AA d Е kS TYP , 它 为 大 于 工 的 


常数 ,所 以 点 M 在 以 (或 F,) 为 焦点 ,dQ( 或 d;) 为 准 线 的 双 曲 
线 上 .反之 ,车 MM 是 以 (R F) HR A di O d) HERRI 
曲线 上 的 一 点 , 则 它 在 平面 < 与 贺 锥 的 交 线 上 ， 所 以 平面 «与 贺 
锥 的 交 线 是 以 Р, (РЖ 88 d GR d;) 为 准 线 的 双 有 曲线. 


图 4 一 343 图 4-344 


如 果 截 面 通过 圆锥 的 顶点 V ,那么 交 线 成 为 退化 圆锥 曲线 . 

我 们 也 可 以 统一 推导 出 平面 “与 圆锥 的 交 线 为 圆锥 曲线 ， 
如 图 4- 344, 设 球 品 与 平面 a 相 切 于 点 ,与 加 锥 相 切 于 ©@Q， 
OQ 所 在 平面 7 与 平面 a 相交 于 直线 2. 在 平面 “与 圆锥 的 交 
线 1 上 任 取 一 点 M EA VM XOQ 于 点 C, 因 为 O.Q 都 在 圆锥 
的 轴 VX 上 ;所 以 VQ 工 7 AM, MD Ld,MH | Y, D.H 
335 WJ VQ / MH, B D) Z HMC = ZQVC = е. É Ë ç g El 
锥 的 半 顶 角 , 它 是 个 定 角 , ZDMH = 0, 8 等 于 平面 与 轴 VX 


IMH) osp, MH] _ „IMC _ 
所 成 的 角 ， 因 为 [ус = cos p, Тууу = соз Mp] = 


cos 0 = 1МЕ| _ cos 0 _ 
293. X IMC] = 1м, AT MD] = ese © SRN a ñ 
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定 后 ,= 是 一 个 正常 数 , 故 点 M 是 在 以 到 为 焦点 ,为 准 线 的 贺 
锥 曲线 上 . 反之 ,可 以 证 明 , 当 M' 是 在 以 下 为 焦点 .为 准 线 的 
圆锥 曲线 上 的 任意 一 点 , 它 必 在 平面 "与 圆锥 的 交 线 ! 上 . 因 
此 ,平面 a 与 贺 锥 的 交 线 是 一 条 以 F 为 焦点 .d Ж WE 0 09 BI 8: fli 
R. 当 0 一 p, е1, EARR H p< i< o< 
e<l, ЕИ šq 0 < 0 <, т ену, 它 为 双 曲 线 . 
参考 文献 [20, pp.187—188],[9, рр. 385~ 389], [15， 
рр. 533 一 536],[19，p, 247]. 
GA 3 


《五 ) 轨迹 与 作 图 


уап Schooten 轨迹 问题 (van Schooten problem of locus) 
平面 上 一 个 三 角形 的 两 个 顶点 , 沿 着 一 定 角 的 两 边 所 在 直线 上 
移动 , 求 它 的 第 三 个 顶点 的 轨迹 . 

该 轨迹 问题 及 其 解 载 于 荷兰 人 van Schooten(1615 一 1660， 
荷兰 人 ) 所 著 的 一 书 中 (1657), 它 的 一 个 退化 情形 早 为 Produs 
(410~485) 所 完成 , 即 “ 在 一 条 定 长 线段 AB( 或 其 延长 线 ) 上 有 
一 个 固定 点 卫 , 设 该 线段 的 两 端点 A 和 8B 各 在 一 个 定 直 角 的 两 
边 所 在 直线 上 移动 , 求 尸 点 的 轨迹 ”， 

现 先 求 出 这 个 退化 情形 的 轨迹 . 
取 两 条 直角 边 各 作为 工 轴 和 y 轴 ， 建 
立 直 角 坐 标 系 , 设 |8P| = a, 
IPA| =b, |BA| = c, W£ P # ВА 
上 或 其 延长 线 上 ,有 < 一 士 5( 图 4 一 
345 h P Æ AB E). FFE AMBI 
别 在 工 轴 和 y 轴 上 移动 ,P лл 
H Cz, y) AB 与 + 轴 所 成 的 角 为 91 则 zz 二 acos 0, у = bsin 0. 


图 4 一 345 
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ает 
ати 

就 是 说 ,P ОНО ЕВН ВНС 6 US a 和 6 MMN. 

Е ЕА Иа 00 8 E 
标 出 BAP 三 点 ,使 BP 和 PA 各 为 椭圆 的 长 半 轴 长 a 和 短 半 
轴 长 ,于 是 当 移动 纸 带 且 始 终 保持 A E x MEN B HE y WE 
ВВТ Р 点 所 经 过 的 位 置 , 即 为 所 求 作 的 椭圆 ， 

通常 的 棋 贺 规 , 就 是 根据 这 个 轨迹 题 而 制造 成 的 一 个 画 酉 
圆 的 工具 . 

对 于 一 般 情形 ,如 图 4 一 346, 即 固定 点 P pJ 
不 在 定 长 线段 AB 所 在 的 直线 上 ,于 是 构成 了 \ A 
ДАВР, А,В 各 在 -- 定 角 XOY =a (不 必 
是 直角 ) 的 两 边 所 在 直线 上 移动 ,这 时 AABO 


юман о 的 半径 只 = 4”. 为 定 长 , 故 由 
ФА 一 QB = R, АВ HEK TARG Q H 
对 于 A4BP 而 言 是 固定 的 ,因此 @Q 可 看 做 
与 动 A4BP 结合 在 一 起 而 和 欧 动 , 且 O 点 总 在 这 圆 上 ， 连结 PQ Ж 
OQ FM, N,N PM 与 PN 有 定 长 ,ZNOM ЖЕЙ. BRAMAN 
与 АМ 不 断 随 动人 4BP 改变 位 置 ,但 它们 的 大 小 不 变 , 所 以 ZAON 
与 ZAOM 的 大 小 一 定 , 故 直线 ON 和 OM 有 定向 ,有 ON LOM, 
E) ZzOy 为 定 直角 ,这 样 P 点 可 看 成 定 长 线段 MN (或 其 延长 线 ) 上 
的 一 固定 点 ,而 端点 N 和 М 各 在 定 直角 zOy 的 两 边 所 在 直线 上 移 
动 ,所 以 据 上 述 退 化 情形 知 ,P 点 的 轨迹 是 一 椭圆 , 它 的 对 称 轴 为 Or 
与 Oy, 长 半 轴 长 和 短 半 轴 长 各 为 PM 和 了 PN， 

参考 文献 [13, рр. 238—240], C9, р. 4071, [16， 
рр. 178—182]. 


(张文华 529) 
La Hire Ў 21 (La Hire theorem of locus) 圆锥 曲线 两 条 
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ж Ë ИЛ ЖЖ уң J Ө Ж, ЕЖЕ И sk ЖОП Җ KO И ЖЕ ЭШ. ТЕЎ 
物 线 的 情形 为 直线 ,这 圆 称 为 准 圆 ,这 直线 是 抛物 线 的 准 线 . 

该 轨迹 定理 是 法 国 数学 家 La Hire(1640~1718)F 1704 Æ 
得 到 的 . 

HA 已 是 梢 加 的 两 条 互相 垂直 的 
切线 PT 与 P7" 的 交点 ,下 与 F' ЖЕЙ 
焦点 , 现 各 作 FRF PT 与 PT' 的 对 称 
点 有 4 与 8, 则 A,P、B 三 点 共 线 ， 
ZAPT = ZF'PT', AT ETTy AP= 
РЕ'. 据 焦点 切线 的 阿波 罗 尼 奥 斯 定 理 
(2), Ж ZFPT = ZF'PT', 所 以 Ricu 
ZAPF = ZAPT + /ЕРТ = 
ZTPF' +ZF'PT' = ZTPT' = RtZ. R ATF 三 点 共 线 ， 
АЕ = АТ +TF=TF' + ТЕЁ =2a, ї РА = PF' , 4а? = 
PF’ + РЕ? =2(0P° +), XE 2а 为 椭圆 的 长 轴 长 ,0 Ж FF' 
的 中 点 ,c WERE, Kie OP: = 2а? — сё = at + P'. 这 就 是 说 ， 
尸 点 的 轨迹 是 以 O Hi, Уа Р 33645 0 N. 

对 于 双 曲 线 的 情形 , 同 法 可 得 到 了 点 的 轨迹 是 以 O 〇 为 圆心 、 
VY 严 一 灰 为 半径 的 图 ,但 当 a 一 5 时 ,轨迹 成 为 点 圆 , 当 a < b 
В.В. 

在 抛物 线 的 情形 , 设 点 已 是 它 的 两 条 
相互 垂直 的 切线 PT 与 PT' 的 交点 ,A、B 
各 是 焦点 已 关于 这 两 条 切线 的 对 称 点 , 则 
А,В 都 在 准 线 d 上 , 且 A.P.B 三 点 共 
线 ; 所 以 了 在 准 线 d E. k P K W tuk 
是 这 抛物 线 的 准 线 d, 

当然 可 先 建立 直角 坐标 系 来 求 其 锁 迹 方 。 图 4-348 
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程 ,然后 便 可 知 轨迹 是 什么 图 形 ， 设 棋 加 的 方程 为 去 +5 —1, ИҢ 
有 全 率 上 的 该 多 加 的 切线 方程 是 
у= 2 d/dk + W, 
пужни 
y= 一 至 十 у +, 
即 (у — Ах) = а + Ë, (ky + z): = at + М. 
上 面 两 式 相 加 消去 2,49 2: + >° = at + Pt, 这 就 是 所 求 的 各 
迹 方 程 , 它 是 以 原点 为 轿 心 、VTW 干 天 为 半径 的 一 个 贺 ， 
同样 可 求 得 双 昌 线 © — > 二 1 的 互相 垂直 的 两 条 切线 交点 
的 轨迹 方程 为 у =a, AMR y= 2р 的 情形 , 它 的 
罗 迹 方程 为 一 一 如. 
参考 文献 [22,рр.411—412]. 
EEES 
Ж (directer circle) 见 La Hire 轨迹 定理 ， 
施 紊 纳 轨迹 定理 (Steiner theorem of locus) ” 没 三 角形 三 边 所 
在 直线 切 于 一 抛物 线 , 则 它 的 和 心 的 轨迹 是 该 抛物 线 的 准 线 ， 
该 轨迹 定理 是 施 泰 纳 于 1827 年 得 到 的 
设 A48C 三 边 所 在 直线 切 抛物 线 


У? = 4az 于 点 P, (atl, 2an), Pa Cati, jr R 

2at:), Ру(аң, 2a), 则 直线 АН, ВС, Ë B 

C4 的 方程 各 是 Ë 
ty= з фай, 


ty = z+ ай, m4 349 
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ty =z + a, 
由 此 解 得 点 А,В,С 的 坐标 各 为 atts a( +h)), latt alt: + 
加) (абаз, а(и 十 加 .又 直线 BC.CA 的 斜率 分 别 是 于、 2; B 
此 A4BC 的 边 BC.CA 上 的 高 线 的 方程 各 为 


y —a( + t) 一 一 在 (Z 一 ah), 
y — alt; +t) =— 1,(х— atit,). 


它们 的 交点 五 即 为 A4BC 的 垂 心 ,其 坐标 满足 上 述 两 个 方程 . 解 
由 这 两 个 方程 组 成 的 方程 组 , 解 得 zx —— а. ЙИН КЮЕ 
抛物 线 y = 4az 的 准 线 . 

参考 文献 [22, p. 414]. 

5 ES] 

布 利安 香 - 庞 斯 莱 轨 迹 定 理 (Brianchon-Poncelet theorem of 

locus) #F# +A ABC 的 等 轴 双 曲线 的 中 心 的 轨迹 是 这 三 角形 的 
Аат. 

该 轨迹 定理 是 布 利安 香 、 庞 斯 莱 发 表 在 Gergonne?; Annales 
de Math, 11 (1820 ~ 1821) 上 的 论文 Recherches sur la 
determination d'une hyperbole equiatere, au moyen de quatre 
conditions don ees tF Ж А Ju # W $b 
(р. 250) 提 到 的 . 

由 布 利安 香 一 庞 斯 莱 定 理 的 证 明 
中 得 知 ,如 果 设 4A(0, A.B (a, 0)、 
с, 0), B H(0, DEBR AH, 上 
的 一 点 , 则 外 接 于 人 ABC 的 等 轴 双 曲线 
〈 即 等 轴 双 曲线 通过 А,В,С 三 点 ) 的 方 
程 为 


(Аг пу — А) т + иу АИ) 十 jay 一 0 
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HB +u = 0' 这 里 是 参数 
由 于 该 等 轴 双 曲线 的 中 心 P(z, yy) 满足 下 列 方程 组 : 


jaeta Latag + ду – 10и ga = 0, 
12а 十 ML HNDI + шу — Ани < Irug =0, 


即 JANI 4 шу Аш) HANO + y — Ар) + hy = 0, 
Ах у = АШ) + (Ах ру — Аш) + hz = 0, 
所 以 消去 参数 ,就 得 到 中 心 PLz，y) 满 足 的 方程 
Zz — ориу — AN Си + Hr a OA HAY = 0, 


这 就 是 所 求 外 接 于 人 ABC 的 等 轴 双 曲线 的 中 心 的 轨迹 方程 . 
因为 M 十 py = 0, 所 以 上 述 方程 表示 一 个 圆 ; 并 把 它 化 为 


|е) 


= ев аА, 


чаек soj саветам, 2 | эй 
Ав 的 中 点 | E, | 者 满足 该 方程 ,就 是 说 该 加 通过 人 ABC 的 三 
边 的 中 点 ,所 以 该 加 就 是 ABC 的 九 点 
贺 , 因 此 外 接 于 人 ABC 的 等 轴 双 曲线 的 
中 心 的 轨迹 是 这 三 角形 的 九 点 贺 ， ah 
当然 也 可 用 综合 法 证 明 “ 外 接 于 等 
轴 双 曲线 的 人 ABC 的 九 点 圆 ,通过 该 等 名 
轴 双 曲线 的 中 心 ”, 由 此 可 推 得 “外 接 于 D 
已 知 三 角形 的 等 轴 双 曲线 中 心 的 轨迹 是 
该 三 角形 的 九 点 加 сог 
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WA ABC 外 接 于 以 点 O APO #Җ L т, ЖИЕ 
轴 双 曲线 , A'、B',C' 分 别 是 边 BC、CA、AB 的 中 点 ,直线 BC 和 
CA 各 与 4 和 1; MZF AA: fl B..B,. 由 于 直线 BC 和 C4 被 
等 轴 双 曲线 及 其 两 条 源 近 线 所 截 下 的 线段 相等 , 即 [CA| = 
ВА, |, |АВ, | = |CB,|, Я А’. В В АА, „В.В, 的 中 
点 . IBRtAAA;ORI RtA B.B.O 8 
ZA'OA, = ZOA,A' , ZB'OB, = Z0B,B', 


2. ZA'QA, — ZB'OB, = /ОА,А' — /ОВ,В', 
即 ZA'OB' = ZA,CB'. 
因为 4'CB'C' 是 平行 四 边 形 , 所 以 ZA'C'B' = /А'СВ', 于 是 
ZA'OB' + АСВ = АСВ + ZACB' = 180°, 因此 4'.0、 
В.СИ, ДАВС 的 九 点 圆通 过 该 等 轴 双 曲线 的 中 心 . 
由 所 得 的 轨迹 定理 ,可 以 得 到 “已 知 四 点 作 等 轴 双 曲线 "的 作法 、 
已 知 A.B.C.D 四 点 ,可 先 作 入 4BC BJ JU BL WILA ABD 的 
AAR, HEZTEA O, WA O 就 是 所 求 作 等 轴 双 曲线 的 中 心 ， 
再 连结 点 O 与 BC 的 中 点 A ,在 直线 BC 上 点 АО 
АА, | = |А'А,| = |ОА' | ,然后 作 直 线 O4 和 OA4,, 则 这 两 条 直 
线 就 是 所 求 作 的 等 轴 双 曲线 的 渐 近 线 . 最 后 就 可 以 利用 已 知 点 来 
作 等 轴 双 曲线 上 一 系列 的 点 ,如 过 4 任 作 直线 ,各 交 渐 近 线 OA, 
H OA: F B, M Bai Æ BiA ERI B.C, KEF АВ, 的 长 ， 
则 C, 就 是 所 求 作 等 轴 双 曲线 上 的 点 . 
参考 文献 [22, p.407], [13, рр. 236-2377. 
(жж) 
Klamkin-Miller 轨迹 定理 (Klamkin-Miller theorem of locus) 
PE T WN W E = fi KD A huk R — 4 t5 Eh А. 
ЖЕЛЕ ЯЙ Amer. Math. Monthly, Vol, 66(1959) 4 f ls] 
题 E1348, 是 由 M. 5. Klamkin #18. Miller 提出 的 . 
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设 正三 角形 ABC HETRE © + 


А 
У =1, 它 的 顶 上 ABC 的 离心 角 分 别 E 
为 a.B.Y, 于 是 重心 G 的 坐标 为 a 
= 3 (Gos e + сов B + cos 7), 图 4-352 
у= (sina ++ sin B + sin 7). 
因为 人 ABC 是 正三 角形 ,所 以 重心 G 与 它 的 垂 心 H 重合 ,而 甜心 
如 可 通过 三 个 顶点 的 坐标 来 求 , 为 此 可 先 求 出 BC 的 方程 


os 7 ys ААН A 
+ ста r kak: 


于 是 BC 边 上 高 线 АН, 的 方程 为 
B +7 


у — bsina = g's (= — acos а). @ 
同样 可 求 出 AC 边 上 高 线 BH; 的 方程 为 
уп B = tig” (z — acos D). @ 
由 加 ,加 联 立 解 得 
х= ер (cos а + cos Ё + cos 7) 
a — h 
т=з, ША @ 
Pe r = 


p 
sin(a + B+ 7). 


(sine danad sin У) — 


g 
用 四 代 人 图 得 


АМ. 解析 儿 何 785 


ёё... 231 
ЛӨ ЫА so 2а 


— + ,‚„. ey i 
жета, ЗАЙ Г sin(a + 8 +Y). 


х= соз (о + +Y), 


消去 上 述 两 式 中 的 “十 有 十 得 
ба? HPF 3 (За? +1, 


аа Ву T Par bY Г 
故 所 求 的 重心 的 罗 迹 是 一 个 中 心 在 原点 的 精 轿 ,也 即 为 与 所 给 机 


圆 同 心 的 一 个 椭圆. 
参考 文献 [24, pp.79—801. 


(25) 
圆锥 曲线 的 直径 (diameter of сопіс) 求 圆锥 曲线 的 一 组 平行 
弦 的 中 点 的 轨迹 ， 该 轨迹 称 为 圆锥 曲线 的 直径 ， 抛 物 线 的 任 一 直 
径 平行 于 它 的 对 称 轴 ， 
该 轨迹 载 于 阿波 罗 尼 奥 斯 所 著 的 (圆锥 曲线 ) 的 第 一 卷 中 ,该 
卷 还 给 出 直径 , 共 因 直径 等 概念 ,与 现今 解析 几何 中 的 相应 概念 
ж. 
ият ® +5 一 1 的 情形 ， 
Ë y = mz + n Ж m 的 一 组 平行 
弦 的 方程 (n 为 参数 ),PQ 是 其 中 的 任意 
一 条 ,又 设 P,Q 的 坐标 为 (Fi у) (аз, 
ж), Mla, y) PQ KPRM 


图 4- 853 


因为 P 与 QQ 是 弦 与 裙 加 的 两 个 交点 ,把 y= mz + n (A 
十 其 二 得 
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(0 + a'm? )a? + 2а?тпх + a(n? — bt) = 0, 
可 见 z, 和 是 上 述 方程 的 两 个 根 , 由 根 与 系数 的 关系 得 


?аїтп 


ааттан 
- 
nr= = @ 
Ж Q ÇA y = mz + я, 
m 
у= рант а 
ш @ ж @ нл, 


p 
d=- дыт #2 Бату = 0. 


ER BET ЖЮ C) 8 а ИР DE ЕШШ 
心 且 在 它 的 内 部 的 线段 48， 
ШЖ ШИН 5 一 Ж = 1 MAPT y = mz +n 
a 为 参数 ) 的 中 点 的 方程 为 
в 
у= тог Ж т — ату = 0, 
элиң ие иЕе БИНЕ ЖИНА. 
ИИВ y = шк WAPE y = mz + n (n 为 参数 ) 的 中 


点 的 方程 为 y = а, 由 此 可 知 抛物 线 的 直径 是 平行 它 的 对 称 轴 的 


一 条 射线 . 
参考 文献 [22, рр. 410—411],[17, рр. 105 一 106],[1， 
p. 178]. 
(HEZ) 
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洛 必 达 轨迹 定理 (L?Hospital theorem of locus) ”相交 成 定 角 的 
两 条 直线 都 与 一 定 抛物 线 相 切 , 则 这 两 条 直线 交点 的 轨迹 是 双 
曲线 . 

该 轨迹 定理 是 洛 必 达 获得 的 ,于 1720 年 公布 于 世 , 它 是 La 
Hire 轨迹 定理 的 推广 ， 庞 斯 莱 在 1817 4F 1818 年 也 对 它 进行 了 
研究 . 

直线 y 一 mz +n EMYR = „ 
4az 相 切 的 充 要 条 件 是 方程 

(mz + п)? = {ат 
或 m'r + 2(mn — 2a)z + п? = 0 


有 等 根 , 即 a = mn. Wk, RA EE m 图 4 一 354 
的 直线 与 这 抛物 线 相 切 的 方程 是 


= a 
у=т:+ 5. Ф 


AAA Pa, у y = 4az 引 两 条 切线 , 设 其 斜率 各 
Ж mi ama ERRA 282 а, 


ласа ° 
Жї mm 是 四 经 整理 后 的 方程 


ат? — ут а = 0 


的 两 个 根 , 故 有 加, 十 wi 一 2, түт, = ©, 把 它们 代入 加 ,并 加 整 
理 ,得 
y — дат = tg'a(z + а)". @ 


这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 , 
把 @ 化 成 
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[= +а(1 + ote уб _ 1 
да?соасвс?а Да?сѕс?а f 
由 此 可 知 , 该 轨迹 是 与 抛物 线 y; = 4az 有 相同 的 焦点 与 准 
线 , 且 离心 率 等 于 seca 的 双 曲 线 (图 4 - 354 H y MRTN). 
参考 文献 [22, pp.413—414J. 
《 郑 君 文 ) 
蛤 波斯 问题 (Pappus’ problem) 在 平面 上 给 定 3 条 (或 4 条 ) 直 
线 ,一 动 点 C 向 这 3 条 (或 4 条 ) 定 直线 分 别 引 直线 ,使 其 各 交 成 定 
角 ( 交 角 不 一 定 相等 ) ,并 使 得 在 所 得 的 3 条 线段 (或 4 条 线段 ) 中 ， 
某 两 条 线段 的 长 之 积 与 第 三 条 线段 的 平方 成 定 比 ( 或 某 两 条 线段 
的 长 之 积 与 其 余 两 条 线段 的 长 之 积 成 定 比 ), 求 C 点 的 轨迹 ( 即 “3 
或 4 条 直线 的 轨迹 "问题 ): 对 于 给 定 5 条 以 上 直线 ,可 依 此 类 推 . 
这 一 类 问题 统称 为 帕 波 斯 问题 . 
对 于 给 定 3 条 或 4 条 直线 的 情形 , 殉 儿 里 得 已 过 到 过 某 些 特 
鲍 , 但 没有 完全 解决 ;阿波 罗 尼 奥 斯 在 他 所 堵 的 (圆锥 曲线 ) 的 序言 
中 说 ,这 一 问题 可 用 它 第 3 卷 中 的 命题 解决 (确实 能 做 到 ); 帕 波斯 
在 所 著 的 (数学 汇编 } 第 7 简 的 前 言 中 , 重 述 这 一 问题 ,并 且 知道 这 
个 轨迹 是 圆锥 曲线 ,但 他 未 作证 明 , 帕 波斯 还 指出 这 一 问题 可 推广 
到 包含 5 条 、6 条 或 更 多 条 给 定 直线 的 情形 ,认为 阿波 罗 尼 身 斯 仍 
没有 完全 解决 这 个 问题 ; 笛 卡 尔 用 代数 方法 研究 “3 条 或 4 条 直 
线 "的 帕 波 斯 问题 ,并 在 他 的 名 著 4 方 法 论 )(1637) 一 书 的 附录 ( 几 
何 》 中 ,用 大 量 篇 幅 介 绍 与 解决 该 问题 , 且 1 
ШЕШ 3: b ñ f t JL AT Ж, B P] BN tb, 
成 为 促使 他 创立 解析 几何 的 主要 动机 之 
一 - 现 以 4 线 帕 波斯 问题 为 例 , 简 述 笛 卡 尔 
的 解法 . 
Ў АВ,АР,ЕЕ 和 GH 是 给 定 的 4 条 
直线 ,从 动 点 巳 引出 的 4 条 直线 CB、CD、 
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СЕ 和 CH 分 别 与 已 给 定 直线 交 成 定 角 , 且 满足 CB*CF = CD + 
CH, ARR C 点 的 轨迹 笛 卡 尔 在 解 这 个 问题 时 ,假定 C 点 已 找 
到 ,并 令 AB = z, CB = 3?， 通 过 对 各 线段 之 间 的 几何 关系 的 分 
析 , 得 出 用 已 给 的 量 表达 CD.CF 和 CH 然后 代 人 CB * CF = 
CD CH, 经 过 化 简 就 得 到 一 个 关于 工 和 y 的 二 次 方程 


y = Ау + Bzy + Сх + Dī’, 


其 中 4、,B,C. 呈 是 由 已 知 量 组 成 的 代数 式 . 这 样 任 给 一 个 工 值 ， 
就 可 解 出 相应 的 y 值 ,从 而 可 用 直 尺 和 圆规 作出 y, 也 就 得 到 了 一 
个 C 点. 如果 取 无 穷 多 个 工 值 , 便 得 到 无 穷 多 个 相应 的 y 值 ,于 是 
就 得 到 无 穷 多 个 C 点 ,所 有 这 些 C 点 的 轨迹 ,就 是 上 述 方程 所 代 
表 的 曲线 . 这 里 笛 卡 尔 为 确定 С 点 的 位 置 , 选 定 直 线 АВ 为 基线 
(相当 于 一 根 坐 标 轴 )， 点 4 为 基点 (相当 于 坐标 原点 Y,z 的 值 是 
从 А 点 起 沿 着 基线 量 出 的 长 度 ,y 值 是 从 基线 出 发 且 与 它 交 成 定 
角 的 另 一 条 线段 的 长 (相当 于 另 一 根 坐标 轴 , 但 它 不 是 固定 的 ,而 
ЖЯ т 的 取 值 而 平移 )， 由 此 可 见 他 所 采用 的 是 平面 斜 坐标 系 ， 
而 因 zy 只 取 正 值 ,所 以 还 局 限于 第 一 象限 之 内 ,但 上 述 方程 所 
代表 的 曲线 却 无 这 种 限制 牛顿 在 他 所 著 《 自 然 哲 学 之 数学 原 
理 ， 字 宙 体 系 ) 的 第 一 编 第 五 章 中 ,用 综合 法 证 明 4 线 帕 波斯 问题 
的 轨迹 是 圆锥 曲线 . 

当然 ,采用 现在 解析 几何 的 方 
法 , 帕 波 斯 问题 是 容易 解 的 ,而 且 对 у, 
于 3 条 或 4 条 直线 的 帕 波 斯 问题 , 易 
见 它 的 轨迹 是 圆锥 曲线 . 现 以 3 线 帕 
波斯 问题 为 例 简 解 如 下 : 

在 直角 坐标 系 中 * 设 给 定 的 3 条 
直线 4G 一 1，2，3) 的 方程 为 

Аг + Ву +С, 4396 
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=0 (i = 1; 2, 3), 


又 设 从 动 点 PCz, y) 引 出 直线 分 别 与 上 述 给 定 的 直线 交 成 定 角 6, 
G = 1, 2, 3), XANH A,B,C EIA P WE PA = k|PB| + 
IPC|, 其 中 为 常数 , 则 据点 到 直线 的 距离 公式 得 
(Az + В,у + C): 
СА! F BDsin' б, | 
„ Az - Bay + С,| + (Az + By + Gil, 
VA} + B: + V Aš + B} + sin ñ,sin 0, 
(A,)z + Biy + С)! 
СА} + Вї)вїп* 8, 
— Авс + B,y +CD lAr + Biy + C). 
V (At + BDCA: + B!) + sin Pisin б, 
或 (A,z + Biy +C)? 
(At + Bt)sin* б, 
А0012 + By + COCA + By + CO. 
МСА + ВСА + B + sin Ossin в, 
这 就 是 所 求 的 轨迹 方程. 
由 于 上 述 方程 是 关于 z 和 > 的 二 次 方程 ,可 见 轨迹 是 圆锥 曲 
R 显然 ,对 于 给 定 五 条 直线 以 上 的 帕 波斯 问题 ,所 求 的 轨迹 方程 
则 高 于 二 次 . 
参考 文献 [5, pp.9—13, pp.28—36],[17, рр. 109—110, 
рр. 143~ 144], [18, рр. 10~12], [l; pp. 182—183, рр. 257 ~ 
258]. 


即 


22.9) 

牛顿 椭圆 问题 (problem of Newton ellipse) 求 内 切 于 已 知 四 
ЗОНА rh ИЗА. 

该 问题 于 1685 年 为 牛顿 所 发 现 和 解决 ,在 解决 这 问题 前 , 牛 
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顿 先 证 明了 与 其 相关 的 一 个 定理 :“ 圆 外 切 四 边 形 对 角 线 中 点 的 连 
线 , 必 通过 该 圆 的 圆心 , "他 以 这 个 定理 为 基础 ,巧妙 地 解决 了 上 述 
问题 . 

上 述 定理 的 证 明 是 基于 下 面 的 
轨迹 命题 ,两 个 三 角形 有 一 公共 项 
点 ;其 所 对 的 底 边 固定 , 且 面积 之 和 
为 定 值 , 则 公共 顶点 的 轨迹 是 一 条 
直线 , ”我们 以 AP4B 与 APCD 的 
固定 边 4B,CD 所 在 直线 为 坐标 轴 ， 
它们 的 交点 OE A 四 为 原点 建 
ЊЕ Оху, Р 点 的 坐标 为 (tz，y), 点 到 ABCD 的 距离 各 
W hhe h = іп, А, = уїпб. 又 设 14B| =a, ICD| =b, 


APAB 与 APCD 的 面积 之 和 为 定 值 S, 则 二 ia + А05, Bf 


Ш az + у= 2, Шаг + 5у-Ес = 0, жес 25, 因此 
所 求 的 轨迹 是 一 条 直线 . 

因为 GQ(r) 内 切 于 已 知 四 边 形 
ABCD, 所 以 AD + ВС = AB + CD = 
,这 里 思 是 该 四 边 形 周 长 的 一 半 . 由 于 
Q М AQAD 与 AQBC 的 公共 顶点 ;其 
底 边 AD、BC 固定 ,面积 之 和 为 已 知 四 


边 形 面积 5 0—3, MA EES 
这 两 个 三 角形 公共 顶点 QERA 
ж k. 设 M EVD ABCD 对 角 线 BD 中 点 , 则 


图 4=358 


Sean лае = tSp + үм = TS: 
所 以 点 ЕЗШ! E. 同 理 , 对 角 线 AC 的 中 点 N 也 在 轨迹 ! E. 
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因此 对 角 线 中 点 M.N 的 连 线 通过 圆心 Q. 

我 们 也 可 以 直接 证 明 该 定理 ,这 只 要 连结 对 角 线 BD 的 中 点 
M 与 画 心 Q, 9 А AC 于 点 N, 证 明 N 是 AC 的 中 点 就 
Т. 


由 于 Sasa = +Š 一 Зак РЖ 
уын = a F Sage Sigi 
= Sano + Saaw — | FS — Saare 
= Ssa + Saom — +(S — Saam) 


= $лшс + дави — Sause 


一 Saom， 


所 以 A.C 两 点 到 MQ 的 距离 相等 ,因此 N 是 AC 的 中 点 ， 
内 切 于 已 知 四 边 形 的 任意 一 个 椭圆, 可 作为 一 个 圆 的 法 向 投 
影 (映射 ) 的 像 , 而 已 知 四 边 形 则 为 外 切 于 该 加 的 原 像 四 边 形 的 像 . 
由 于 法 向 投影 线段 的 比 保持 不 变 ,于 是 椭圆 的 中 心 为 这 贺 的 图 心 
的 像 ,又 据 上 述 定理 ,圆心 在 这 圆 外 切 四 边 形 对 角 线 中 点 的 连 线 
上 ,所 以 在 这 映射 中 ,椭圆 的 中 心 也 在 已 知 四 边 形 对 角 线 中 点 的 连 
线 上 . 因此 内 切 于 已 知 四 边 形 的 椭圆 中 心 的 轨迹 ,是 对 角 线 中 点 
的 连 线 . 
对 于 双 曲 线 也 有 相同 结论 ,从 而 推广 为 ; 切 于 已 知 四 边 形 的 
四 边 的 有 心 圆锥 曲线 中 心 的 轨迹 ,是 对 角 线 中 点 的 连 线 . 
参考 文献 [13, pp.241—243],[20, p, 386],[22, рр. 257~ 
258, p. 413]. 
25) 
Pb ë E = (8) (ЕФ Щ 8 (construct а сопіс section 
through given five points (tangent lines)) ЖЕ — И, 
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使 它 (1) 通过 给 定 的 五 个 点 ; (2) 相 切 于 给 定 的 五 条 直线 . 

该 加 锥 曲线 的 作 图 问题 ,是 牛顿 所 著 的 (自然 四 学 之 数学 原 
Ae 宇宙 体系 ) 一 书 第 一 编 第 五 章 “ 焦 点 未 知 时 怎样 求 轨迹 "里 的 
命题 22 和 命题 27. 

O) 给 定 五 点 4A.B8.C、.D、E, 假 设 玉 是 所 求 圆锥 曲线 上 的 点 ， 
则 据 帕 斯 卡 定理 ,圆锥 曲线 的 内 接 六 边 形 ABCDEF 的 三 双 对 边 
的 交点 P .Q.R 共 线 ,于 是 可 得 到 如 下 作法 ， 

H AB 5 DE 交 于 点 卫 , 过 点 A 作 任 一 直线 1, 交 CD 于 点 R, 
连结 PR Ж BC FA Q PEt QE XITA 下, 则 点 下 就 是 过 所 
给 五 点 的 圆锥 曲线 上 的 点 , 当 1 绕 4 点 旋转 , 则 可 作出 辑 锥 曲线 上 
的 其 他 点 - 


В 4-360 


(2) 给 定 AB.BC.CD.DE. EA 是 圆锥 曲线 的 五 条 切线 . 设 
АС 和 ВЕ 交 于 点 0, 连 结 DO 交 AB FA aN a WE АВ УИ 
锥 曲线 的 切 点 . 这 是 据 布 利安 香 定 理 ,圆锥 曲线 的 外 切 六 边 形 
AaBCDE 的 三 双 对 顶点 的 连 线 АС, BE. Da 共 点 . 同样 可 作出 其 
他 各 条 切线 的 切 点 5.c.d.e, 这 样 就 成 为 给 定 圆锥 曲线 上 的 五 个 

点 ,于 是 可 把 它 归结 为 (1) 的 作 圆锥 曲线 了 . 
参考 文献 [22, рр. 421 ~ 422], [13, pp, 301 ~ 307], 

[6, рр. 88—90, рр, 102—103]. 

29) 
过 给 定 四 点 作 抛物 线 (construet а parabola through given four 
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points) 已 知 抛物 线 上 的 四 点 , 求 作 抛物 线 . 

该 问题 牛顿 先 于 1687 年 在 他 的 名 著 (自然 哲学 之 数学 原理 》 
(Philosophiae naturalis principia mathematica) 中 作 了 解答 ,后 又 
于 1707 年 在 他 的 另 一 部 著作 《普遍 算术 》(CArithmerica 
universalis) 里 再 次 作 了 解答 . 

解 本 题 需要 运用 下 列 抛物 线 的 性 质 ， 

1. 抛物 线 弦 的 中 点 ,在 其 对 称 轴 上 的 射影 ,与 该 弦 的 垂直 平 
分 线 和 对 称 轴 交 点 间 的 距离 ,等 于 这 抛物 线 的 焦 参 数 . 

B Alr yi) Blr у) EMMA 
y = 2px LRT k (= tga) X AB ft) 
PR, R = 2рл\, у} = 2рл, T E 
ж— = (y + у) — у) = 


2р0 —т,), 所 以 
S Es 000—2) p = A 
2 NTR k tga 


B AB 中 点 M ВА. ШЕР 
是 常数 ,从 而 可 知 ,抛物 线 的 平行 弦 (k 为 常数 ) 中 点 的 轨迹 ,是 一 
条 平行 于 对 称 轴 的 射线 . 


役 AB 的 垂直 平分 线 MN 与 对 称 轴 交 于 点 N H H M 在 对 


称 四 上 的 射影 , 则 HN 二 HMtga = Ë ва р. 这 就 是 说 ,抛物 
线 的 任意 一 条 改 的 垂直 平分 线 与 它 的 对 称 轴 的 交点 ,和 该 总 中 点 
TER f BI t tt 9) 8 I 05 BE B PF E 0 Ji # Sk. 由 此 可 得 下 列 
推论 ; 

推论 1 抛物 线 的 两 条 蓄 , 如 果 它 们 中 点 位 于 对 称 轴 的 同一 
BER E RPK KOE EFRR AEN RAE. 

推论 2 设 过 抛物 线 弦 AB 的 中 点 M 平行 于 它 的 对 称 轴 的 直 
线 ,与 该 批 物 线 交 于 点 0', 则 过 点 O 的 切线 ОТО ШТ T) 
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平行 于 AB, ВЖК НУТ p ËR E: T N WPA F HAM 
物 线 的 焦点 

据 此 就 可 来 解 辅助 题 1: “已 知 三 点 及 对 称 轴 的 方向 , 作 该 抛 
物 线 ." 作 抛物 线 , 只 要 作出 它 的 焦点 和 顶点 (或 准 线 ) 就 可 以 了 、 

已 知 对 称 轴 的 方向 1 及 A、B.C 三 
点 .过 AB 的 中 点 M，, 作 直线 a 平行 于 
Ж AC WPA Ma AE MM | а, М 
HEE, M' 作 AB WFA A'B Е 
М | A'B',M,N' | AC, 它们 相交 
FANEN N' 平 行 于 4 的 直线 Or, 
它 与 MiM' 交 于 H'. 这 里 Oz 就 是 所 求 
作 抛 物 线 的 对 称 轴 , нуде. ik 
再 作 AH | Or, H XERE Or 上 与 H'N'R]S ЫМ = 
H'N' fE AT LAN, Ж Oz FTW ТМ 的 中 点 F , ВОК 
线 的 焦点 ,由 此 就 可 作出 所 求 抛物 线 的 原点 \ 准 线 了 . 

2. 内 接 于 抛物 线 的 四 边 形 的 对 角 线 交点 ,各 把 对 角 线 分 成 两 
部 分 , 则 其 乘积 与 对 角 线 被 其 交点 和 对 称 轴 截 下 的 线段 的 平方 成 
ЕШ, 

设 AC. BD 是 内 接 于 抛物 线 y= 
2p=z 的 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 , 它 们 相交 
ТАР. 又 设 进 AC 中 点 МН 
称 轴 的 直线 ,与 抛物 线 交 于 点 О'. 现 以 点 
O 为 原点 ,与 抛物 线 相 切 于 O HIRIA 
坐标 轴 , 直 线 O'M 为 横 坐 标 轴 , 建 立 斜 坐 
标 系 zO'y ,这 里 以 对 于 直角 坐标 系 10y 
的 坐标 为 (ay b) , ИЖЕ O z' 与 Oy 的 
交角 等 于 弦 AC 与 抛物 线 对 称 轴 Oz 所 成 的 角 a、 设 点 入 在 直角 
坐标 系 хОу HOBER, DERRER z O y 中 的 坐标 为 


图 4-363 


796 LEELEE 


(z, y) M) z =а + т' +y cosa, у = b+ y'sin а, 把 它们 代入 
у = 2pz fB (b+ y'sin a)? = 2р(а + т' + y'cos a). 因为 通过 点 
Ca, D)00303080 0 SR УЖЕ by = pl +a), 所 以 tge = 2,60 
pcos а = bsin а, X b? = 2ра, Н ЖАВ y "sinta = 2pz', у? = 


202. Ё = P M y: = 2p'z, 过 点 已 作 PR ЖТР Oz, 


зіп?а sina 

交 抛物 线 于 点 R, WA R HPEH Co yi) Mi ЕЛ, 
yit=2p'z ERP =й =r – 11, PA= y y СР=у + 
ne Tj y: y = pa — s (у + OG — уу) = 
2p' (2! — 211), В CP + PA =2p'd. 同样 可 得 DP :PB = 2p"d， 
н p" = 22, dH DB У Or ARKH. Ш АС 和 BD 与 抛物 


sino 
QP _ QP 
sind sina 


线 对 称 轴 Oz HEF Q A QM :所 以 


CP PA _ р _ віта! _ QP: 

DP+PB p sina QP” 
显然 ,如 果 AC 和 BD 各 交 平 行 于 抛物 线 对 称 轴 的 直线 于 Q, 和 
9, 


CP- PA _ QP 
DP- PB Р" 

iH ЕЖЕ, BATI ЖИШШ 2: “E яд W o fE k К 
9077.” 

A,B,C,D 是 已 知 的 四 点 , 作 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC 和 
BD, 设 它们 相交 于 点 了 ,分 别 作 CP,PA 和 DP PB 的 比例 中 项 
与 g (图 未 画 出 ). 在 PC 和 PD 上 ,各 截取 PQ=g 和 PQ' = g , W 
QQ 就 是 所 求 作 的 抛物 线 对 称 轴 的 方向 

因此 ,已 知 四 点 求 作 抛物 线 ”, 就 归结 为 解 辅助 题 1 和 2， 就 
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是 先 由 四 点 作出 所 求 抛物 线 对 称 轴 的 方向 ,再 取 其 中 的 三 点 与 对 
称 轴 的 方向 作出 所 求 的 抛物 线 - 

如 果 已 知 四 点 的 直角 坐标 ,那么 据 Az 十 Bzy 十 Cy* + Dz + 
Ey + F = 0 (A: + B: + C 3 0) fü B: — 4АС = 0, 就 可 求 出 该 
抛物 线 方程 中 各 项 的 系数 (或 与 各 项 系数 相差 一 个 比例 常数 ), 从 
而 可 把 它 化 为 标准 方程 ,这 样 即 可 作出 所 求 的 抛物 线 . 

参考 文献 [13, pp.232—235]. 

(*®х) 


(六 ) # 

最 大 内 接 四 边 形 (A maximum inscribed quadrilateral) ”内 接 
+m 5; + 05 = 1 的 四 边 形 中 ,以 顶点 的 离心 角 分 别 为 9、 
2 十 于 .0 十 区 0 十 下 的 四 边 形 的 面积 为 最 大 ,其 最 大 面积 


H Zab. 

РИК T ЮЕШ 0 L 8129 3k X BJ VE Н Manheim 于 1857 年 
求 出 的 . 

施行 变换 二 ar, у = by ‚ШЙ + Ж = айа 
位 圆 z 十 y 二 11 椭 图 的 内 接 四 边 形 就 变换 成 加 的 内 接 四 边 形 ; 
面积 为 4 的 四 边 形 就 变换 为 面积 为 4' 的 四 边 形 , 且 А 二 abA'. 变 
换 前 后 面积 的 关系 ,可 先 从 从 4BC 变换 成 人 4'B'C', 即 点 ACz;， 
э)„В(т;, YC lEn y) 变换 为 点 4 (ал, y) B'ye) 
Сау, ya), MWERA 


а y 1 lazi! бу! 1 
SA 二 去 ж x 1 емі > ах! Буу 1| W 
五 у 1 аху by! 1 
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zm x Ч 
В аве |а зи у вими: Saws: 
zi уу 1 
再 因 四 边 形 可 分 成 两 个 三 角形 ,而 它们 的 面积 之 和 也 具有 同样 的 
关系 ;所 以 A= abA', 
由 于 图 内 接 四 边 形 中 以 正方 形 的 面积 为 最 大 ,而 在 单位 加 


|z” = cos 0, 
| Сыя ЗРЕЛИ —Ю НГЕ с Р, sin O. 


[ео 0 3] sin aH > |). Gos@ + m), sina + m). 
СЕСТЕР ГЕ 
Ж = 1 АЕ P RUS BD fi y| 0.05 #9 + x. 


2 十 ЗОО ДЗЕ ИГЕН А = abA' = 245. 


由 上 可 知 ,内 接 于 椭圆 且 面 积 为 最 大 的 四 边 形 有 无 穷 多 
个 ,而 边 分 别 平行 于 椭圆 对 称 轴 且 面积 为 最 大 的 内 接 和 矩形 是 队 
一 的 . 

把 上 述 定理 推广 ， 就 得 到 ， 


定理 1 HETRE S + SINAB 928), 面积 


最 大 的 n 边 形 有 无 穷 多 个 ,其 顶点 的 离心 角 分 别 为 9, 8 + z, 


2 一 Dr 


让 н кый 
* > = 


BAY n= MARFAN 5 + 2; 二 1 的 三 角形 中 , 具 
eae 它 的 顶点 的 离心 角 分 别 为 4， 
04E, 041", 其 最 大 面积 为 2 at, 
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ATAD ® + —1 及 其 切线 ,施行 变换 了 一 az，y 一 by ， 


RAIM у=: ААШ ИИИ п Е, Д 
有 面积 为 最 小 的 n ЈЕО НЕЕ И n 边 形 中 , 求 
其 面积 为 最 小 的 边 形 的 问题 ,而 这 是 已 知 的 , 即 在 圆 的 外 切 n 边 
形 中 ,以 其 正 ” 边 形 的 面积 为 最 小 . 于 是 就 得 到 : 


定理 2 IFANI + 1% шй >D, 有 无 


穷 多 个 nn 边 形 的 面积 为 最 小 ,其 切 点 的 离心 角 分 别 为 9, 0 十 z, 


ець 4, Dx 
n п 


参考 文献 [22, рр. 423—424], [14, рр. 158—166]. 
(ж#х) 
ЖЕЗ Ж IB] (5(еїпегв ellipse) 外接 于 人 ABC ШИЮ ЛШ 
圆 , 是 切 于 该 三 角形 各 顶点 的 平行 于 它 的 对 边 的 直线 的 椭圆， 这 
个 栅 圆 称 为 人 4BC 的 施 泰 纳 椭圆 . 

另 有 与 上 述 定理 相连 的 一 个 定理 ; 内 切 于 A4BC 面积 最 大 
的 烽 男 ,是 切 于 三 角形 三 边 中 点 的 棋 贺 . 

以 上 两 个 定理 是 J. Thomae 获 证 的 , 见 Zeitschrift Math. 
Physik 21 (1876). 

上 面 两 个 定理 的 证 明 都 是 基于 平行 投影 ,把 外 接 ( 内 切 ) 于 
AABC 的 栅 圆 变换 为 外 接 [ 内 切 ) 于 
A4'B'C' 的 圆 ,而 其 面积 为 最 小 (最 大 ) 
则 保持 不 变 , 这 样 就 可 从 研究 具有 怎样 
关系 的 三 角形 的 外 接 ( 内 切 ) 圆 的 面积 
为 最 小 (最 大 ) ,而 后 通过 变换 就 得 到 相 
应 的 具有 同样 关系 的 三 角形 的 外 接 ( 内 
切 ) 的 椭圆 的 面积 为 最 小 (最 大 ), ЕШ 


H 4-364 
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先 介绍 内 切 于 A4BC 的 情形 , 即 后 一 个 定理 获 证 的 基本 过 程 . 

设 贺 了 是 人 A'B'C' 的 内 切 图 , 它 的 半径 为 ,面积 为 S ,又 
AA'B'C RHEW a b sc 之 和 的 一 半 为 如, 曾 积 为 4 ,再 记 A = 
Sagres = дога as = дате. 


CEFA 4 = AASTAT 
事实 上 ,这 可 由 如” = A, 2А/ = а, 2A! = и, 24, = 
er 代入 
A = УСУ ауф РУФ es 
得 à 


-JE AA N ,a 
NF аи 7 过 


З= Je — 2д')(4' — 24, )(А' — 2A) 
r= z š 


Ж аны а КА 240064, саи — 24у). 


由 于 是 一 定 的 ,又 (4' — 241) 十 (4 — 2А/) 十 (A! 一 
24А/) = Д.В Д — 247 = Д — 2А/ = Д — 2А/ ,也 即 4/ 
= A = Ду 时 5' 为 最 大 ;这 时 了 是 人 A'B'C' 的 重心 ,内 切 圆 了 的 
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据 平行 投影 性 质 知 ， 内 切 于 入 ABC. 面积 最 大 的 靖国 的 中 心 1 
是 人 ABC 的 重心 , 它 切 于 各 边 的 中 点 , 且 其 面积 是 A4BC 面积 的 
туз 

СА 


现在 来 介绍 外 接 于 AA4BC 的 情形 , 设 圆 0' 是 人 A'B'C' 的 外 
接 圆 , 它 的 半径 为 R', 面积 为 8'; 人 A'B'C' 的 面积 为 A, 并 记 
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Al 一 Saogc， hy = лоса» Ду = Saowa' 则 
AnA A, А/ 
ДД — 2A/)(2' — 2А/)(4' — 2А/) 


s= 


事实 上 ,由 A = +R sin22', Д/ = r 
二 R'sin 2B, А7 二 二 R'sin2C", 得 


A = ÈR" in 2A! + sin 2B' + sin 2C') и сз 2 с 
= 2R sin А'зїп B'sin C'. 
A — 2A,' = 2R sin A'cos B'cos С', 

А — 24/ = 2R°sin B'cos C'cos А’, 


А — 24;' = 2R sin С'сов А'сов B', 
Д АГА = "іа 2A'sin 2B'sin 2C' 


= R°sin A'sin B'sin C'cos A'cos B'cos С”. 


МАСА — ZA IA — 2AA — 2A/) 
= 4R'sin А'зїп B'sin C'cos A'cos В'сов С', 
4744, А, 
VAA = 2A JA — 2А/)‹4&' — 2А) 
H T 4 +4, + A 二 A 为 一 定 , 所 以 问题 就 成 为 在 这 条 件 
下 求 


aS = =R = 


AAA 
Ушу — 241904 — 2, (A — 2А/) 
的 最 小 值 . 据 对 数 求 导 法 知 , 当 


z= 
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1 
А Ж ТОЛА aD) By АГ 2475 
1 I£ 
= A + NA AV) ' 
也 即 A = А/ = AY 时 ,5' 为 最 小 ,这 时 O' 是 人 41B'C' 的 重心 ,外 
接 罗 0' 的 面积 是 人 4! B'C' 面 积 的 红 Š. 

据 平行 投影 的 性 质 知 ,外 接 于 чое 
ЛАВСАН О БУ КУУШ 
Ж AABC 的 重心 ,MO、BO.CO 分 KA 
别 通过 BC, CA, АВ 的 中 点 Mi 5 
Ms、 Ma, Ж ЩЙ € й Y 
AABC 的 顶点 且 平 行 于 对 边 的 直 图 4- 366 
线 DE.DF.EF 是 这 椭圆 的 切线 ， 

其 面积 是 4BC тв 73. 
参考 文献 [22, pp. 区 [13, рр. 413—414]. 


529) 

ЗЕЕ А ГЕШ (Сегвоппе-51еіпег problem) 在 已 知 四 边 
形 的 所 有 外 接 椭 圆 中 , 求 与 圆 的 偏差 最 小 的 一 个 . 

该 问题 是 由 万 尔 刚 提出 ( 见 Annales de Mathématiques) ,为 施 

泰 纳 所 解决 ( 见 Crelle's Journal, Vol. 1 у Gesammelte Werke, 

Vol. 1). 

显然 ,已 知 四 边 形 必 为 凸 四 边 形 , 现 设 它 为 四 边 形 OPRQ. ЗЕ 

长 OP 和 QR、PR ЖОО Т HK ОР = p, 00 =, 

ОН = h, OK = k, ЖОР 00 J z MWA y Wi, УЖ 

тОу,Йй OP 和 OQ HHEH y = 0 fi z = 0, PR fl QR 两边 的 


HEAS +у=1йр + у ДШИ АЕ + py- kp = 0A 


见 何 ， 解 新 几何 803 


qz +hy — hq = 0. iË u = kz + 
Py Ер. о = qz + hy — hq, J| u = 


0, z = 0, 所 以 外 接 于 四 边 形 OPRQ к 
的 任意 一 个 椭圆 的 方程 可 表示 为 R 

Ахи + нут = 0 (是 参数 ),D 9 Р HS 
这 是 由 于 O,P,R.Q 四 点 的 坐标 都 14-367 


满足 二 次 方程 四 ,从 而 由 四 表示 的 二 次 曲线 ! 通过 这 四 个 点 ,所 以 
7 是 已 知 四 边 形 的 一 个 外 接 椭 加 ,又 车 外 接 椭 圆通 过 第 五 个 点 
(тє, уо), ШТА и, В Ато (зо руз — kp) + ya (qaza + 
hyo — hq) = 0, 于 是 点 (zo, EELE. 因为 过 五 点 决定 一 条 二 
次 曲线 ,所 以 1 就 是 外 接 椭圆. 因此 ,四 边 形 OPRQ 的 任何 一 个 外 


ВИНО. 
{Eu = kr + ру — kp fi u = qz + hy — hq КАФ, 
Аз? + 2Bzy + Су + 2Dx + 2Ey = 0, @ 


ЖР A= kà, 28 = pà +q, C= hp, 20 = — kp2, 2E =— н. 
现 米 求 出 该 椭圆 的 具有 共同 和 斜率 m 的 一 组 平行 弦 
у= ті +п 
Br A 0993 RE n Су E 0048805 38. HORADH 
(Cm? + 2Bm + А)? + 2[ (Cn + E)m + Bn + D]e + 
Сп + 2En = 0. 
设 上 面 的 一 元 二 次 方程 的 两 个 根 为 z; 和 zs, 则 据 韦 达 定理 有 
(Cn + Е)т + Bn + D 


m + z | =— 2 + >=. 


Ст + 2Bm + A `' 


@ 


Е ЕАР 
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_ (Cm + Вп + Em + р. @ 


= Cm + 2Bm + А 


由 于 弦 中 点 的 坐标 (X,Y) 满 足 方程 @, 从 而 有 Y = mX + n, B) 
п =Y —mX, PERAD 4 


= (Ст + В)(Ү — mX) + Ет + D 
Ст? + 2Bm + А $ 
化 简 得 
Y=mX +n, @ 
дт =, и = G L P. 因为 加 表示 一 条 直线 ;所 
以 类 加 的 一 组 斜率 为 m MI {ТИЕ ЛАМ Bb СИГЕ И Er 2) fo 
FARS m MARE. ЕН НЦ my 为 共同 斜率 的 一 组 
行 匹 中 点 的 轨迹 (也 即 酉 图 的 直径 ) 位 于 斜率 为 m 的 直线 上 , 像 这 
样 的 两 条 直径 就 是 共 郊 直径 ,而 共 辐 直径 所 具有 的 方向 (由 鲜 率 
和 mm/ 决定 ) 就 是 共 二 方向 
为 解决 上 述 问题 还 需 介 绍 两 个 引 理 : 
引 理 1 RAARANGA A FAE 
жн. 
Bm + A 


把 4 二 以 ， B= 0+0. Сев Ат =— ота 
中 ,得 


— m — Ck + pm)4 + яти 
РАЈ (2hm +q)” 
如 果 对 于 某 指定 的 区 ,关于 所 有 的 外 接 椭圆 ,m' 总 保持 相同 的 值 ， 
就 是 说 不论、 取 什 么 值 ,m' 都 相同 ,那么 当 取 4 二 1、p 二 0 及 
4 二 0、 р = 1 时 必得 到 这 个 值 ,就 是 


-m =" q — m = ®© 


qm 
2hm + q` 


几何 ， 解 析 儿 何 805 


由 此 可 见 这 里 的 ja, 和 和 无 关 ,而 六 ARNAR СЕР” 一 
gap Н?Р" 十 2hkm + kq = 0, 解 之 得 
@ 


k r k r 
$ s ъ' т, > Rp“ 
Ж! = hk — hp * kq = hk(hk — pq). WH hk > pq, 所 以 
r>0, Ж mm 都 是 实数 , 且 ;十 ms =— 21, x mem, 


mi 一 一 


езу КЕ ЧЕ? ж 
2 pa aT waku bapak Ek Tak 


所 以 只 有 一 对 斜率 m fll m WEER М, Л E 8— Е 
MAREN i. 

引 理 2 МИА ЕО f, ЕПН ЗЕ 
到 最 小 值 ,这 时 最 小 角 一 半 的 正切 等 于 该 椭圆 的 半 短 轴 长 与 半 长 
MEZEG: a. 

设 粒 贺 的 两 条 共 三 直径 与 其 长 轴 所 成 的 角 分 别 为 8 与 一 2 


(PINRADA ш ешт 0 = Шш pied = Ë, 因为 两 
ЖЕЛ ЕВИИШИЙЙ П = е 0. TE 


Ra ает? = tg p+ tgl 
tgû = tgp + 0) = Труа * 玉 


73 


所 以 当 tgp= tg б, е 0 NARRER ADARE 
AN ç = 0 W Q Жа о.о = 29, 因 此 


ау =шр=шб=-_ 


现在 可 来 解 开始 所 提出 的 问题 了 . iH T ЕЕ r 60 EE E 
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或 与 圆 的 偏差 ,可 由 半 短 轴 长 和 半 长 轴 长 之 比 5: a 与 1 接近 的 程 
度 来 刻画 , 据 引 理 2 该 比值 为 tg pr e J h 39 $ü И £2 l A t Ж 


小 的 角 , 所 以 最 接近 圆 的 或 与 圆 偏差 最 小 的 外 接 椭圆 是 一 个 几 达 
SRAT MAHAA Е 3358 B СЕ E 
率 由 回 式 确定 ， 如 果 m 是 这 构 圆 两 条 相等 共 却 直径 之 间 的 角 , 那 
么 对 于 其 他 每 一 个 外 接 椭 圆 ,w 是 两 条 不 等 共 胱 直径 (具有 斜率 
mi 和 ms) 之 间 的 角 , 它 大 于 这 样 的 棋 圆 的 两 条 相等 共 辑 直 径 之 间 
的 角 , 所 以 wowr = ww, 因此 ,一 个 四 边 形 的 外 接 椭 男 中 ,与 贺 偏 差 
最 小 的 是 其 和 所 有 外 接 椭 圆 具 有 共同 的 共 罗 方 向 的 那个 相等 共 思 
ВЕЕ. 而 这 特殊 方向 的 斜率 由 二 次 方程 pm? + 2hkm +- kq 
一 0 确定 . 
参考 文献 [13, рр.256—261]. 
29) 


(七 ) 高 次 曲线 


曹 叶 线 (Cissoid) WOA ER Q 的 直径 ,过 O 引 射线 分 别 与 贺 
ож Q 的 切线 АТ 相交 于 B 和 C, 在 射线 OC 上 取 一 点 M, š 
|OM| = |BC| , 则 点 M нана. 试 求 这 曲线 的 轨迹 
HE. 

该 曲线 是 由 古 希 腊 Diocles( 约 公元 前 2 世纪 ) 为 了 解决 立方 倍 
积 问题 而 发 现 的 . 公元 前 1 世纪 由 Geminu 给 它 命名 为 募 叶 线 ,这 
是 因 其 形状 似 常青藤 的 缘故 .17 世纪 以 后 ,该 曲线 被 许多 数学 工作 
者 研究 过 ,如 圳 更 斯 牛顿 等 都 对 它 作 过 深入 的 研究 

以 0 为 原点 ,直径 O4 所 在 直线 为 z 轴 ,建立 直角 坐标 系 , 设 
OQ 的 半径 为 a, 点 MAERAH (z, y), д B 的 坐标 为 
Cers у), АС = ¿, WJ 


z= — zo y=t— y). @ 
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又 点 B 在 ©@Q 上 ; 故 有 
(z, — a)! + y! = а. 
因为 0.B.C 三 点 在 一 直线 上 ,所 以 


w E pia 
аваа 


ЖОО КА 0,193.21... 


а [2 a| = 2, 
Щ(2@— z)[(2a — z) * yt — zJ = 0. Bl4 - 368 
fB = Z 2a, 因 此 所 求 曲线 的 直角 坐标 方程 为 


2 
уе 


=g 

T z = 2а 是 它 的 渐 近 线 . 

取 吕 为 极点 ,射线 OA 为 极 轴 , 则 该 曲线 的 极 坐 标 方程 为 

p = 2asin ftg б. 

FEE y 轴 上 截取 OD = 2 - OA, 连结 AD ZEHET E 

连结 OE 并 延长 交 AT + Е, 
АЕ! = 2+ ОА\, АЕ = Y2 * OA. 

这 样 就 解决 了 立方 倍 积 问题 . 至 于 为 什么 有 АР =2 0A, 这 是 
因为 直线 AD 的 方程 为 
=], 
RESER y = |N ® = „> же EA F 


是 直线 OE 的 方程 为 y= 年 x, 它 和 直线 AT 的 交点 的 纵 坐标 y 
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О АРУЗ y = £ “2а. BB 


ар = [£] ва, 


ШЕ # Ей хана AD 上 ,所 以 有 |4] = т 
А 
ш 


2а 
+ 2 = 1, ШЕЙ # А АЕ" = 16а" = 2 + ОА, 


Ж ЕА U LAHES s ЯВ ТИ — 90 8 nr ER. 设 C, 与 
C, 是 两 条 给 定 的 曲线 ,O 是 一 个 定点 ,过 O 引 一 射线 OP 各 交 曲 
线 C, 与 Cr: 于 Mi 与 Mi 在 OP 上 取 一 点 M, 使 OM = OM, 一 
ОМ, = MiM:， 则 点 M 的 轨迹 就 是 一 般 的 蕊 叶 线 . 可 见 Diocles 发 
现 的 蔓 叶 线 是 它 的 特殊 情形 ,这 种 特殊 的 草 叶 线 称 为 Diocles W 
+8. 
参考 文献 [24, р. 360], [20, рр. 120—121], (17, 
рр. 54—56]. 
Et) 
卡 西 尼 孵 形 线 (ovals of Cassini) ”到 两 定点 下 和 F' 的 距离 之 
积 为 一 定 值 a'(a 之 中 的 点 的 轨迹 称 为 卡 西 尼 孵 形 线 , 试 求 该 轨迹 
方程 
该 曲线 是 但 大 利 人 卡 西 尼 于 1680 年 引进 的 ,但 直到 1749 年 
才 由 他 的 儿子 Jecques Cassini(1677 一 1756) 在 人 天 文学 初步 》 
(Eléments d'astronomie) LRR. 
以 线段 FF' 所 在 直线 为 轴 , 它 
的 垂直 平分 线 为 y 轴 , 建 立 直角 坐标 
ЖУЙЕ НЕКЕ (с, 0) 与 
(—c, 0)，P(z，y) 为 满足 条 件 的 任 
意 一 点 , 则 由 |PF|' (РЕ | = a' f8 


А + 解 折 几何 809 


[(z — 0 +99164 с) + y!) 
即 (G+ yt ry) + а = 0, 
这 就 是 卡 西 尼 孵 形 线 的 直角 坐标 方程 , 它 是 四 次 曲线 ， Ў 


MRR F'F 的 中 点 为 极点 ,射线 OF 为 极 轴 , 建 立 极 坐标 系 r- 
则 
р — ?рїс?соз 20 + с^ — at = 0, 


这 就 是 卡 西 尼 卵 形 线 的 极 坐 标 方程 . 

卡 西 尼 孵 形 线 的 形式 由 a 与 c 的 大 小 关系 决定 , 当 a 之 < 时 为 
图 4 一 369 所 示 的 没有 自 交点 的 卵 形 线 ; 当 4 二 c MERRIA 
两 支 如 图 4-370; 当 a = сн}, RARE + yD: = 22! (2 — y) Ж 
P = 2aicos 20, 如 图 4 - 371, 这 就 是 伯 努 利 双 纽 线 (lemniscate of 
Bernoulli) 的 直角 坐标 方程 和 极 坐标 方程 ,可 见 伯 努 利 双 纽 线 是 卡 
西 尼 孵 形 线 的 特例 


j 


图 4-370 图 4- 371 


伯 努 利 双 纽 线 是 由 雅 各 布 " 伯 和 努 利于 1694 年 在 (教师 学 报 》 
上 发 表 的 论文 中 引进 的 :并 讨论 了 它 的 性 质 . 伯 努 利 双 纽 线 也 是 
由 等 轴 双 曲线 的 中 心 向 它 的 切线 引 垂 线 ,所 得 垂 足 的 轨迹 . 这 曲 
线 在 18 世纪 起 到 过 相当 大 的 作用 . 

参考 文献 [26 p. 374], [18, рр. 21 ~ 22], 
[2, pp-.17—18], [20, р. 344]. 


AFI) 
伯 努 利 双 纽 线 (lemaiscate of Bernoulli) W, 8 E 58 8. 
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ЖР (сопсһоій) 过 一 定 直线 ! 外 一 定点 O 引 直线 m AES 
ЖЕТА P WEAR m HEAP 为 定 长 5 的 点 M 的 轨迹 
叫做 是 线 , 试 求 此 曲线 的 方程- 

该 曲线 是 古 希 腊 Nicomedes( 约 公元 前 3 世纪 ) 发 现 的 ,并 利 
用 这 曲线 来 三 等 分 角 和 解决 立方 售 积 问题 他 还 发 明了 画 蚌 线 的 
仪器 ,这 样 除 圆 外 ,是 线 成 为 人 们 所 知道 的 最 早 能 用 仪器 绘 出 的 曲 
线 . 到 了 16 世纪 后 期 ,人 们 再 次 展开 对 蚌 线 的 研究 , 韦 达 在 (几何 
FME) (Supplementum geometriae, 1593) th 5| A Br iN“ Nicomedes 
引 理 ":" 设 两 直线 z,y 相交 成 定 角 , 在 这 和 角 外 有 一 点 O, 则 可 通过 
点 口 作 直线 ,使 它 被 z、y 所 截取 的 线段 等 干 给 定 的 长 加 (作法 只 
要 以 直线 z,y 之 一 和 定点 及 定 长 了 作出 蚌 线 , 由 它 与 另 一 直线 
的 交点 ,就 可 作出 所 求 作 的 直线 ), 以 其 作为 公设 ,可 以 解决 可 导致 
三 ,四 次 方程 的 问题 ,包括 正七 边 形 的 作 图 ， 笛 卡 尔 在 { 几 何 学 } 中 
讨论 是 线 切线 的 作 图 法 、 费 马 和 Roberval 也 讨论 同 祥 问题 ,同时 
注意 到 蚌 线 的 两 个 分 支 . 惠 更 斯 发 现 其 拐点 的 简洁 求法 ， 牛顿 在 
他 的 (普遍 算术 ) 中 ,多 次 应 用 “Nicomedes 引 理 ” 解 决 三 、 四 次 方程 
的 问题 .17 世纪 还 将 蚌 线 推广 ,就 是 把 定 直线 / 换 成 定 圆 Q, 得 到 
“ 圆 的 蚌 线 "(econchoid of a cirele),Roberval 把 它 称 为 “帕斯卡 蜗 
线 (limacon of Pascal)”, 一 直 沿 用 至 今 ( 见 帕 斯 卡 师 线 )， 


АИ, ARAA 811 


取 定点 O 为 原点 ,过 点 O 且 平 行 于 定 直线 1 的 直线 为 z 轴 建 
TERLER. AR ОЮ И m 与 直线 1 交 于 点 已 , 设 在 该 直 
线 上 距 点 等 于 定 长 5 的 点 М 的 坐标 为 (+, y) ,点 O 到 定 直 线 1 
的 距离 为 a, 点 PP 和 MM 在 y 轴 上 的 射影 各 为 4 和 C, 则 


AOMC ДОРА, +, © = ОЕ, Ш 
К+»! а= | VFF 6) бу, 
也 即 (zt + yO — a): = уй, 
这 就 是 蚌 线 的 直角 坐标 方程 . 
MRA ORRA Or 为 极 轴 建 立 极 坐标 系 , 则 是 线 的 极 坐标 
方程 为 


因为 = acsc0 十 与 6 一 wocse0g 一 表示 同一 条 曲线 ,所 以 所 求 
曲线 方程 为 P = acsc 0 + b. 

是 线 分 两 支 ,一 支 处 于 和 定点 O 关于 定 直 线 /的 异 侧 , 另 一 支 
处 于 和 定点 O 关于 定 直线 Z 的 同 侧 ,这 两 支 都 以 直线 y = < 为 其 
渐 近 线 . 

是 线 的 形状 依 & 与 bp 之 间 的 大 小 关系 而 定 ,图 4 一 372 为 
a 过 6 的 情形 , 当 a = b fll a > b 1 ЕШШ 4 - 373 所 示 . 


y К 


А(0,а) E s і 


94-373 
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利用 蚌 线 就 可 以 三 等 分 任意 角 . 如 三 等 分 AOP( 如 图 4 – 372), 
可 取 角 的 顶点 O 为 定点 ,过 角 两 边 上 的 点 A 和 了 的 直线 为 定 直 线 1， 
b = ФОР, 作出 与 点 O 处 于 直线 7 异 侧 的 一 支 蚌 线 ,再 过 点 忆 作 PB // 
ОА, 交 这 支 蚌 线 于 В, 连结 OB, 交 直线 1 + E. W| ZAOB = 


+ ёАОР. 事实 上 , 作 直 角 三 角形 BPE 射 边 上 的 中 线 PD, Wl 
АОВ = ZOBP = LBPD, 而 LDOP = ZPD0 =2ZAOB, 可见 


АОВ = 1 Zbop = 4 zaop, 


参考 文献 [17, р. 132], Г1, рр. 188—192], [7, pp. 56~ 
58]. 
HBL) 
帕斯卡 蜗 线 (Limacon of Pascal) О 是 定 贺 QQ 上 的 定点 ,PP 是 
这 图 上 的 任意 一 点 ,在 OP 或 其 延长 线 上 取 一 点 M, 使 PM 等 于 
EK b, MJ M 点 的 轨迹 叫 做 帕斯卡 蜗 线 , 求 这 曲线 的 轨迹 方程 ， 
该 曲线 是 由 著名 数学 家 В. 帕斯卡 的 父亲 E. 帕斯卡 (Etienne 
Pascal) 发 现 的 ,Roberval 首 称 它 为 帖 斯 卡 蜗 线 , 它 也 是 蚌 线 的 推 
广 ( 见 蚌 线 ). 该 曲线 的 特殊 情形 , 即 5 等 于 定 圆 直径 时 称 为 心脏 
线 (cardioid) ,心脏 线 这 一 名 称 是 由 Castillon 于 1741 年 给 它 命名 
的 ,而 La Hire E F 1708 年 计算 了 它 的 长 度 . 
HEM Q 的 半径 为 a, OQ S Bl Q T) — ЖА. 取 点 O 为 
极点 ,射线 OQ 为 极 轴 建立 航 坐 标 系 , 设 点 M 的 极 坐标 为 (p;2)， 
则 


P= 2acos 8 + b, 
这 就 是 所 求 曲线 的 极 坐标 方程 . 把 上 述 方程 两 边 回 乘 以 p, 得 
Р? = Zapcos 0 + bp, 
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化 成 直角 坐标 方程 为 


д + yt = ar + b /z! + у, 

B (zt + y: ar) = (а? + у"), 
它 是 一 条 四 次 曲线 . 

该 曲线 的 特殊 情形 有 : 

(D5 = 2а 时 称 为 心脏 线 , 它 的 极 
坐标 方程 为 p= 2a(cos 9 + 1), 直角 坐 
标 方 程 为 (z? + y — Zar) = 4at(z* + у?). 

(2) b = a 时 称 为 三 等 分 角 线 (trisectrix), 它 可 以 容易 地 用 来 
三 等 分 任意 角 、 


如 果 取 回 锥 曲线 p 一 了 一 25 的 售 点 为 反 演 中 心 , 任 取 如 
DEWR Mh pp' — P i 


1 一 ecosg _ 
ep 
Bbk, DA I ЗО ЕР 88 f? БЕТИ AE 30: Е ti 
线 的 反 形 ( 反 像 ) 是 帕斯卡 蜗 线 ,特别 地 抛物 线 的 反 形 ( 反 像 ) 是 心 
脏 线 . 
参考 文献 [24, pp.375—377], [20, p.123J. 


图 4 一 374 


Ë 
=. ра 600), 


(HE) 

心脏 线 (Cardioid) ДЮ 6. 

摆 线 (Cycloid) 一 半径 为 a 的 圆 沿 着 一 条 定 直 线 滚动 时 ,这 夯 
周 上 一 个 定点 M 的 轨迹 叫 向 押 线 或 施 轮 线 ,这 圆 滚动 一 周 就 得 到 
摆 线 的 一 拱 , 它 与 定 直线 间 的 面积 为 3ra. 

摆 线 等 在 古 希腊 就 已 知道 , 托 勒 密 曾 应 用 它们 来 描述 太空 中 行星 
的 运动 . 1615 年 ,Mersenne 首次 以 “点 的 轨迹 "来 定义 摆 线 (与 今 相 
仿 ). 1634 年 Roberval 求 出 了 摆 线 一 拱 下 的 面积 ,之 后 Roberval 和 
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Christopher Wren (1632~~1723) 算 出 了 它 一 拱 的 弧 长 . 帕斯卡 最 后 
的 一 部 数学 著作 是 关于 摆 线 的 内 容 ,他 对 摆 线 作 了 更 深 人 的 研究 , 
1673 年 , 惠 更 斯 在 他 的 (钟表 的 摆动 } 一 书 中 ,证 明 倒 旋 轮 线 的 等 时 
性 , 即 一 个 质点 /不论 它 从 拱 的 哪 一 点 开始 下 落 ,总 以 同样 长 的 时 间 达 
到 拱 的 底 ; 旋 轮 线 的 渐 届 线 是 同样 大 小 的 另 一 条 旋 轮 线 ;在 旋 轮 线 押 
中 ,摆动 周期 与 摆动 幅度 大 小 无 关 ,而 对 于 单 押 的 摆动 周期 来 说 ,这 只 
是 近似 的 ， 正 由 于 旋 轮 线 摆 作 一 次 完全 摆动 所 用 的 时 间 完 全 相同 ,所 
以 摆 线 也 叫 等 时 曲线 . 约翰。 伯 努 利 在 1696 年 6 月 号 的 (教师 学 报 》 
上 提出 了 最 速 降 线 问 题 ;“ 设 不 在 同一 欠 直 线 上 的 两 点 A 和 B, 使 一 
质点 只 在 重力 作用 下 从 A 点 沿 一 曲线 滑 向 B 点 ,而 所 用 的 时 间 最 短 
(摩擦 力 和 空气 阻力 不 计 ). "对 这 个 问题 ,牛顿 , 莱 布 尼 蒋 , 洛 必 达 , 雅 
格 布 * 伯 努 利和 约 答 " 伯 努 利 等 都 得 到 了 正确 的 解答 ,他 们 虽 解 法 各 
异 ,但 结论 都 相同 , 即 这 条 曲线 是 旋 轮 线 ， 因 此 旋 轮 线 是 最 速 降 线 . 


图 4=375 


以 定 直线 为 x 轴 , 取 点 以 在 z 轴 上 时 的 一 个 位 置 (这 时 动 贺 
ШТИ 4) 为 原点 O 建立 直角 坐标 系 . 当 圆 滚动 到 任 一 位 置 较 4' 
时 , 它 与 工 轴 相 切 于 点 忆 , 设 此 时 MM 点 的 坐标 为 (zx, y), 则 


ОМ= m+ QA + AM, 
‚ | = @М = (00). + (©), + (АТМ), 
х4 у= М), = @0).,+ «Л, + САМ). 
因为 40 与 + 轴 成 G ААО AN BEE BNN Gt 
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BETEA RNAS ME) 29А, оо у 
长 ,所 以 有 
(== 4+0 + acos| Е = 一 | = a(g— sin p), 


тена сенй] 25. = ah =e: 


这 就 是 摆 线 的 参数 方程 ,其 中 是 参数 
一 半径 为 & 的 圆 , 沿 着 一 条 定 直 线 滚动 ,这 贺 内 (外 ) 一 定点 
M 的 轨迹 称 为 短 ( 长 ) 幅 摆 线 或 旋 轮 线 . 设 点 M 到 圆心 的 距离 为 
1， 则 其 轨迹 方程 为 
т = аф — lsin g, 
ba up 


当 /! = a 时 为 摆 线 ; 当 / — a 时 为 短 幅 摆 线 (如 图 4 - 376 左 图 ); 当 
二 a 时 为 长 幅 摆 线 (如 图 4 - 376 AM). 


图 4-375 


下 面 介绍 求援 线 一 拱 与 定 直 
线 之 间 的 面积 的 一 种 方法 ( 见 
Williamson 的 Integral Caulcu- 
lus, р. 187). 设 ОА' HIR ЮЕ 
HMC 的 直径 为 44', 圆 0' 是 过 „ш! 
HR {= P 的 动 贺 ( 点 了 E| OA ШШЕ Да, A= 
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ЖЭЛИЛ ОАР Т. ЖЩ О NUR b Í C 以 АТ 为 平移 向 量 
施行 平行 移动 而 得 ,7 5 A.P 5 Q 为 对 应 点 ,于 是 T4 = PQ, X. 
PY 的 长 等 于 OT， PT = Q4, 所 以 PQ = ТА = ra 一 PT HK. 

再 那样 取 使 PT = PT 中 的 P' ,可 得 P'Q' 等 于 P'T' 的 长 ,从 
而 PIQ = PT HK ARR POH РО = na (事实 上 这 也 可 从 
摆 线 的 参数 方程 一 a(p 一 sing) 得 知 ), 因 此 由 半圆 AQA SRR 


OP'A' 及 OA 所 围 成 的 面积 5, 可 分 成 两 部 分 C'OA4C' 的 面积 5 与 
A'C'C' 的 面积 S21 而 


S, = J) (PQ + ba), S, = X) (P'Q' + Да). 


AS = S, + S, = У) (PQ + P'Q')Aa = та X) ña = na, 
故 所 求 摆 线 一 拱 与 定 直线 间 的 面积 为 


| 到 二 "a| X 2 = Зла!. 


参考 文献 [24, рр. 390—391], [2, рр. 28—29], [20, 
р. 313, рр. 341~342], [ 18, р. 44.63. 302, pp, 58 — 59, 323 ~ 
324].[25›р. 207] 
(#2) 
星 形 线 CAstroid) EKRE PQ 的 两 端点 分 别 在 互相 垂直 的 
两 条 固定 直线 上 滑动 , 则 PQ 的 包 络 是 星 形 线 ， 
包 络 的 理论 为 莱 布 尼 欧 于 1692 年 发 表 的 论文 中 所 确定 ,上 述 
包 络 的 方程 zf 十 yi 二 a 是 在 1715 年 莱 布 尼 洗 的 书信 中 被 发 现 
的 . 由 于 该 曲线 所 具 形 状 的 缘 放 ,1838 年 根据 本 J. Hittrow 的 建 
议 , 称 这 曲线 z: 十 y! 二 a3 为 星 形 线 ,或 根据 M. Simon 的 建议 ， 
HEJER. 
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取 两 条 互相 垂直 的 定 直线 为 = 轴 和 у 轴 建 立 直角 坐标 系 , 其 
хк О В. 设 PQ = a, 它 滑动 
到 任 一 位 置 PQ' ,有 P'Q' = PQ. 再 
设 MM 与 N 各 为 PP' 与 QQ 的 中 点 , 且 
ОМ = m, ОМ = п, РР = 2р, 
QQ =2q, W OP = т + p, ОР = 
m—p, OQ0=n—y, OQ = n+g, 

Д m+ р (п 9) =a, 

(m — р) + (n + 9) =a, 

把 上 述 两 式 相 减 得 M 4-378 
mp = nq. @ 
ARPA 与 P'Q {ЗЕ S, у). 直线 PQ 与 P'Q 的 方程 分 


Aha pta Т! Нш ptni O EENAA 


т+р n—g n +q 
相 减 ,得 
срез» @ 
ES @ 
回 二 四 ,得 
< 
mm р) по? фу 
由 上 式 与 O 解 得 
amm p) — n@° — gq) 
F” mtn I mt 


这 就 是 交点 S 的 坐标 ， 当 点 P' 趋 向 于 点 卫 ; 则 S 就 趋向 包 络 与 
PQ 的 切 点 ,也 即 S 趋向 于 包 络 上 的 一 点 ,因而 这 时 р.у 趋 于 0, 
т? + п? BHF a, mm 一 p) 趋向 于 OP nin — qt) 趋向 于 
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OQ' ,其 极限 为 
oP: оф 
аср а ар 
故 ауа. 
即 zi + yË = aš, 


这 就 是 所 求 的 包 络 的 方程 ， 如 果 把 它 化 为 整 式 方程 则 为 
(а? — а? — yb): = ay, 

星 形 线 是 特殊 的 内 摆 线 ( 或 称 男 内 旋 
轮 线 )， 所 谓 内 摆 线 ,就 是 一 动 加 沿 着 与 
之 内 切 的 一 定 圆 作 无 滑动 的 滚动 时 ,该 动 
圆 上 一 固定 点 的 轨迹 ， 求 出 它 的 方程 ,就 
可 知 星 形 线 与 内 摆 线 之 间 的 关系 . 

设 半径 为 5 的 动 贺 C 内 切 于 半径 为 a 
WEN О (a > b), HAC 上 的 固定 点 重 
AFE O EHA A 时 作为 开始 时 的 位 14-319 
Ж. 现 取 点 О 为 原点 `.O4 为 工 轴 建 立 直角 坐标 系 , 设 P(z, у) 
动 圆 C 滚动 到 任 一 位 置 时 这 贺 上 固定 点 的 坐标 ,了 T 为 切 点 ,并 设 
&АОС = 80, 如 图 4 一 379; 则 有 

z = ОН — MH = (а — b)cos 0 — bcos e, 
y= HC — МС = (a — b)sin 8 — bsin а, 


因为 47 的 长 等 于 PT 的 长 ,所 以 a9 = Бр, Ж р= 0 (са), 


Шак — ° 0, 消去 a 得 


+ = (а — bcos 8 + bcos 2 —Ë 


a 


, 
в 


у = (а — b)sin 0 — bsin 
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这 就 是 所 求 的 内 摆 线 的 参数 方程 ҷа = 和 时 ,上 述 方程 就 
成 为 
z = 3bcos 8 十 bcos 30,у = 3bsin 0 — bsin 30, 


化 简 得 = = асоѕ' 0, y = asin’ 0. 消去 参数 9, 得 


ye E 
zi + yi =аї, 


可 见 星 形 线 就 是 定 圆 的 半径 为 动 图 半径 4 倍 时 特殊 的 内 捍 线 , 通 
常 也 称 它 为 四 尖 内 摆 线 


如 果 记 mw = т 则 国内 旋 轮 线 的 参数 方程 为 


z = b[(m — 1)соз 0 + cos(m — 1)8], 
y = В (m — 1)sin 0 — sin(m — 1)0]. 


3 m = 2 Bl ,49 z = 2bcos 0, y = 0, X 8 A RER EM y 
一 直径 ,把 加 的 滚动 转换 为 直线 运动 . 

当 m 二 3 时 ,得 

= = B(2cos 0 + cos 20), у = b(2sin @ — зіп 20), 

称 为 三 尖 内 捍 线 , 因 它 曾 被 施 泰 纳 所 发 现 , 所 以 也 称 为 施 秦 纳 三 尖 
内 摆 线 (参见 三 尖 内 摆 线 ) 

当 m 为 整数 时 1 则 内 摆 线 由 mn 支 组 成 ,这 时 当 动 贺 绕 定 贺 一 
局, 就 可 返回 原始 位 置 , 且 捕 完 m Ж; m 为 分 数 时 (假设 m = 


Ê, pg TO ар E, Sah AE M q 导 即 可 返回 开 


始 位 置 , 并 描 完 p X т 为 无 理 教 时 ,内 摆 线 有 无 穷 多 支 , 它 不 
能 返回 到 开始 时 的 位 置 ， 

内 摆 线 是 动 圆 内 切 于 一 定 圆 滚 动 时 其 上 一 国定 点 的 轨迹 ,如 果 这 
固定 点 在 动 贺 外 (内 ), 就 得 到 次 押 线 或 长 ( 短 ) 幅 加 内 旋 轮 线 ,也 就 是 
说 次 摆 线 是 一 动 图 沿 着 与 之 内 切 的 定 圆 作 无 滑动 的 滚动 ,该 动 圆 外 
《内 ) 一 男 定 点 M 的 轨迹 ， 设 点 M ЖЇЗ» C HERA kb (二 1 
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时 点 М Eh, k — 1 时 点 M 在 贺 内 ), 则 其 轨迹 方程 为 
m= (a — B)cos 8 + bbeos 2—00, 


b 


y = (a — b)sin 0 — kbsin © 


特殊 地 , 当 a = 2b, H k < 1, 即 点 M TESIA p j , J 
ж = b(] + k)cos 0, у = b(1 — k)sin 0, 
消去 9, 得 


PE E EOSS 
BG +b) PARY 
可 见 这 时 轨迹 为 一 椭 贺 . 由 于 该 轨迹 为 卡 丹 所 发 现 , 故 称 它 为 卡 
Едва. 
参考 文献 [13, рр. 240—241, рр. 247-251], [24, рр. 
377-378]. 


= 1, 


жз) 
卡 丹 贺 内 旋 轮 线 (Hypocyeloid of Cardan) 见 星 形 线 - 
#8 (Hypocycloid) 见 星 形 线 . 
PMH Quadratrix) 长 为 a 的 线段 0Q, 自 初始 位 置 O04 绕 


o 点 作 匀 角 速 旋转 ,到 达 OB 的 位 置 ,在 相同 的 时 间 内 ,一 线段 


MN 自 初始 位 置 04 作 匀 速 平移 至 BC 的 
位 置 ,其 平移 距离 为 a, 则 OQ 与 MN ZA э 


В(0,а, 
Розу n i Q е = 
迹 方程 
这 曲线 是 古 希腊 数学 家 Hippias( 约 N 
公元 前 5 世纪 ) 为 设法 三 等 分 角 而 发 现 的 天 


一 种 超越 曲线 ,实际 上 它 既 能 用 来 三 等 分 “| “ 20 


f. 也 可 用 于 化 圆 为 方 一 般 认 为 ， Maaso, 
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Hippias 用 它 来 三 等 分 角 ,Dinostratus( 约 公元 前 4 世纪) 或 以 后 的 
几何 学 家 利用 它 来 解 化 圆 为 方 的 问题 ,由 于 该 曲线 有 后 者 的 作 
用 , 故 有 割 图 曲线 或 贺 积 线 之 称 . 
建立 如 图 4- 380 所 示 的 直角 坐标 系 , 并 设 P (z, DERRE 
的 任意 一 点 ,因为 OA 旋转 0 角 到 OQ 的 位 置 所 需 的 时 间 ,与 O4 
т 


平移 到 MN 的 位 置 所 需 的 时 间 相 等 ,所 以 有 s: - 


"Ё у= 
22, X 0 = arig 7, FIÈ у = arctg 之 ,所 以 


у= ag (0<у<а), 


2a 
зинаа y B. 
如 果 取 O 为 极点 ,O4 ЭИ НЯ JEE P DH 
z 
合 条 件 的 任意 一 点 ， 则 由 OM = psin А =Й 
к= 20 | |0<0< 7 
ийининин. 


如 果 要 把 乙 40Q 三 等 分 ,只 要 作出 OQ ӨШИ ЖЕ P, 

FHE PE 1 OA (Ë NR JL) REZE EP FHH 是 其 中 一 个 

分 点 , ЕН = ТЕР), ЖН fs OA 的 平行 线 , 交 贺 积 线 于 С.Ж 

Оов, ZA0G — + ZA0Q. ЖЗ ZAOQ =, ZA0G= g, 
Ж ж 

КЕРУ ра 

Баа ҖЕН = ТЕР, 所 以 p= 本。 了 


作 一 正方 形 ,使 它 的 面积 等 于 半径 为 上 的 图 的 面积 ,如 果 允 许 


822 LEET EEJ 


ANRA MERIEN. 因为 lim 一 妆 = 22, FEWN 
u 
2a 


曲线 的 直角 坐标 方程 知 , 该 曲线 与 MEA D MBEN 22 , 即 


QD= 公 .这样 就 可 以 利用 OD 来 解决 上 述 作 图 ,参见 平面 几 柯 中 
的 化 图 为 方 问题 . 
参考 文献 [20, pp.107—108], [17, рр.45——46], [8, рр. 
162~163, рр. 171—173]. 
<5 2.9) 
ЭМ 8 (Epicycloid) 一 动 圆 沿 着 与 之 外 切 的 一 定 圆 作 无 滑动 
的 滚动 , 则 动 图 上 一 点 的 轨迹 称 为 外 押 线 或 圆 外 旋 轮 线 . 求 这 曲 
线 的 方程 
А. Direr(1471 一 1528) 在 他 的 著作 中 , 曾 介绍 了 外 氛 线 ; 牛 
顿 的 名 著 《 自 然 哲 学 之 数学 原理 ， 宇 尖 体 系 ) 第 一 编 第 十 章 里 给 出 
了 计算 外 摆 线 长 的 公式 (命题 48), 同 时 也 给 出 了 计算 内 摆 线 长 的 
公式 (命题 49). 
设 半 径 为 的 动 圆 外 切 于 半径 为 a 
的 定 圆 0, 并 以 动 贺 上 的 一 定点 重合 于 
定 圆 上 的 点 4 时 作为 初始 位 置 . 取 点 
O 为 原点 ,直线 OA 为 工 轴 建 立 直角 坐 
Ж. АЕ Саў 
СУЕ НИТ Т), Ее Р 09 
坐标 为 (z，y); 并 设 ZAOC = 8, 


ТСР = p, 由 于 AT 的 长 和 TP 的 长 相 
等 ,所 以 a8 = bp. 如 图 4-381, 有 
== ОН + HM = (а + b)cos # + bosa, 


W 4-381 
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y = HC + CN = (a + b)sin f + bsin a, 


Hy p= а + a 的 ,所 以 = 一 一 f 十 全 本 50, 因 此 


a+b 
p” 


+ 


р" (а + bcos 0 — bcos 
у= (a + b)sin 0 — bsin = 
这 就 是 外 摆 线 的 参数 方程 .当然 ,该 方程 也 可 从 内 捍 线 的 参数 方 
程 中 以 — b fü b 04931. 
Фт= 5, ШАНА ага 
|z = blm + 1)сов 0 — bcos(m + 100, 
|y= b(m + Dsin 0 — bsin(m + 106. 
Hm= 0р = ан, 
jz = а(2соѕ б — cos 20), 
|y = а(2зїп 0 — sin 20), 
平移 坐标 轴 , 把 原点 移 到 O (а, 0), 则 
Jæ = 2acos #(1 — cos 0), 
у = 2asin #(1 — cos 0), 
消去 参数 0, 得 
(a! + y + Baz)? = dala + y”), 


可 见 它 是 心脏 线 , 就 是 说 心脏 线 是 外 摆 线 的 特殊 情形 (а = b). 
当 坟 为 整数 时 ;外 摆 线 由 mw 支 组 成 ,此 时 动 贺 绕 定 圆 滚动 一 
周 后 返回 到 初始 位 置 , 动 点 P SAB Т m Жаң m 为 分 数 时 


m= 2, pq TIR) AHRR p ЖИН, ЖЕТ ЭПИ ЖЕЕ NRZ ç 
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y MEgB390tOe, MAP Rñ Р 

S= ЕЕЕ 

组 成 ,此 时 动 点 P 不 能 返回 到 初始 位 轩 

全 = 如 果 动 加 沿 着 与 它 外 切 的 定 加 作 无 滑动 

О) 的 滚动 , 则 动 圆 外 (内 ) 一 点 忆 的 轨迹 就 

шк жон ЭК. 设 点 

шаст ВИСЕ А аР АЕ 
BF < 1 时 ， 户 点 在 加 内), 则 


= = (a ++ b)cos 8 — сов 60, 


{ 
4 
| “А, 


y= (a + b)sin б — Asin 


这 就 是 外 次 摆 线 的 参数 方程 . 

ШЖ а = со, 则 定 圆 就 变 成 为 一 条 
定 直线 ,这 时 动 圆 沿 着 定 直 线 作 无 滑动 
的 滚动 , 它 上 面 一 点 的 轨迹 就 是 摆 线 或 
旋 轮 线 了 ， 

如 5 一 с, 则 动 圆 就 变 成 一 条 动 直 
线 , 它 与 定 圆 相 切 并 作 无 滑动 滚动 ,这 时 
动 直线 上 一 点 的 轨迹 就 是 图 的 渐 开 线 ， 
它 的 方程 为 


ж = а(сов 0 + ñsin 0), è 
у = alsin 0 — бсоз 0). 


参考 文献 [17, р. 2721. [24, рр. 377 ~ 3781, [6, 
рр. 156—159]. 
(25) 


Л RAKAN 825 


三 尖 内 摆 线 (Hypocyeleid of three cusps) ”三 角形 的 Simson 线 
的 包 络 是 三 只 内 搜 线 . 

WRAT 1856 年 发 现 三 角形 的 Simson 线 的 包 络 为 三 尖 内 所 
线 , 所 以 也 称 之 为 施 泰 纳 三 尖 内 押 线 ,F. Morley 则 把 该 曲线 叫做 
deltoid( 三 角形 似 的 曲线 ). 

设 吕 OCr) 是 已 知 三 角形 ABC 的 外 接 圆 ,P 是 该 回 上 的 一 点 ， 
过 点 卫 分 别 作 这 三 角形 边 BC、CA、AB HER, D.E F HHE 
EWER DEF 就 是 该 三 角形 的 Simson 8. 以 O 为 原点 ,并 任 
取 工 轴 建 立 直角 坐标 系 zOy. it OA.OB.OC 和 OP 与 x 轴 正 向 
所 成 的 交角 分 别 为 2a 20,27 和 29, W| А„В,С 和 尸 的 坐标 各 为 
(тсоѕ 2a, rsin 20), (rcos 28, rsin 28), (rcos 27, rsin 27) 和 
(rcos 2g, rsin29) ,从 而 直线 BC 的 方程 为 


У үзіп 2 _ zx—rcos2p 
rsin 27 — rsin ZA тсоз 27 —тсов2Й' 
而 直线 PD 的 方程 为 


соз 27 — cos 28 o _ 
sin 27 — sin 28 7 


把 上 面 两 个 方程 联 立 , 解 之 得 也 的 坐标 (ziy y): 
жү = b[cos 2# + cos 27 + cos Ze — соз(28 + 27 — 2], 
эу = b[sin 2Й + sin 27 + sin 2@ — sin(2p + 27 — 29) ]. 
Rm s= yr. 
ШК [R Е д Саз, у): 
=; = [сов 27 + сов 2а + соз 29 — соз (27 + 3а — 2ф)], 
ж = b[sin 27 + sin Za + sin 2g — sin (27 + 2a — 2ф)]. 
据 Sylvester(1814 一 1894) 定 理 ( 见 Servois 定理 的 推理 5) 有 
бА+ OB+ Об= OH, 所 以 AABC 的 垂 心 H 的 坐标 为 


y —rsin2g=— тсов 29). 
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(rcos 2а 十 rcos 20 十 rcos 27, rsin 2а + rsin 28 + rsin 27). 又 三 
角形 九 点 贺 的 圆心 为 其 外 心 与 垂 心 连 线段 的 中 点 ,所 以 人 ABC 九 
点 圆 的 圆心 0' 的 坐标 (zxo， yo), 就 有 zo。 二 bleos 2а + cos 28 十 
соз 27), уз = blsin 2a + sin 28 + sin 27), 
为 简便 起 见 ,建立 新 坐标 系 zO'y ,其 新 旧 坐 标 间 有 如 下 
关系 : 
= +t y= y +s 


т! = z, — т, = b[cos 2p — cos 2а — cos (2f + 27 — 2@)], 
x = x, — x = b[sin 2@ — sin 2a — sin (2A + 27 — 201, 
жу = zx — т, = [соз 2@ — cos 28 — cos(27 + 2а — 29)], 
э! = y: — yo = b[sin Zp — sin 28 — sin(27 + 2a — їй: 


因此 在 新 坐标 系 rOy H, Simson 线 的 方程 为 >, > Ey 


= 
21 一 五 = 2rsin(a — В)ѕіп (У — g)cos(a +B + Y — p), 
y! — уу! = Prsin(a — Й#Увїп(7 — фвїп(а + A +Y —@, 
# # = a + B + Y — Ф, Simson 线 方程 为 


zsin #— ycos 0 = zi'sin 0 — yi eos 0. 


因为 түу'зїп#— y/'cos 0 

= b(sin бсов 2ф — cos sin 2ф) — b(sin ftos 2а — cos бвїп 2a) 一 
b[sin ñcos (28 + 27 — 2@) — cos ñsin (28 + 27 — 29)] 

= bsin(a + Ñ + Y — 3p) — 081800 + 7 — a — p) 
— bsin(a — A — Y + @) 

= bsin(a + B + 7 — 39), 
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图 4-384 


所 以 ,Simson 线 方程 化 为 


asin(a + Ñ + 7 — Ф) — ycos(a + б+7—ф 
=sin(z + B + Y — 3@. 


为 简化 上 面 的 方程 ,可 适当 选取 z h. E ,BY 之 和 为 2r 
的 整数 倍 . 为 此 可 选取 点 O 为 原点 ,以 点 〇 为 顶点 的 圆周 角 的 三 
等 分 线 之 一 为 z' 轴 ,建立 直角 坐标 系 z'O'y, 则 Simson 线 方程 为 
Zzsin p + усов ф = bsin Зд 

现在 来 给 出 该 方程 的 几何 解释 . 如 图 4 - 385, 作 AO'MN, 使 
O'M =b, МОМ = 29, ZO'NM = p, B O'N 位 于 x 轴 的 正 半 
轴 上 , 则 顶点 M 处 的 外 角 为 38 在 MN FER-A ОС, у), 


z =0O'R, у= ВО, ЖОК+ КОЧЕН ОЗ ММ HEREN 


射影 为 01G, 即 zsin g + ycos g = O'G, 而 O 队 在 该 垂 线 上 的 射影 
也 为 0'G, 即 bsin Зр = O'G, Д zsin g + ycos g = bsin Зр, 可 见 
MN ЖЖ ЛАВС 的 Simson 线 . EK O'M #Т,{# МТ = 2Ь, 4% 
别 地 如 果 取 点 在 MN ERREEN Q N Q AEL MT 的 
PALAD b ARRA EOLO УЛАВС 的 九 点 加 ©O' 
ORIF M, Ñ 3 @O' СЗТ T. 因为 ZTLQ = 69, 所 以 
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GT 的 长 等 于 бр WOO (3) У = MXF 8S, 则 5 的 长 等 于 


36，29, 因 此 QT 的 长 与 ST 的 长 相等 . 由 此 可 知 , 当 半径 为 5 的 动 
MAFO (3 内 切 而 滚动 ,如 果 动 加 上 一 定点 了 的 初始 位 置 
与 点 S 重合 , 即 滚动 了 弧 长 6bg 时 , 动 加 恰好 位 于 @Z(2) ,而 定点 
六 重合 于 久 点 ,所 以 人 点 的 轨迹 就 是 动 四 上 定点 的 轨迹 , 它 是 
一 条 内 摆 线 . 由 于 动 四 处 于 @ 工 时 刻 , 它 正 围绕 着 瞬时 旋转 中 心 
了 旋转 ,位 于 点 Q@ 的 V 正 朝向 QM 方向 运动 ,QM 恰好 垂直 于 
Q7, 这 就 是 说 ,Simson 线 MN 与 内 摆 线 切 于 @ 点 ,所 以 AABC 的 
Simson 线 的 全 体 为 所 有 内 摆 线 切线 的 全 体 - 因此 人 ABC 的 
Simson 线 的 包 络 是 一 条 内 摆 线 , 它 的 定 圆 圆心 是 A4BC Ju Їй 
的 圆心 ,半径 等 于 这 九 点 圆 半径 的 3 倍 ,而 动 圆 的 半径 则 等 于 该 九 
点 圆 的 半径 ;这 条 内 搜 线 的 三 个 尖 
点 ,是 定 圆 切 于 动 圆 上 定点 时 的 三 
个 点 , 即 定 图 上 南 妈 分开 的 三 条 半 
径 的 端点 ,其 中 之 一 就 位 于 书 轴 正 
半 轴 上 ,如 图 4- 386. 如 果 令 29 = 
0, 则 入 ABC 的 Simson 线 的 包 络 为 
方程 


= = b(2cos 0 + cos 20), 
у = B(2sin 0 — sin 20), 


RAET 1080834585“ 838709 A ABC 的 Simson 线 交 
点 的 轨迹 . 设 zsin @' + ycos @' = bsin 3р’ Jë Ы Simson 线 
“sin Ф + усов g =bsin 39 相 邻 的 Simson 线 , 后 者 减 去 前 者 ,得 

(віп g — sin g') + y(cos g — cos p! ) 
=b(sin 3р — sin 3ф'), 


图 上- 386 


化 简 得 
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“cos a — ysin 255 


=b зап PTP" cos З (p+ е"). 


34 p'— 8 时 ,上 式 的 极限 为 
cos g — узіп Ф = 3bcos 3@, 
再 把 它 与 zsin g+ ycos g = bsin 39 联 立 , 解 出 x 与 y; 


ж = b(2cos 2ф + cos 4g) + 
у = b(2sin 2g — sin 4p). 
4 2р= 0,01 
ж = b(2cos 0 + сов 20), 
у = b(2sin 0 — віп 20). 


这 就 是 所 求人 ABC 的 Simson 线 的 包 络 , 它 是 一 条 三 尖 内 摆 线 . 

参考 文献 [13, pp.251—256], [24, р. 380], [23, p. 478]. 

14] 
半 立 方 抛物 线 (Semicubical parabola) 抛物 线 的 法 线 族 的 包 
жеуди. 

该 曲线 最 早 为 W，Neile(1637 一 1670) 所 研究 ,所 以 又 称 为 
Neile 曲线 . Neile 于 1659 年 计算 出 了 半 立 方 抛物 线 的 长 度 , 这 结 
果 由 ]. Wallis(1616~1703) 在 他 所 写 的 人 续 论 } 一 书 中 公布 于 世 . 

设 抛物 线 的 方程 为 y= 4az , 它 上 面 一 点 了 А (аг, 
Эа), ЗЧ P 点 的 切线 方程 为 1y = z + att + 而 其 法 线 方程 为 


у = 2ш =— t(z — at’), @ 
HORF: RIMA Зай + а т = 0, 
所 以 IELE © 


3a 
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把 加 代 人 加 ,得 
у= |ш@—+® |, 


0 = Зу 
所 以 ‘= а — zy @ 


由 @、 回 消去 4, 得 
9у* 2—34 W 4-387 


BJ) 27ау' 一 4(z — 2a) ,这 就 是 所 求 的 包 络 方程 , 它 是 一 条 半 立 方 
抛物 线 ,C(2a10) 是 这 曲线 的 尖 点 . 

上 上述 是 运用 导数 来 求 包 络 的 ,如 果 利 用 极限 也 可 求 出 抛物 线 
上 法 线 族 的 包 络 , 这 时 可 把 它 看 成 为 抛物 线 上 "邻近 ”的 法 线 交点 
的 轨迹 . 设 在 抛物 线 y = 4az 上 ,点 已 (ol sy2a0 ) 是 点 P (att ,2at) 
和 邻近 的 点 ,它们 的 法 线 方程 分 别 为 

у — 2at = — t(z — аі), @ 

5 у — дай =— t' (z — а). @ 
HO-O, alt — t) = rlt 一 +) 一 a(# — 1%), 1 


ж = a( + t +”) + ?а, 
y = att — ш, 
当 z 趋 于 上 时 ,天 和 ?分 别 以 3ae 十 24 和 一 2art 为 其 极限 ,我 们 仍 
WH z= За + 2a 和 y =— Zat ,于 是 消去 1 得 
27ау' = 402 — 2a)', 
这 就 是 所 求 抛物 线 上 法 线 族 包 络 的 方程 , 
参考 文献 [24,р.390],[18,р.63],[17,р. 111]. 
(#83) 
阿 基 米 德 螺 线 (Spiral of Archimedes) 一 条 射线 绕 着 它 的 端点 
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作 匀 速 转动 ,同时 有 一 动 点 从 端点 出 发 沿 着 该 直线 做 匀速 直线 运 
动 , 那 么 这 动 点 的 轨迹 叫做 阿 基 米 德 螺 线 . 射线 开始 时 的 位 置 称 为 
初始 线 ;端点 为 圆心 ,以 转动 一 图 未 时 动 点 到 端点 的 距离 为 半径 的 
贺 称 为 第 一 圆 . 求 其 轨迹 方程 和 转动 第 一 图 所 产生 的 螺 线 与 初始 
线 所 围 成 的 面积 . 

阿 基 米 德 著 有 (《 论 螺 线 ) 一 书 , 他 在 该 书 中 定义 了 螺 线 ( 现 称 
为 阿 基 米 德 蛇 线 ) ,并 在 其 命题 24 中 ,证 明了 转动 第 一 圈 形 成 的 
螺 线 与 初始 线 所 围 成 的 面积 .等 于 第 一 圆 面积 的 三 分 之 一 - 据说 
阿 基 米 德 曾 用 他 得 到 的 螺 线 解决 “化 加 为 方 "的 问题 . 

以 初始 线 OA 为 极 轴 , 取 端点 O 为 
原点 建立 极 坐标 系 . 设 射线 ! 绕 O 点 转 
动 的 匀 角 速度 为 w 动 点 M 沿 着 射线 1 
运动 的 线 速度 为 w, 经 过 时 间 志 点 对 的 
位 置 为 (2,9), 则 据 定义 得 


p= vt, 
0 一 ш. 


这 就 是 所 求 轨 迹 的 极 坐标 参数 方程 . 消去 志 ,得 
p= ай. 


其 中 a = E УЖК. RE BI3t k 82000 bi b bn Ë. 

# O 点 转动 一 图 得 圆周 角 2x; 现 把 它 分 为" 等 份 ,每 一 等 份 
为 49 = 27 ,相应 地 就 将 转动 第 一 图形 成 的 曙 线 与 初始 线 所 围 成 
的 面积 S 分 成 个 部 分 ,在 每 一 部 分 内 作 絮 线 的 内 接 和 外 接 记 
EMER i MA A EIEH ОМО НЕВЕ OPM: B 
所 有 内 接 筷 形 的 面积 之 和 为 $S., 所 有 外 接 扇形 的 面积 之 和 为 S.， 
则 ,一 S <S; , 据 出 形 面积 公式 ,得 内 接 户 形 OMA 的 面积 为 
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- È. pisia" сат 4. ш 
= sasa e 
PEL (n —1)*] 
2а? (а —1)(2п—1) 

3 п? Ü 


5, = 


同样 可 得 


s. = EED H a + == + т] 


3 ma . G+ D) (2n +1) 
3 n? Е 

因此 , 当 nooti, S, 与 ЙЕ 5, 

4 
因为 第 一 回 半 径 OA = 2ra , 它 的 面积 为 x* (2ra) = 4m'a* ,所 以 
转动 一 图 所 形成 螺 线 与 初始 线 所 围 成 的 面积 为 第 一 圆 面积 的 三 分 
之 一 . 

作 一 正方 形 ,使 它 的 面积 等 于 半径 为 a 的 圆 面积 , 即 所 谓 化 贺 
为 方 问题 ,如 果 利 用 阿 基 米 德 螺 线 р = xb ,是 很 容易 作出 的 ， 

以 O 为 贺 心 ,a 为 半径 作 圆 , 交 初 始 线 
T P. 在 螺 线 上 任 取 一 点 M(o,p) ,连结 ЫЗ 


ом ZAF Q. B: OM @&®+=РОЮ® [ 
长 ,它们 都 等 于 ab, 80 = 2 B, ON P= 


的 长 等 于 图 的 周 长 的 十. 因为 固 的 面积 A 
等 于 其 半径 与 加 周 长 的 乘积 的 一 半 ; 所 以 La 


A= + +a- UON) = 2а. ON, 
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因此 所 求 正 方形 的 边 长 为 2a 与 ON 的 比例 中 项 , 即 已 知 圆 的 直径 
与 垂直 于 OP 时 的 螺 线 的 极 径 的 比例 中 项 ,而 比例 中 项 是 很 容易 
作出 的 . 

利用 阿 基 米 德 螺 线 也 可 以 等 分 任意 角 Z РОО. 设 OQ 与 螺 线 
交 于 M, 并 三 等 分 线段 OM, 设 其 分 点 为 O, 和 O,, 然 后 以 O 为 加 
心 分 别 以 ОО, 和 OQ, 为 半径 画 圆 ,各 交 螺 线 于 Р, 和 P N ОР, 
Ж ОР, 就 三 等 分 二 POQ( 图 略 )， 

参考 文献 [17,pp. 128 一 129], [1, pp. 146 一 147],[20， 
рр. 108 一 109]. 

2 29) 


空间 部 分 
Serret 定理 (Serret's theorem) 直线 g 分 别 交 四 面体 ABCD 

的 面 (或 所 在 平面 ) 于 4'、B',C'、D', 则 线段 AA'.BB'.CC'.DD' 
的 四 个 中 点 共 面 . 

该 定理 是 法 国 数学 家 J. А. Serret (1819 一 1885) 给 出 的 , 它 
实 为 平面 几何 中 牛顿 线 在 空间 的 推广 . 

以 四 面体 ABCD 的 DD 为 原点 ,DA,DB、DC 为 工 轴 ,y 轴 ,z 
轴 建 立 坐 标 系 , 则 点 A. B.C 的 坐标 各 为 (a,0,0), (0,5,0)、 
(0,0,с). 

设 直线 g 的 方程 为 


Cd E A 
í m 


则 它 与 平面 BCD、CAD、ABD 的 交点 分 别 
a a| og —”#„ — 12) p| a Мо, 


ir mr 
9) с", 
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жи ABC 的 方程 为 二 十 学 十 三 = 1 , 设 @ 式 的 比 人 为 已 则 
平面 ABC 与 直线 g 的 交点 的 坐标 可 表 为 (+ lg 十 mtsr 十 
м) * 这 里 上 需 满足 


btt qtm y rtn _ 
УТЕ W БЫР @ 


Ж A", B.C". D" ER В AA'.BB'.CC', DD 8 tP A WE 
们 的 坐标 各 为 


ца a _ mp r _ np 

A ea gS 
0 8: T rÑ 

ДЕ 2т'2'2 m). 


её =a) 
ЕС 
所 以 要 证 明 A",B".C"、D" 四 点 共 面 ,只 要 证 明 下 面 行列 式 为 零 
| а а r— Виз 
=e |> Н к «үч ,时 
-Е i 1 
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= нр „ЭЁ 
а 9 1 к 1 
p-a- 5 一 9 十 下 кш 0 
«= h к È пр 
第 一 本 一 [= Eeeh @ 
p mO m+ £ [s+ 好] 0 


т 
J 
mo Т7 


— b =. 
1 m m 
бал Ж жт, 
Ima үти “зш Сук 
227 2! 
T 0 EEF 
Жо э 2. 
0 GEJ 
= тл| – © aE = t 
ж > 
== i 二 地 
0 b =) 


一 | 一 ec —с e= G+ m) 
=җ (0 p+ 
=— ab[c — (r + nt)] + ca(q + mt) + bel + lt) 
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=— ак + о&|#ЕЕ gimt г-к), 


由 @ 可 知人 二 0, 所 以 线段 AA' BB .CC' .DD' 的 四 个 中 点 共 面 ， 
参考 文献 [23,pp.134—135]. 
(EE ES] 
ЗЕН З ЈЕ BË Möbius’ theorem) 设 A,B,C. D,E,F 为 空间 
的 六 个 点 ,CABDF) 表 示 由 所 .BE、FD 为 楼 组 成 的 平行 六 面体 的 
有 向 面积 (其 他 仿 此 ), 则 
(ABDF) (CDEF) + (BCDF) CADEF) 
+ (CADF)(BDEF) = 0. 


该 定理 是 麦 比 乌 斯 于 1827 年 得 到 的 . 
取 玉 为 原点 ,' 设 FA а,ЕВ= Ё,ЕС= ¿,FD= 2,FE= 2, 
则 据 双重 向 量 积 有 
(ах b x EXD = (а,&,4)›2— (4,6,2)4, 
和 (ах рх (EXD =— Bd) at (4,2,4)®, 
于 是 得 [ахЁюх(сха)]+(4х 2) = (а,®,4)(@,4,2) 和 
LGX É) x (2хд)]+ (2х #) 
=- (#,2,4)(а,4,г) + (4,2,1) 5,4,2). 
因为 后 两 个 等 式 的 左边 相同 ,所 以 它们 的 右边 必 相 等 . 
G,1,2 G 24.2) 
= — (BAG + (,,0)(8,0,8), 
й (GB DE dE + (®,с,Дд›(@,4,г) — (а,2,2)0,0,#) 
= 0. 
Жаа, 2,2), АТИР, РС, FDA RHR 
ОЗАТ Е Gd) = (ВСР), Ф. 
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X (4,2,2) =— (2,4,2), 所 以 
CABDF)(CDEF)+- (BCDF)(ADEF)+ (CADF)(BDEF)=0. 
参考 文献 [23,p. 146]. 
HEZ) 
拉 格 朗 日 定理 (Lagrange's theorem) А; G= 1,2,3,4,5) 
是 空间 五 个 点 ， АА, = dy 为 点 A 与 点 A; 间 的 距离 , 则 
0 а ds dê d 1 
ge {ёт 1 
dat dat баё dy гі 
аг аг da 0 dẹ 1 
dy а dẹ dẹ 0 1 
т fa a % Сы? 
该 定理 是 拉 格 朗 日 发 现 的 . 下 面 的 证 明 为 凯 莱 所 给 出 , 见 
Cambridge Math. Journ. 2 (1841) 和 Collected Math. papersl, 
$l 
Haryo EETA A 的 直角 坐标 ,两 个 矩阵 


m om ml 1: O 
£ E ЇЙ @ 
ж 3 m 1 0 
m x s 10 
z walo 
00001 
фир — 2r, — 2i 一 2z —2 0 
=y — 25, —@у, — 2u 一 2 0 
与 — 2r — z 一 2 — 2 —2% 0 
0 0 0 0 8 l 
1 1 1 1 $, % 
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HR, CHEAR 
2060 ty 26а Б „ — Gn ty | 
+z’) + ад) + zz.) 
20052 Бул aita rmt y | 
Pazz) +a) + 2,2,) 
— 205 + yy ry ry | 
|+ 十 ze) + д +2) =0. 
20605 + у —2(zax +» „ —2Ga, yo | 
[Р кы) +=) 
[= Zam + у —2Gn+ xy „ TEER ү 
| + ==.) Tas) +z) 
| 1 1 + 1 0 


把 最 后 一 行 乘 以 (zz + y + z) WAR i $r JR NR 
以 (z + > + z) 加 到 第 7 了 列 , 则 得 
(z + y + xz") + Cr + y? + аЬ) — 2(хх,+ жуу + zz) 
= (z, — a) + (yi + (z, — x)! = dats 
于 是 把 全 部 元 素 都 换 成 这 样 的 形式 ,就 获得 所 要 证 的 结果 . 


参考 文献 [23,pp. 248—249]. 

EEES] 

ЖН ЕИ (Monge's theorem) 在 单 叶 双 出 面 或 双 曲 抛物 面 中 ， 
同族 的 直 母 线 不 相交 ,异族 的 直 母 线 必 相 交 ， 

蒙 日 证 明了 单 叶 双 曲面 和 双 曲 抛物 面 都 是 直 纹 

面 , 且 给 出 了 上 述 定理 ; 载 于 Monge, Hachette, К 

Тғайё des surfaces du second Чектё (1802) 中 ， \ 


яше + 一 5-19 


(а + О рд m. 94-391 
易 知 它 有 两 族 直 母 线 


Мур? 
ЧҮ 


ли ИЛЯ 839 


22 =Mi+ 2], 
А е у 5) © 
2-5-1), 
2 +2 =д1- 2), 
зкен ° 
сы алш 3): 
这 里 4 与 “是 不 等 于 零 的 参数 . 


取 同 族 母 线 四 中 的 任意 两 条 直 母 线 OA, Z À) 
Eriala rit 
НИИ ia 
假设 ERSTA P(zoyyoyzo)， ня 
БЕ? 
күте 
ЖЫЙ А, = А „ЖУА Z À Ж NENIAE T EAEE. 
同样 可 证 同族 直 母 线 回 中 的 任意 两 条 直 和 母线 也 不 相交 . 


任意 取 异 族 直 母 线 @ 与 加 中 的 各 一 条 直 母 线 , 则 由 它们 组 成 
的 方程 组 可 得 


paie 
aaz- z= 
pin eoD А. 60—40 


+a ate” Fa ’ 
KAREKERE M А-и = 0N, Г 45+ ЖЗ, 
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икана бн. 
SAMAN ©; 一  — 2= 的 两 族 直 母线 为 
ГА = Z [к= 
| .Фыш lz z z 
я." ” > D Ж 


S Г 
v 
7 


图 4-392 


同样 可 以 证 明 同族 的 任意 两 条 直人 母线 不 相交 ,上 这 两 族 直 母 
алзяйтптте ш 2 — 5 = 0 RZ + Z = 0. 
对 任意 两 条 异族 的 直 母 线 ,可 求 出 交点 
ж = а(А+ н) у = Б(и— А), = Zh, 
所 以 必 相交 ， 
注意 , 当 不 引进 无 穷 远 点 时 , 单 叶 双 曲面 上 异族 的 任意 两 条 直 
母线 为 共 面 . 
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参考 文献 [23,pp.316—317],[18,p. 292]. 
(EL) 

Dupin 定理 (Dupin's theorem) ЙЛДҮ T EX ЖИ Hh $ T 6 00 
平面 ,与 其 过 切 点 的 两 条 直 母 线 所 确定 的 平面 相 一 致 

该 定理 是 法 国 数学 家 P. C. F. Dupin(1784 一 1873) 于 1813 年 
得 到 的 . 

Blm 是 相交 于 切 点 卫 的 两 条 单 叶 i 
ЖАЙ m BL X ili fü $h iti ЇЗ 8 BEL, x 是 由 7 p 
Am 确定 的 平面 ,与 m 同族 的 直 母 线 m 
mo ENES 0 相交 于 点 M;、M:、… 但 
不 再 和 平面 > 有 交 于 直 母 线 ! 以 外 的 点 ，。 |。 Vm 
否则 将 出 现 与 六 同族 的 两 条 直 母 线 共 面 ， 
这 是 不 可 能 的 , 同样 ,与 ! 同族 的 直 母 线 
Lvl、…… 它 们 除 与 zx 相交 外 ,也 不 再 和 平面 x 有 其 他 的 交点 . 这 样 
该 曲面 与 平面 r 的 公共 点 , 除 直 母 线 上 mm 上 的 点 外 ,再 没有 其 他 
的 点 . 又 单 叶 双 曲 面 与 双 曲 抛物 面 的 直 母 线 都 是 相应 曲面 的 切线 ， 
所 以 平面 x 就 是 该 曲面 的 切 平面 ,也 就 是 说 过 切 点 的 两 条 直 母 线 
确定 的 平面 与 其 切 平面 相 一 至 


上 述 结论 也 可 用 解析 法 得 到 , 设 单 叶 双 册 面 五 十 基 一 到 一 
1 上 的 切 点 尸 是 它 的 不 同族 的 直 母 线 1 


图 4-393 


чиа»! 
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二 
的 交点 ; 工 二 区 = ы АЕ? 
则 过 该 点 的 切 平面 "为 
EET слуга 
Nn аа 
L a ТЕЛА ИЕ, ТЕ" 
аса Й 
Bp 


betl + Эп)ух + саби — Ауу + ab(1 — Ан) — abc là + н) = 0, 
要 证 明 直线 / 与 m 确定 的 平面 与 平面 a 相 一 致 ,只 要 证 1 
与 友 全 在 平面 4 上 就 可 以 了 ;为 此 把 丰 和 母线 1 与 m 改写 成 


290+) „0-0 
ай ысу т. 

a D 2 сО'+1) ' 
КИСЕ „ЙА 3 

每 2 2н 
ай — p”) Zp =t 


据 直 线 在 平面 上 的 充 要 条 件 , 容 易 通 过 计算 得 知 ! 各 m 全 在 平面 
at, 
同样 可 证 得 双 曲 抛物 面 上 过 切 点 两 条 直 母 线 所 确定 的 平面 ， 
与 这 切 平面 相 一 致 ， 
参考 文献 [23,p, 317]. 
Ç GZL) 
准 平面 和 准 球面 (direetrix plane and director sphere) 常态 二 
次 曲面 三 个 两 两 互相 垂直 的 切 平面 的 交点 的 轨迹 是 一 个 平面 或 球 
面 ,这 个 平面 或 球面 称 为 准 平面 或 准 球面 , 准 球面 又 叫做 莹 日 
球面 . 
该 轨迹 是 蒙 日 于 1801 年 得 到 的 , 载 于 Monge, Hachette, 
Traité des surfaces du second degré 中 . 它 是 平面 解析 几何 中 准 线 
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和 准 图 在 空间 中 的 推广 . 

先 对 有 心 二 次 曲面 ar + by + ez = 1 来 考察 , 易 知 平面 
¿z + my + ne = p КЩ ах? + by! + сг 二 1 相 切 的 充 要 
条 件 是 


а. 
> == РУ @ 


= тупа р (G =1,2,3) 是 有 心 二 次 曲面 cz: 十 
ВУ! + са? = 1 的 三 个 两 两 互相 垂直 的 切 平面 , 据 @@ 有 


即 Фа ту пау т т, @ 
这 里 4m? + nt = 1,1, + mm, + nm = 0, 
lal, + туту + тп, = 0.44, + тут, + nm = 0. 
将 回 中 三 式 相 加 ,再 利用 空间 坐标 系 旋转 中 旧 轴 对 于 新 坐标 系 的 
方向 余弦 的 关系 式 ; 即 得 
并 十 六 十 本 二 士 十 二 十 

因此 所 求 的 轨迹 是 一 个 球面 

对 于 无 心 二 次 曲面 az” + by? = 2 可 同样 来 求 . 易 知 平面 
lz +ту 十 nz 二 上 与 二 次 曲面 ar 十 by 二 2z 相 切 的 充 要 条 件 是 


Ë “Á > 
at g tn. © 


aje 


设 4z 十 my 十 mz 一 记 (ї= 1,2,3) ЖЖ» КЩ ал? + 
by = 2z= 的 三 个 两 两 互相 答 直 的 切 平面 \ 据 @ 有 


І у т? 
a tg +n + ту + nz) = 0, @ 
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这 里 homon 仍 满足 前 述 的 关系 式 . 把 四 中 三 式 相 加 ,再 利用 空间 
坐标 系 旋转 中 有 关 的 关系 式 , 即 得 


5 = 
тту? =? 


因此 ,所 求 的 轨迹 是 平行 于 zOy 坐标 平面 的 一 个 平面 , 
参考 文献 [23,р.321]. 
(25) 
Я Ш Euler problem of locus) 求 常态 二 次 曲面 的 平 
{тї Aa 0 б Ж. 该 轨迹 为 一 平面 , 称 它 为 共 生 于 平行 必 方 向 的 
ей. 
径 面 为 欧 拉 于 1748 年 得 出 ,此 后 曾 被 蒙 日 等 进行 过 详细 的 
研究 . 
Hlm, у Т 


/Ож,у,®) = ant’ + азу + аъ + 2awry + Zaiszz + 2anyz 
+ 2а„® + аму + auz + ац = 0 @ 


EAER APIT AAI ЖҮК, Р (z, yo z0) HAA hit It 
Кү ЫЫ Ар ЕУ 
[т = = tlt, 
у=» +m, 加 
z = z + nt. 


ЯНЕ anr’ + any? + аз? + 2auzy + 22052 十 2ansyz 记 为 
t(z,y,z) HORRA OH 
Elm + 2[ (аль + anyo + anz + aa) + larr + 
Ayo + anazi 十 aydm 十 《aiszo + anyo 十 Guzo + ам)п) + 
fz, ya| ma) = 0, 
Bn fd ЕТ K ЕИ ТИ, п + = 0,51 
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{anzo + азу + аз + а) + (аца + anys 

+ а» + ац)т + (2352, + any + asz + aun = 0, 
ËJ Canl + aum + алт) + lanl + алт + ann)yo 

+ lanl + anm + ап) + Canl + aum + an) = 0. @ 
RE аці + агт + алай + авт + аал fl anl 十 anm + аут 
不 全 为 零 ,因此 把 @ Ф ж». ЖЩ z.y.z, WARK SEA 
程 , 且 是 一 个 三 元 一 次 方程 , 它 表示 一 个 平面 

ИЖ БЕКШ ИШ ал? + Бу? +e — 1 = 0,3 РАТ ОГ 
É (.m.n 的 径 面 为 alz + bmy + спе = 0 , 它 是 一 个 通过 中 心 的 
平面 : 

对 于 无 心 二 次 曲面 az! 十 by* 一 2z=0 399342 
т.т 的 径 面 为 alz + bmy = n. 

参考 文献 [23,pp.320—321J. 

(#82) 

Dupin 轨迹 问题 (Dupin problem of locus) 一 直线 上 的 三 个 定 

点 ,分 别 在 两 两 互相 垂直 的 三 个 定 平面 上 移动 , 求 该 直线 上 另 一 定 
РЯ. 

该 轨迹 问题 是 Dupin 于 1813 年 提出 并 解决 的 , 它 是 平面 解析 
几何 中 椭圆 规 原 理 在 空间 的 推广 . 

Ë А,В,С 是 直线 1 上 的 三 个 定点 ,它们 分 别 在 yOz、zOz 和 
20у 平面 上 移动 ,P(z,y,z) 是 直线 1 上 的 另 一 个 定点 , 且 РА = 
a,PB = b,PC = c, W 

z = r cos? = сп, 
这 里 n = cos7. 
同样 可 得 
=al, y= bm, 
В афт фт 1. 


me LERT EPI 


消去 人 ,mm 得 


эйе 
这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 ,显然 它 表示 一 个 椭圆 面 ， 
参考 文献 [23,p. 319]. 
х) 
Moorman 轨迹 定理 (Moorman theorem of locus) ”到 异 面 直线 
1 5 m 等 距离 的 点 的 轨迹 是 双 曲 抛物 面 . 
该 轨迹 定理 是 由 К.Н. Moorman 提出 W. R. McEwen 解答 
的 , 见 Amer. Math. Monthly, Vol. 70 (1963) 的 问题 E 1569. 
取 异 面 直线 ?.m 的 公 垂 线 AB 为 = 轴 , 线 段 AB 的 中 点 口 为 
ER O КАЕ Lom HPTR P .m' ,以 直线 4 和 m' 的 相交 所 
成 两 双 对 顶 角 的 平分 线 为 工 轴 和 y 轴 , 建 
立 空间 直角 坐标 系 ,并 设 两 条 异 面 直线 I, 
更 之 间 的 距离 为 24, 它 们 的 交角 为 29, 则 


直线 i.m 的 方程 各 为 
y E TORT 
cos ô 7 80075 q = 0: 
图 4- 395 
РС ЛЕГУ ПЕЧ = 
CY rT “= 0 


由 于 动 点 Plz,y,z) 到 直线 1、m 的 焉 离 相等 ,因此 据点 到 直 
线 的 距离 公式 得 
д? + y! + (z — а)® — (zcos # + узіп f)? 
=r + y + (z + a)t — (zcos 0 一 узіп #)?, 
ЖШ — zysin beos 0 = — az. 
这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 ， 
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令 Cr 
z'sin 20 一 yzsin 20 =— 4а:', 
由 此 可 知 ,该 轨迹 是 双 曲 抛物 面 . 
参考 文献 [24,pp.407—408]. 


(жх) 
Мопзку 轨迹 定理 (Monsky theorem of locus) Ë = = 
条 棱 都 与 一 定 贺 相交 , 则 它 的 顶点 的 轨迹 是 旋转 椭圆 面 

该 轨迹 定理 是 P. Monsky 获得 的 ， 
它 是 Amer. Math. Monthly, Vol. 11 
(1954) 的 问题 E 1103. 

取 定 圆 的 圆心 O 为 原点 , 它 所 在 的 
平面 为 zOy 平面 ,建立 空间 直角 坐标 系 . 
设 定 圆 的 半径 为 r, 直 三 面 角 顶 点 为 
Playz) HEXEN O + А,В,С, 
设 直线 PAPE PC 的 方程 为 

а =з 028 үш). 


йрн =N fi hj ЖЕНЕН, 


Lm m 
Е ть m | (*) 


ly ют т 


图 4 一 396 


为 正 交 矩 阵 . 又 三 条 被 与 圆 〇 相交 于 4.B.C" 则 其 立 坐标 Z 均 为 
零 ,而 各 点 的 横 坐 标 与 纵 坐标 分 别 为 


1, B y 
X= @=1\2,3), 


н [z te)’ + [y=] == G =1,2,3) Ф 
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把 @ 式 的 两 边 分 别 乘 以 m*G=1,2,3), 三 式 相 加 ,得 
(t Ene An a онд +n, 4 а) + hè H +H 
+ (m + në + nè) — 2(лут, + тут + путу) yz + (m? + m 
+ туу? = (m + n! + пу, 
据 (*), 上 式 化 为 
#+у +2 = r, 


这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 . 由 这 轨迹 方程 可 知 , 该 轨迹 是 旋转 椭圆 
M E E ШШК +2? = ',у = 0 8 у + 22 = rt ,z = 0, 
= 轴 旋 转 所 产生 的 曲面 . 
参考 文献 [24,pp. 409—410]. 
(gt) 
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不 可 公 度 线段 (Incommensurable line segments) ЕЙ = 
角形 的 斜 边 与 直角 边 是 不 可 公 度 的 , 即 不 存在 某 线段 。, 使 斜 边 和 
直角 边 都 是 线段 e 的 正 整 数 倍 . 

不 可 公 度 线段 是 古 希 腊 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派发 现 的 . 不 可 公 度 
线段 必然 导致 无 理 数 ( 非 有 理 数 ) 的 产生 ,这 对 于 一 切 全 龙 正 整数 
(有 理 数 看 做 是 两 个 整数 的 比 ) 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 哲学 无 疑 是 一 
个 致命 的 打击 ,因为 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 比例 及 相似 形 理 论 是 完全 
基于 “任何 两 线段 都 可 公 度 ”这 一 摇 似 正确 的 论断 之 上 的 . 因此 ,不 
可 公 度 线段 的 发 现 ,使 大 量 原本 认为 正确 无 组 的 证 明 顿 时 失去 了 
基础 ,从 而 导数 了 数学 史上 的 第 一 次 数学 危机 , 正 因为 如 此 ,在 相 
当 一 段 时 期 内 ; 毕 达 哥 拉 斯 学 派对 此 发 现 竭力 保守 秘密 . 传说 ,其 
门人 Hippasus 由 于 把 这 个 秘密 泄露 给 外 界 而 污 犯 了 门 规 ,结果 被 
抛 人 了 大 海 之 中 (也 有 一 种 说 法 是 把 他 驱逐 出 会 , 视 为 亡 人 ,并 立 
了 墓碑 ). 由 此 可 见 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派对 不 可 公 度 线段 是 何等 的 
ЕЖ. 

不 可 公 度 线段 ,除了 前 面 提 到 的 外 ,以 后 又 陆续 发 现 了 很 多 ， 
例如 正 五 边 形 的 半径 和 一 边 也 是 不 可 公 度 线段 .为 了 解决 由 不 可 
公 度 线段 带 来 的 一 连 串 问题 ,公元 前 370 年 左右 , 古 希腊 数学 家 
Eudoxus 提出 了 关于 比例 的 新 理论 ,从 几何 学 的 角度 解决 了 不 可 
公 度 问题 ,但 是 他 力 避 把 不 可 公 度 线段 和 数 (无 理 数 ) 联 系 起 来 - 

下 面 用 几何 方法 证 明 等 腰 直 角 三 角形 ABC 的 斜 边 AB 和 直 
角 边 АС 是 不 可 公 度 线段 . 

用 反 证 法 . WER R ШЕЕ RE e (E ABAC 都 是 。 
的 正 整数 倍 ,. 今 在 АВ ЕҖ Ж CB = AC, W BC L AB Ж АС 
+ B.. NJ AC, = В,С, = В.С. H FAC, = AB — АС, її АВ,АС 
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都 是 * 的 正 整 数 售 , 所 以 АС, 也 是 线段 д 
e 的 正 整数 倍 . h F AB, = AC — ВС = 
AC — B,C, = АС — AC, ‚ТЫ AB, tb, 
REER е 的 正 整 数 倍 ,从 而 较 小 的 Rt 
AAB:C, ЮЙ AB, 和 直角 边 АС, 也 
应 是 可 公 度 的 .对 Е‹ЛАВ,С, 再 重复 上 
述 过程 , 我 们 又 可 以 得 到 一 个 更 小 的 RtA4BsCi, 其 斜 边 AB: 
和 直角 边 АС, 也 是 线段 e 的 正 整 数 倍 . 如 此 重复 = 次 ,可 得 
RIAA4B,C, ,其 斜 边 AB, 和 直角 边 АС, 还 是 线段 的 正 整数 倍 ， 
因而 AC, >e. 但 是 根据 作法 , AC, < Lac, п EBK, AC, 
可 以 任意 地 小 ,这 就 与 АС,„>є 产生 了 了 矛盾. 可见 AB 和 AC Ж 
可 能 有 公 度 ， 

证 明 等 厢 直 角 三 角形 的 斜 边 和 直角 边 不 可 公 度 ,也 可 以 用 代 
数 (数论 ) 方 法 . 若 设 АС = BC =1 , 则 根据 勾 股 定理 (西方 称 之 为 
毕 达 哥 拉 斯 定理 )，4B: = AC! + BC* = 2,АВ = /?. 再 用 反 证 
法 证 明 V2 不 可 能 表 为 两 个 整数 的 比 即 可 . 

参考 文献 [15,pp. 37 一 58],[16,pp. 54—731. 


A BC, B 
图 4-397 


(张文华 ) 
海伦 三 角形 (Heron triangle) 试 求 边 长 为 连续 整数 面积 也 为 
整数 的 三 角形 . 
海伦 在 他 的 代表 作 《 度 量 论 } 中 ,提出 了 著名 的 求 三 角形 面积 
的 “海伦 公式 ”, 他 同时 得 到 了 一 类 特殊 三 角形 ,其 边 长 和 面积 都 是 
整数 ,这 类 三 角形 被 称 为 海伦 三 角形 . 
下 面 我 们 来 找 这 类 三 角形 . 
以 正 整 数 工 一 1,zz 十 1 表示 海伦 三 角形 的 各 边 长 ,代入 海 
伦 公式 SA = УРФ 一 a)(p — Б0р о ,得 
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s= | lae- 4042-1). 


Ë £ м, 一 1 = 30, Jih msn 是 整数 .从 上 述 两 式 中 消 


£ z,f8 т — З = 1,(m + n/ 3 )(m — n/ 3) = 1. 
由 于 对 于 任何 正 整数 k,(2 十 /3 (2 v= 1,80 ie 


еш А =@+/3)', 
т=пу/З = (2— V5). 


TE,z=2m= (2+ /3 + (2— / 3, 

*k=1,M)z = 4,5, = 6. 故 边 长 为 3,4,5 的 三 角形 是 海伦 
三 角形 . 

*k=2,l = 14,54 = 84, 故 边 长 为 13,14,15 的 三 角形 
是 海伦 三 角形 . 

令 &=3, 则 工 一 52,SA = 1170, 故 边 长 为 51,52,53 的 三 角 
形 是 海伦 三 角形 . 

ФЕ = 4,5, 则 可 得 一 系列 海伦 三 角形 . 

由 Pell 方程 的 理论 可 知 ,用 上 述 方法 可 以 得 到 m: 一 Зп = 1 
的 全 部 解 ,因而 也 就 得 到 了 全 部 的 海伦 三 角形 . 

参考 文献 [1,pp.201 一 215],[10,pp. 83—84]. 

(张文华 ) 
Hipparchus 球 极 投影 (Hipparchus stereographic projection) 

球 极 投影 把 球面 上 的 圆 变换 成 地 图 平面 上 的 贺 ( 过 极点 的 加 则 变 
换 成 直线 ) ,并 且 这 种 变换 是 保 角 的 . 

这 个 问题 很 可 能 是 古 希 腊 的 天 文学 家 Hipparchus 提出 的 , 3R 
极 投影 思想 在 托 勒 密 的 ( 平 球 法 》(Planisphaerium) 一 书 中 得 到 了 
应 用 , 19 世纪 初 ,法 国 数学 家 Michel Chasles 旭 提 出 了 如 下 定理 : 
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在 球 极 投影 下 ,球面 上 不 通过 极 的 贺 R 的 映像 是 一 个 圆 , 这 个 图 
的 中 心 5' 是 沿 圆 R 与 球 相 切 的 圆锥 的 顶点 S 在 该 球 极 投影 下 的 
映像. 

如 图 4 一 398, 设 球 O' (地球 ) 切 平面 
x( 地 图 平面 ) 于 O,OZ 是 球 的 直径 , 对 
于 球面 上 任意 异 于 Z 的 点 卫 , 射 线 ZP 
DSPE n 相交. 记 交 点 为 已 ,已 就 是 
点 了 在 地 图 平面 * 上 的 像 .这 种 从 地 球 
面 上 的 点 了 到 地 图 平面 * 上 的 点 媚 的 
变换 就 是 球 极 平面 投影 . 它 有 如 下 两 个 图 4- 398 
性 质 : 

G) 球面 上 的 圆 (不 通过 点 Z) 在 地 图 平面 上 的 像 仍 是 圆 ; 

(2) 用 球 极 投影 法 制 成 的 地 图 是 保 角 的 . 

为 了 叙述 方便 , 先 证 明 一 个 辅助 命题 , 介 于 球面 与 地 图 平面 
间 的 球 的 切线 (线段) 与 它 在 地 图 平面 上 的 像 ,其 长 度 相等 . 

如 图 4 一 398, 若 球 的 切线 PM 在 平面 ZOP' 内 ,P'M 是 PM 
的 像 ,由 于 ZOPP' = 90, 且 切 线 MP = MO, № M 是 
RtAOPP' 的 斜 边 中 点 , MP' = MO = МР. 若 球 的 切线 PQ 不 
在 平面 ZOP' 内 ,P'Q 是 PQ 的 像 . ”平面 zx 上 平面 0ZP' ,平面 
PMQ 1 平面 OZP', ;, QM | 平面 0ZP', ZQMP' = ZQMP 
= 90°. 

© MP = МР', 2, RtAMQP © RtAMQP',PQ = P'Q. 

O) 设 R 是 球面 上 的 一 个 小 图 (不 通过 点 2), 点 5 ЖК 
与 球 相 切 的 圆锥 的 顶点 ,5' 是 射线 ZS 与 平面 的 交点 .我 们 来 证 
明 : 球面 圆 R 的 像 是 地 图 平面 上 的 以 5' 为 中 心 的 一 个 圆 - 

BP RREN К 上 的 一 点 ,SP 交 地 图 平面 于 旬 ( 图 4 399), 
PQ 是 球 的 切线 ;由 辅助 命题 知 ; PQ = P'Q. 
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Q H > x 
M 4-399 图 4-400 

项 过 3 作 引 有 NSP, 交 ZP' 的 延长 线 于 妃 , 则 SP' = S'H, 
S'HrSP=ZS' : 25.2, 58Р = S'H= SP + 25. 当 点 己 在 图 
及 上 移动 时 ,SP 保持 定 值 ,因此 S'P' 也 保持 定 值 ,P' 在 地 图 平面 
内 绘 出 一 个 圆 、 

车 尺 是 球面 上 的 不 过 Z 点 的 大 圆 .过 Z 作 圆 尺 所 在 平面 的 垂 
线 交 地 图 平面 于 下 ,再 过 加 RR 上 的 点 P 卫 作 PV //2Е 交 地 图 平面 于 
T( 图 4-400), 则 P'.V.F R, B. PY 必 是 球面 的 切线 ,由 辅助 
命题 知 PV = PIV, 从 而 知 FP' = FZ = 定 值 , 故 P' 点 在 地 图 平 
面 上 也 给 出 一 个 圆 ， 

车 尺 是 过 Z 点 的 大 圆 , 则 它 在 地 图 平面 上 的 像 是 一 直线 (可 
认为 是 中 心 在 无 穷 远 的 图 ). 

C) 设 已 是 球面 上 的 点 ,P4i.P4; 是 球面 的 切线 , A... A, 是 
切线 与 地 图 平面 的 交点 ,又 P' 是 了 点 在 地 图 平面 上 的 像 ,PAl、 
Р'А, 991% PAPA: 的 像 , 由 辅助 题 知 已 4 = PA,,P'A, = 
PA, AAPA, 2 AA.P'A,, ZAP'A, = ZA PA. 又 由 于 球 
极 平面 投影 是 一 对 一 的 , 若 РА, „РА, ЗД RR 的 急 
线 , 则 Р'А,,Р' А, 分 别 是 它们 的 像 圆 R'、R: 的 切线 ,因此 球面 贺 
RiR 的 交角 等 于 它们 的 像 贺 Ау К 的 交角 . 这 就 证 明了 球 极 平 
面 投影 是 保 角 的 ， 

应 说 明 的 是 ,在 很 多 情况 下 ， 常 把 地 球 的 赤道 平面 作为 投影 平 
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Bi. 设 连结 北极 N(0,0,a) 与 球面 上 的 点 P(z，,y,2) 的 直线 与 赤道 平 
面 交 于 点 P uv) WR х: (S— N) К°, P(z,y,z) Р! (иу) 
就 是 球 极 投影 , 它 给 出 一 个 由 控 去 北极 的 球面 到 平面 的 同 胚 . 
参考 文献 [9,pp.340~344]. 
(张文华 ) 
欧 拉 的 多 边 形 剂 分 问题 (Euler problem of dissection polygon) 
用 互 不 交叉 的 对 角 线 将 凸 z 边 形 剂 分 成 三 角形 ,有 多 少 种 剖 分 
方法 ? 
此 问题 是 欧 拉 于 1751 年 向 哥 德 巴赫 提出 的 , 欧 拉 在 得 出 最 初 
七 种 前 分 数 后 又 把 其 结论 告知 了 Segner, Segner 于 1758 年 建立 
了 关于 可 能 前 分 数 E, 的 一 个 递 推 公式 ; 
E, = E,E, + E, E, + + ЕЁ, 
РЗА E 


f RH th t rik 8 3) 00 , Ë ËB P ik: “RA H BN t B ЖП W JJ 
的 . 71941 年 ,H, Urban 运用 归纳 的 方法 得 到 了 E, 的 一 个 递 推 公 
式 , 利 用 它 可 以 很 快 地 得 到 欧 拉 的 
公式 . А, 

(1) Segner 的 递 推 公式 . А} 

жй n ЈЕ А.А," А, 的 前 分 方式 
数 为 En 对 于 每 一 种 可 能 的 前 分 法 来 А, 2) 
说 ,总 有 一 个 三 角形 以 A14, 为 底 边 ,其 1-40 
对 角 顶 点 4A. 则 可 能 是 4s, 4;,…， 
A... 对 于 某 个 确定 的 r, AAAA 的 一 侧 是 一 个 > 边 形 * 另 一 侧 
是 一 个 一 + 十 1 边 形 .假定 + APRIRE E an r+ 
1 边 形 的 剂 分 方式 有 Er 种 , 故 前 分 后 具有 人 Aid, 生 的 前 分 方 
ЖЖ Е, Е, В. Ф = 2,3,+е,л — 1 ‚ЙИ ЕЙ ЛЛ АЖ 


A, 
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E, = E, EitE Е.а + + + Ena + Ey. © 


Ж E, = 1 .这 就 是 Segner 的 递 推 公式 ， 
(2) H. Urban 的 递 推 公式 是 


4п — 10 
Е, = == = ë 
иы КЕННЕ Р ШШЕ. 


当 = 2,3,4,5,6 时 ,容易 验证 公式 是 成 立 的 . 
ОЙО ТЕЖ гп 一 了 均 成 立 ,考察 


51-Е, Е 26 Е 


tr — DEE, + + (п — Е Е, @ 
R S= (я#—2)Ё,_,Е, + (п — ЗУЕ,,Е, + 
二 1 @ 
25 = (п — 1)[Е,Е,- + EE, + ++ + E, E, ]. ®© 
由 Segner 公式 , 方 括号 中 的 算式 等 于 E АЛП 
25 = (n — DE,. 


BREH Är <n- 10, E= ZE, ,更 将 回 式 中 每 


r 


个 乘积 中 的 左边 一 个 因子 已 用 代 二 1， 来 代 荐 ,得 到 


т=1 
5 = EE, tt kE,E, + А,Е,Е,-, 


+++ БАЕ @ 
ФА = 4r 6. 
对 四 进行 同样 的 处 理 ,得 
S = А.,Ё,-,Е, + À E, E, ++ + Е,Е, |. @ 


四、 图 两 式 相 加 ,由 于 人 十 -三 要 一 12, 得 
25 = E, + (dn — 12)[Е,Е,-, + E,E, += 
+ EB:] + E, 
= (4n — 10)Е, 1. 
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由 @:@ 两 式 知 Е, = E. @ 


ШЕ ЫҢ 时 公式 也 成 立 . 
(3) 由 递 推 公式 加 就 能 很 容易 地 得 到 欧 拉 的 计算 公式 


_ 2-6 10 ° + (ап — 10) 
E (л — р)! Š 


E, 

顺便 提 及 , 欧 拉 的 上 述 剂 分 方式 数 E, 5 Catalan 数 (n 个 预先 

给 定 顺序 的 不 同 因子 ,用 两 两 结合 的 方式 计算 其 乘积 ,其 计算 方式 
的 种 数 )C. 有 密切 的 关系 . 

参考 文献 [9,рр. 24 一 31]. 

(张文华 ) 

消失 的 区 域 (Disappeared region) 在 一 个 贺 上 取 n tA HA 

把 它们 两 两 连结 起 来 ,车 其 中 任何 三 条 弦 都 不 共 点 ,这些 弦 把 整个 
圆 域 分 成 多 少 个 区 域 ? 

本 题 选 自 西班牙 数学 家 Guzman M. de 的 (数学 探 奇 } 一 书 , 
Guzman М. de 是 西班牙 科学 院 院士 , 曾 任 国际 数学 教育 委员 会 
主席 (1991 一 1994). 据 他 介绍 ,这 个 问题 曾 在 Ogilvy 的 一 本 引 人 
人 性 的 书 Tomorrow's Math(1972) 中 作 了 有 趣 的 讨论 ,但 没有 完 
全 解决 . 1973 年 ,Gibbs 在 ( 欧 拉 ,、 帕 斯 卡 和 消失 的 区 域 ) 一 文中 才 
最 终 解决 了 这 个 问题 ， 

本 是 在 Ross Honsbeger 所 著 的 Mathematical Morsels 一 书 
中 也 有 类 似 的 介绍 ;但 其 题目 是 “加 内 的 区 域 "CRegions in A 
Circle). 它 选 自 ( 美 国 数学 月 刊 )1973 年 ;问题 E 2359, 由 
Т.С. Brown 提 出 ,由 Norman Bauman Й. 

为 什么 把 这 个 区 域 划 分 问题 称 为 “消失 的 区 域 ” 问 题 ? 记 点 数 
为 时 相应 的 区 域 数 为 也 .用 试验 的 方法 易 知 ,F; 二 2 二 2! F. = 
4= 2,F, = 8 = 2,F, = 16 = 2', 据 此 自然 会 猜想 ; F. = 2:7 
F, = 2°? 可 实际 上 , F, = 31< 2° ,F, = 57 < 2* ‚ШЕН п 的 增 
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加 ,有 一 些 区 域 消失 了 . 

G) RENEA AERE. HEBE n 个 点 两 两 连结 起 
来 ,如 果 其 中 任意 三 条 弦 都 不 共 点 ,这 些 弦 在 国内 一 共有 多 少 个 交点 
这 些 下 被 这 些 交点 分 成 的 线段 (不 重 栓 ) 共 有 多 少 杀 ? 

加 内 的 一 个 交点 由 两 条 相交 弦 确 定 ,或 者 说 由 一 个 四 点 组 确 
дн Ен Ааа С: 个 不 同 的 四 点 组 , 故 加 内 的 交点 数 为 
рее. 

ШЕ АЕ C ЖЖ. 当 两 纹 在 回 内 相交 时 ,这 两 被 
分 成 条 线段 ,4 一 2 十 2 X 1 ， 即 圈 内 的 每 一 个 交点 均 使 线 自 数 
增加 2. 因此 ， 

线段 数 一 жй 十 交点 数 的 2 f, 


Ий EW 1. = С: 十 20t. 
D 下 面 我 们 利用 欧 拉 公式 来 解决 原 问 是 ， 
由 欧 拉 公式 ,对 于 一 个 平面 网 络 , 其 面 数 ,顶点 数 和 核 数 之 间 
有 如 下 关系 ， 
面 数 = 核 数 一 顶点 数 + 1. 
МЕШИ Ел л ЛЕХ п АРНЕ 09 3832 9k. 
所 得 到 的 线段 和 交点 所 组 成 的 平面 网 络 而 言 , 其 顶点 数 为 加 上 的 
元 个 点 及 图 内 的 交点 ,共有 Сї 十 个 ,其 楼 为 加 上 条 弧 及 贺 内 诸 
弦 相 交 所 得 的 线段 ,共有 Сї + 2C1 + n Ж. 故 面 数 
F.= (С. 2С. п) (CH + 1 
=1+CIi+C; 
=@ ++. 
或 者 ,写成 更 和 谐 的 形式 ; 
С С САСА. 


这 就 是 问题 的 答案 
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(3) 本 问题 也 可 以 利用 如 下 著名 公式 来 解决 : 
著 工 条 直线 在 圆 内 有 P 个 交点 ,其 中 任何 三 条 在 圆 内 无 公共 
点 , 则 这 工 条 直线 把 贺 内 区 域 划分 成 己 十 工 十 1 个 区 域 . 
《这 个 公式 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 , 这 里 从 略 ) 
显然 ,对 于 圆周 上 个 点 ,两 两 连结 ,共有 С, RA ЖЕКЕ 
圆 内 有 CC: 个 交点 ; 故 圆 域 被 划分 成 C: С: 十 工 个 区 域 . 
参考 文献 [12,pp, 120—127],[17›рр. 4—6]. 
(张文华 ) 
施 泰 纳 的 用 平面 划分 空间 问题 (Steiner problem of dissection 
space with planes) JH x 张 平 面 划分 空间 ,最 多 能 划分 成 多 少 部 分 ? 
本 题 是 瑞士 数学 家 施 秦 纳 在 是 为 (划分 平面 和 空间 的 几 个 法 
则 ) 的 论文 中 提出 的 ， 
1. 先 讨 论 平面 划分 问题 .平面 上 条 直线 ,最 多 将 平面 划分 
成 多 少 部 分 ? 
平面 被 上 条 直线 划分 ,最 多 区 域 数 记 为 Er 
平面 被 条 直线 划分 时 ,可 以 先 用 一 1 条 直线 划分 ,然后 再 
添上 第 上 条 直线 . 第 一 步 得 到 的 区 域 数 是 五 -\， 第 二 步 增加 的 区 域 
数 是 (因为 第 条 直线 被 原先 的 x 一 1 条 直线 分 成 上 段 , 且 每 一 段 
都 将 原来 的 某 个 区 域 一 分 为 二 ), 故 E, = E a 十 上 G = 2,3, 
dye). ХЕ =?,К 


E, = (E, — Eni) + ЧЕ Еа) + == + 
(E, — E) + (E, — Е) + E, 


=n (=) +. 34242 
PR: 
= улл +1. 

2. 空间 划分 问题 . 


记 空 间 被 上 张 平面 划分 ,其 区 域 数 的 最 大 值 为 Fe 先 用 有 一 1 
张 平 面 划 分 空间 ,最 多 有 Ri-i 个 区 域 ,接着 添上 第 & 张 平面 , 它 与 
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原先 的 一 1 张 平面 最 多 交 于 一 1 条 直线 ,而 这 人 一 1 条 直线 将 第 
张 平面 划分 成 E. = ТЕ — 1) 十 工 块 平面 区 域 ,每 一 块 这 样 
的 平面 区 域 拒 原先 所 在 的 一 个 空间 区 域 分 为 两 个 ,因此 , 当 潍 上 第 
开张 平面 时 ,相应 地 增加 了 E;_; 个 空间 区 域 ,因而 有 递 推 关系 

P= Ft Es k= 2,34" 
利用 这 个 递 推 关 系 及 Fi 二 2, 可 得 


a 


Е, = Уы F.) +2 


к 


сы 
=+ ++ (+1) 
=: 


5 Зи, 
=„+1+1 Sip T| l У 

25 2 k=l 
на ix daina gna 


=n414 $a- Damat) 


= TO + Bn + 6). 


Rl n ЖЖ} B| BEENA Бн В. 
参考 文献 [9,pp.310—312]. 
CEES 
完全 正方 形 (Squariag the square) ”能 否 把 一 个 正方 形 分 解 成 
有 限 多 个 各 不 相同 的 正方 形 ? 
一 个 正方 形 ,如 果 能 被 分 解 成 有 限 多 个 大 小 互 不 相同 的 正方 
形 , 就 称 为 完全 方 解 的 正方 形 ,或 简称 完全 正方 形 . 是 否 存在 完全 
正方 形 ? 
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图 4 一 402、 图 4- 403 给 出 了 正方 形 完全 方 解 的 例子 . 


图 4-402 24 阶 复合 完全 正方 形 


图 4- 403 21 阶 简单 完全 正方 形 
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E 4-402 是 24 阶 复合 的 完全 正方 形 ,图 4-403 是 21 阶 简 
单 的 完全 正方 形 . 这 里 ,简单 的 "一 词 是 指 “ 分 解 得 到 的 这 些小 正 
方形 在 原 图 形 内 部 不 构成 任何 小 矩形 ”;“ 复 合 的 ”一 词 则 是 指 “ 分 
解 得 到 的 这 些小 正方 形 中 有 某 些 正方 形 在 原 图 形 内 部 构成 小 矩 
形 ".“ 阶 数 " 则 是 指 被 分 成 的 小 正方 形 的 个 数 . 

关于 完全 正方 形 问题 ,迄今 见 到 的 最 早 文献 是 1925 年 
Zbigniew Moron 的 论文 , 它 主要 讨论 矩形 的 正方 形 分 解 问 题 , 并 
给 出 了 两 个 这 样 的 矩形 . Moron 指出 ,如 果 同 一 个 矩形 有 两 个 不 
同 的 正方 形 分 解 ,使 得 一 个 分 解 中 的 每 一 个 正方 形 都 不 同 于 另 一 
分 解 中 的 正方 形 ,那么 由 这 两 个 分 解 再 添上 两 个 正方 形 就 可 以 拼 
成 一 个 大 正方 形 . 也 就 是 说 ,只 要 和 矩形 的 这 两 种 分 解 所 含 的 正方 形 
都 不 等 于 新 添 的 两 个 正方 形 , 所 拼 成 的 新 正方 形 就 是 完全 正方 形 

1939 年 ,柏林 的 R. Spraque 找到 了 一 个 完全 正方 形 , 此 正方 形 
有 55 个 小 正方 形 组 成 , 边 长 为 4 205 单位 , 它 含 有 五 组 互 不 相交 的 正 
方形 ,每 组 正方 形 拼 成 一 个 矩形 . 

此 后 只 过 了 几 个 月 ,又 一 个 完全 正 
方形 发 表 了 , 它 是 剑桥 大 学 三 一 学 院 的 
四 个 大 学 生 R. L. Brooks, C. A. B. 
Smith, А.Н. Stone #1 W. Т. Томе 的 
研究 成 果 . 这 个 完全 正方 形 有 28 个 小 
正方 形 组 成 , 边 长 为 1015 单位 . 在 
1936 一 1938 年 间 Tutte 等 四 人 一 直 在 图 4-404 9 阶 完全 矩形 
研究 把 矩形 和 正方 形 分 解 成 小 正方 形 
问题 , 他 们 为 简单 方 解 矩 形 问题 的 研究 英 定 了 理论 基础 , 他 们 证 明 
T: 具有 个 分 解 元 的 任何 简单 方 解 和 矩形 ,都 可 以 由 十 1 阶 三 连 
通 平面 图 的 完全 集 构造 和 来 其 作法 是 ; 把 图 看 成 一 个 电路 ,在 一 
个 分 电路 上 接 人 电动 势 , 别 的 分 电路 则 各 有 具 单位 电阻 , 在 这 些 分 电 
路 中 ,电流 的 相应 值 由 克 希 替 夫 (Kirchhof 人 ) 定 律 计算 . 这 些 值 表 
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示 一 个 分 解 所 含 小 正方 形 诸 边 的 相应 值 ,而 电路 诸 分 路 的 连通 性 
则 表示 这 些小 正方 形 的 拼合 方式 , 1940 年 ,他 们 给 出 了 9 至 11 阶 
的 完全 矩形 的 明细 表 , 并 且 证 明了 完全 矩形 的 最 低 阶 数 为 9, 其 具 
体 拼 法 见 图 4 - 404. 
1948 年 ,美国 业余 数学 家 Т.Н, Willcocks 构造 出 一 个 24 Br 
合 完全 正方 形 , 

1967 年 ,J.C. Wilson 用 电子 计算 机 构造 了 一 个 25 阶 的 简单 
完全 正方 形 . 

1978 年 ,荷兰 斯 切 温 特大 学 教师 A.J. W. Duijrestijn 宣布 ， 
他 已 证 明 20 阶 以 下 (包括 20 阶 ) 的 完全 正方 形 不 存在 , 接着 ,他 借 
助 于 电子 计算 机 ,使 用 极其 复杂 的 程序 ,终于 找到 了 一 个 21 阶 的 
简单 完全 正方 形 ,并 且 证 明了 这 样 的 正方 形 有 且 只 有 一 个 . 

21 阶 完全 正方 形 如 图 4 - 403, 它 的 边 长 是 112, 组 成 它 的 小 
正方 形 的 边 长 为 2,4,6,7,819,11s:15,16,17,18,19,24,25,27, 
29,33,35,37,42,50. 

正方 形 可 以 完全 方 解 . 那么 正方 体 是 否 也 可 以 完全 方 解 呢 ? 
即 , 能 否 把 一 个 正方 体 分 割 成 有 限 多 个 彼此 不 等 的 小 正方 体 呢 ? 

答案 是 否定 的 . 

用 反 证 法 来 说 明 ,假如 分 割 是 可 能 的 ,有 一 个 正方 体 已 经 被 分 
市 成 有 限 个 彼此 不 等 的 小 正方 体 考察 底面 上 的 那些 小 正方 形 ,此 
时 底面 正方 形 被 分 割 成 了 一 些 彼此 不 等 的 小 正方 形 . 今 考虑 其 中 
最 小 的 那 一 个 ,并 把 与 其 相应 的 小 正方 体 记 作 K AERE K, 被 
四 周一 些 较 大 的 正方 体 围 在 中 间 * 显 然 这 些小 正方 体 的 竖立 面 都 
比 K, 要 高 , 可 见 K, 上 面 的 空 路 应 有 另 一 些 彼此 不 等 的 , 比 K, 更 
小 的 正方 体 来 填补 . 于 是 K, 的 上 底面 正方 形 又 被 分 割 成 彼此 不 
等 的 小 正方 形 . 再 考虑 其 中 最 小 的 那个 小 正方 形 以 及 相应 的 小 正 
DE KK 的 四 周 也 是 一 些 比 它 大 的 正方 体 ,它们 的 竖立 面 都 比 
K, 的 高 .于 是 Ks 的 上 面 又 应 由 一 些 更 小 的 正方 体 来 填补 , 如 此 进 
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行 下 去 ,显然 是 一 个 没有 穷尽 的 过 程 . 可 见 ,一 个 正方 体 不 可 能 被 
分 解 成 有 限 个 彼此 不 等 的 小 正方 体 . 
参 者 文献 [11,pp. 48 一 60],[12,p. 1331, [13, pp. 170 一 
176]›[18›р. 83],[22],[23]. 
(ай 张文华 ) 
Barbier 定理 (Barbier's theorem) ”所 有 宽度 为 5 的 等 宽 线 有 
相同 的 周 长 , 其 周 长 为 z, 
这 个 定理 是 由 Barbier(1830~1889) 提 出 的 , 它 是 有 关 等 宽 线 
的 一 个 基本 定理 。 
等 宽 线 是 这 样 一 种 凸 封闭 曲线 , 它 的 任意 方向 的 宽度 ( 即 能 夹 
住 它 的 两 条 平行 线 的 距离 ) 都 相等 . 贺 是 最 简单 的 等 宽 线 . 此 外 ,分 
别 以 正三 角形 ABC 的 三 个 顶点 为 中 心 、 以 三 角形 的 边 长 为 半径 
画 三 条 弧 ,使 它们 相 接 于 原 三 角形 的 三 个 顶点 ,由 这 样 三 条 圆 弧 组 
成 的 图 形 ,也 是 等 宽 线 , 这 个 图 形 叫 做 Reuleaux 三 角形 . 


图 4-405 图 4-406 


如 图 4-405\406* 设 Q 为 任意 宽度 为 的 等 宽 曲 线 ,@OO 是 
直径 为 5 的 圆 . fE OO 的 外 切 正 2n 边 形 N.N is Na eh N.N.) 
切 @O 于 M, G=1,2,-" ,2n) ;对 等 宽 线 日 作 nn 对 平行 支撑 直线 
АА, А.А АА М ,ї==1,2, е ул, n ЖТ 
支撑 直线 构成 等 宽 线 Q 的 一 个 外 切 2n 边 形 АА-А, W UJ) Ék 
B,、B1、…、B» 则 构成 Q 的 一 个 内 接 2n Р. 下面 计算 这 两 个 多 边 
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形 的 周 长 

因为 平行 支撑 直线 之 间 的 距离 恰好 等 于 等 宽 线 的 宽度 , 故 
В.В... = Ь,ВВ„ыу =b. ЖЕФ ВВ, В.В, азер С. 
直线 B. B... JHR AA... A. A... a ЗЕТА Dis Duti 


则 在 Rt ABCD, th, ZBCD = Z, BD, = ВСА 5. 同 理 ， 
ВР, = СВ 5. 从 而 BD; + В. = ВВ з= 
big T. BRERA Q 的 外 切 2n 边 形 А.А, АЮ КОЯ Qs 由 
TA, B... < A.D A... Barisi < Antis Dari WA 

9. = D BA HAB + ВА + Аав) 


< Ý) BD, + Вб) = nitg T. © 
“= 


fE ВЕ, 1 ВВ... T F B... F... L B.B... T F, W 
B.B... + ВВ > B. F, + В.Е 


= BnCsin ZL + C.B... sin T= B.B, asin zZ 
= bsin Z. 
记 等 宽 线 ОИ 2n 边 形 Bi…Ba 的 周 长 为 gw, 则 
gu = PBB + ВВ) > тыйа Z, ° 
= 
iñ Q.@, 81 nbsin © < qi, < Qu Сай z, © 


但 Р. = ang Z E @O| | FB E п AE M 
0. = nisin Z ОО 2 | MARE n HERAK, B Пар, = 
lim, = б. н @ RY 
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limQ,, = limq,, = лб. 


e 宽度 为 上 的 等 宽 曲 线 Q 的 周 长 是 xb. 

参考 文献 [ll,pp.162—169J. 

(张文华 ) 

Sylvester 三 点 共 线 问题 (Sylvester problem of collinear three 

points) 平面 上 是 否 存在 这 样 的 有 限 点 集 5, 它 不 全 在 一 条 直线 
上 ,但 通过 S 中 任意 两 点 的 直线 至 少 还 包含 S 中 的 另 一 点 ? 

这 个 问题 是 由 美国 数学 家 丁 T. Sylvester (1814 —1897) F 
1893 年 提出 的 . 1933 #Е,Т. Gallai 证 明了 下 述 结论 : 对 于 平面 上 
任意 不 全 在 一 直线 上 的 有 限 点 集 S, 必 定 存在 这 样 的 一 条 直线 , 它 
只 通过 S 中 的 两 个 点 (这 种 直线 称 为 寻常 直线 ). 但 他 的 证 明 非 党 
复杂 . 大约 又 经 过 了 10 年 ,L. M. Kelly 给 出 了 一 个 较为 简明 的 证 
S. Kelly 和 Morse(1892 一 1977) 还 进一步 证 明 : Е п 
的 集合 中 ,至 少 有 次 条 寻常 直线 . 

下 述 证 明 的 思路 源 于 Kelly. 

H T S 中 的 点 不 全 在 一 条 直线 上 , 故 对 于 通过 S 中 两 点 的 任 
意 直线 ! 而 言 ,S 中 必 有 不 在 ! 上 的 点 已 存在 .因此 ,可 以 编制 一 
个 “ 线 点 组 合 "(!,P) 表 ,并 把 点 P IER 1 的 距离 记 为 2(L,P), 称 
之 为 伴随 距离 , 因为 S 中 的 点 数 有 限 , 所 以 上 述 线 点 组 合 的 个 数 
也 有 限 ,伴随 距离 只 有 有 限 个 , 故 其 中 必 有 最 小 的 , 记 为 d. 假定 以 
dq 为 伴随 距离 的 线 、 点 为 与 A, FEK 


证 明 7" 只 通过 5 中 的 两 个 点 。 A 
ELATEABII T B, АВ = d ,但 

В 必 不 属于 点 集 5. 因为 ,车 BES 的 话 ， $ z 

对 于 直线 4XCXES,XEZ ME В, 二 

伴随 距离 就 小 于 d, 这 与 4 是 最 小 伴随 “ A A ; 
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因此 ,如 果 1* 上 有 5 中 的 三 点 的 话 ,其 中 至 少 有 两 点 在 B 的 
ARRA д X fl Y ОШЕН 4 - 407). 5-{ЕХ27 | АУТ Z, 则 对 


于 直线 AY RUR X 而 言 ,其 伴随 距 商 为 |1XZ|, 由 于 32 = дү < 


ЖУ <1,1XZ| <d. жч d EREMIE HF A. 


这 说 明 , 任 何不 全 在 一 条 直线 上 的 有 限 点 集 必 有 寻常 直线 . 因 
此 ,平面 上 不 可 能 找到 这 样 的 有 限 点 集 5, 它 不 全 在 一 直线 上 ,但 
通过 其 中 任 两 点 的 直线 必 会 有 S 中 的 另外 一 点 . 
参考 文献 [D1, рр. 14—17]. 
(张文华 ) 
Helly 定理 (Helly's theorem) 平面 上 个 (n 之 3) 凸 图 形 ( 闭 的 ， 
有 界 ), 车 其 中 任意 三 个 都 有 公共 点 , 则 这 个 凸 图 形 必 有 公共 点 - 
此 定理 由 奥地利 数学 家 Eduard Helly (1884—1943), 
是 有 关 凸 图 形 的 一 个 基本 定理 . 
这 个 定理 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 . 
1. 当 ” 一 3 或 4 时 ,命题 是 成 立 的 . 
{п = 3 时 ,命题 显然 成 立 : 今 考虑 x = 4 的 情况 ， 
设 凸 图 形 #,,,,Ф, HARA P, Dn D D HARR 
D,D DARRAR D D 2 有 公共 点 3 
U) Ë PQR S 四 点 中 有 三 点 在 一 直线 上 ,譬如 P ERB 
QR L.H T О,КЕ 多 ,, 故 线段 QR 上 的 点 均 属于 Zo УЛДАР 
也 属于 多 ,但 P 是 Ф,,Ф,,Ф, 的 公共 5 
ЖР 外、 多 1, 多、 多 ,的 公共 点 . м 
(2) # P.Q.R.S 四 点 中 ;任意 三 点 
均 不 共 线 , 且 任意 一 点 都 不 属于 其 他 三 点 
形成 的 三 角形 ,例如 ,5 在 APQR 外 ,如 图 R 
4 - 408. 这 时 线段 SR 与 PQ 的 交点 М 图 4=408 
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是 Ф,,Ф,,„Ф,,Ф, WARA. 因为 线段 PQ 既 在 @, 内 ,又 在 Z, 
内 ,线段 RS AE 2, 内 ,又 在 D, 内 , 故 M = PAN RS 是 四 个 凸 
图 形 的 公共 点 ， 

(3) Æ P.Q.R.S 四 点 中 有 一 点 位 于 Q 
其 他 三 点 形成 的 三 角形 内 ,比如 3 在 P 
APQR 内 ,如 图 4-409, 此 时 整个 APQR 
在 凸 图 形 Z, 内 , 故 5 亦 应 在 @, 内 ,但 5 
ED, 2, 2. WAR АК Е 多、 多 ;、 
D, D MARR. суы 

2. Жл = АРТ я — & + 1 时 命题 也 成 立 : 

O) 设 于, 氏 24 是 凸 图 形 ,其 中 任意 三 个 都 有 公共 
点 ,特别 地 2, 与 多 ,+; 有 公共 点 . 设 Z = Z, N @,., DER 
图 形 . ERF jAK Ijli) ZD M 
多 必 有 公共 点 ,这 是 因为 多 = D, N Dirr f Zir Di Zi, Diri 
是 四 个 三 三 相交 的 凸 图 形 , 根 据 n = 4 时 的 结论 ,它们 有 公共 点 . 

(2) 考察 D, Dir ,多 ,多 这 上 个 凸 图 形 ,由 (1) 知 其 中 任 
意 三 个 都 有 公共 点 ,于 是 根据 归纳 假设 ,个 是 图 形 多;, 多;,…， 
Dh DHARA 这 个 公共 点 当然 也 是 地 十 1) 个 凸 图 形 @,, 
Dars Di, Di АЗЕ. 

由 以 上 可 知 ,对 于 任意 n(n 宇 3), 命 题 均 成 立 . 

推广 1 一 焦 ( 无 限 个 ) 有 界 闭 凸 图 形 , 若 其 中 任意 三 个 都 有 
公共 点 , 则 这 能 图 形 有 公共 点 . 

推广 2 R 空间 中 的 n(n 三 4) 个 凸 集 , 若 其 中 任意 四 个 的 交 
集 均 非 空 , 则 这 n 个 凸 集 的 交集 非 空 ， 

推广 3 R" 空 间 的 入 个 凸 集 , 若 其 中 任意 z+1Cn 十 1<N ) 
个 凸 集 的 交集 非 空 , 则 这 N 个 凸 集 的 交集 也 非 空 . 

参考 文献 [5spp. 36 一 37],[18,p. 131]. 


(张文华 ) 
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Pick 定理 (Piek's theorem) 顶点 都 在 格 点 上 的 简单 多 边 形 x 
的 面积 5 = 了 十 去 B 一 1 ,其 中 7 是 在 多 边 形 * 内 部 的 烙 点 数 ,5 
是 在 边界 上 的 格 点 数 . 

这 个 定理 是 由 Georger Pick fE 1899 年 提出 的 , 它 是 格 点 几何 


学 中 的 一 条 基本 定理 ， 
以 格 点 为 顶点 .其 边界 上 和 内 部 都 没有 其 他 格 点 的 三 角形 , 称 
为 本 原 三 角形 . 可 以 证 明 , 任 何 本 万 三 角形 的 面积 都 等 于 二， 
由 于 简单 多 边 形 都 可 以 用 这 个 多 边 形 内 部 的 ,被 此 不 相交 的 对 角 
线 将 其 剂 分 成 若干 个 三 角形 ,而 格 点 三 角形 又 总 可 被 前 分 成 若干 个 本 
原 三 角形 ,因此 简单 多 边 形 总 能 被 剖 分 成 本 原 三 角形 , 故 计算 简单 多 
WE x 的 面积 时 ,只 需 计算 前 分 得 到 的 本 原 三 角形 的 个 数 即 可 - 
设 多 边 形 = 有 力 个 顶点 ( 格 点 ), 边 上 (不 包括 顶点 ) 共 有 2 个 
格 点 ,内 部 有 了 个 格 点 ， 
* 顶点 在 多 边 形 < 内 部 的 所 有 内 角 之 和 一 了 X 360°, 
顶点 在 多 边 形 < 边 上 的 所 有 内 角 之 和 一 4 X 180°, 
顶点 在 天 的 顶点 处 的 所 有 内 角 之 和 一 (p 2)180°, 
+. 所 有 本 原 三 角形 的 内 角 之 和 
У) = 1 Xx 360° + q X 180° + (p — 2) X 180°. 
+. 本 原 三 角形 的 个 数 
n= У) +180°= 21 + p+ q —2. 
由 于 pp 十 4 二 B( 周 界 上 的 格 点 数 ), 且 每 个 本 原 三 角形 的 面积 
чү 
为 元 ?所 以 
5= ЖО ЕВ—20=1+ 38-1, 
参考 文献 [11,pp. 28~32],[17,p. 100]. 
(张文华 ) 
闵 科 夫 斯 基 定 理 (Minkowski's theorem) ”在 单位 正方 形 点 格 
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中 ,任何 一 个 面积 大 于 4 的 中 心 对 称 的 闭 凸 区 域 ,如 果 它 的 中 心 在 
一 个 格 点 上 ,那么 它 至 少 还 包含 另外 两 个 格 点 . 

这 个 定理 是 闵 科 夫 斯 基 提出 的 \ 它 记载 于 1911 年 才 被 发 现 的 
罗氏 的 跟著 中 , 它 的 发 表 引 起 了 一 连 串 关于 平面 闭 凸 域 的 显著 成 
果 的 发 现 .数论 上 许多 用 别 的 方法 难以 解决 的 问题 都 能 利用 这 个 
定理 来 解决. 

关于 平面 格 点 的 研究 ,可 追溯 到 高 斯 ,高 斯 企图 找 出 在 半径 等 
于 的 图 面 中 的 格 点 的 数目 f(r), 并 得 到 公式 : 


iaf? =n 


为 了 容易 明白 ,这 里 我 们 只 讨论 这 个 定理 的 一 个 特殊 情况 : 
一 个 边 长 为 2 的 正方 形 , 如 果 其 中 心 与 一 个 格 点 重合 , 则 这 个 正方 
形 的 内 部 或 边 上 必定 还 有 其 他 格 点 . 

设想 以 点 格 平面 上 的 某 一 个 烙 点 为 中 心 , 充 分 大 的 为 半径 
画 一 个 圆 ,再 对 加 内 及 圆周 上 的 每 个 格 点 各 作 一 个 正方 形 , 使 其 中 
心 在 该 格 点 、 边 长 为 5( 不 妨 设 这 些 正方 形 都 平行 地 放置 着 ). 如 果 
这 些 正方 形 都 互 不 重 养 , 则 它们 的 面积 之 和 为 53f(r), 其 中 f(r) 
表示 在 半径 为 ,加 心 在 格 点 上 的 加 的 内 部 或 膨 界 上 的 客 点 数 . 
又 ,这 些 正方 形 都 落 在 以 7 十 23 为 半径 的 同心 国内, 故 

Sie) < str tas s'< 1425), 


MER S E E=. pim 100 =т,щ5<1. 这 就 从 反 
面 说 明 ; 如 果 在 每 个 格 点 上 作 边 长 为 1 + єбє > 0) ,中 心 在 烙 点 
的 正方 形 ( 且 平 行 地 放置 这 些 正方 形 ), 不 管 上 多 么 小 ,这 些 正方 
形 必 然 会 相互 部 分 重 意 . 又 由 于 这 些 正方 形 都 处 于 同等 的 地 位 ， 
所 以 对 于 其 中 任何 一 个 正方 形 而 言 , 必 有 男 一 个 正方 形 与 之 部 分 
ma. 
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BU ЕЕ: БҮТ, Жыла 


Ж®& Л СШ 4 - 410), Д] HNI Q k 

AB 的 中 点 M 必 同 时 在 这 两 个 正 

方形 的 内 部 (或 周 界 上 ), 这 说 明 ; 1++ 
以 格 点 为 中 心 . 以 1 十 e 为 边 长 的 正 

方形 (不 管 如 何 放置 ) 总 包含 一 个 =? 


“平分 点 "( 相 邻 两 格 点 连 线 的 中 
10.6%) 
为 了 最 终 证 明 以 格 点 为 中 心 .2 为 边 长 的 正方 形 内 部 或 边界 
上 必定 还 有 其 他 格 点 ,我 们 运用 反 证 法 . 假如 以 格 点 4 为 中 心 、 以 
2 为 边 长 的 正方 形 内 部 或 边界 上 没有 任何 其 他 格 点 的 话 , 只 要 = 
小 于 其 他 格 点 到 这 个 正方 形 各 边 的 最 短 距离 ,那么 把 这 个 正方 形 
的 边 长 扩大 为 2 十 2e( 边 保持 原来 方向 .中心 仍 在 4) 以 后 , 它 仍 不 
包含 其 他 格 点 , 现在 把 边 长 为 2(1 十 e) 的 正方 形 再 缩 为 边 长 为 1 十 e 
的 正方 形 ( 中 心 仍 在 4, 边 的 方向 也 不 变 ) , 则 得 到 的 边 长 为 1 十 的 
正方 形 不 会 含有 “平分 点 ", 但 这 是 与 前 面 导 出 的 结果 (* ) 直 接 相 
0. 
只 要 稍 作 调整 ,上 述 证 明 思 路 可 以 用 来 证 明 一 般 性 命题. 
推广 在 n 维 空间 中 ,任意 一 个 以 原点 为 对 称 中 心 . 且 体 积 大 
于 的 陪同 域 R, 必 包含 一 个 异 于 原点 的 格 点 ， 
参考 文献 [2p 97],[6,pp,43 一 46],[14,p. 54]. 
(张文华 ) 
ЖИ ЖЮ (Minimal covering circle) 平面 上 直径 为 d 的 有 
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这 个 定理 是 由 W. H. Young(1863 一 19427 提 出 并 解决 的 , 称 
为 Young 定理 , 它 是 点 集 覆 盖 理 论 中 的 一 条 基本 定理 ， 
设 平面 上 的 一 个 有 限 点 集 玉 二 {P,P,…1P,) ,其 直径 为 4， 
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C 是 点 集 五 的 最 小 覆盖 圆 . 易 知 ,最 小 覆盖 圆 是 唯一 的 . 

首先 指出 ,圆周 C 上 至 少 存在 EE 中 的 两 个 点 ,理由 如 次 ; 
O) 如 果 任 意 点 P.(i 二 1,2,…3n) 都 不 在 图 周 C 上 , 则 ОР 
#,ОЗ&Е C 的 圆心 ,r JE Bj C 的 半径 ), Ф т = max(OP,, 
OP:…OP,)， т<. РЕ ООС) ООС) АИ R 
这 与 C 是 最 小 覆盖 圆 的 假设 相悖 . (2) ЖС ER#A E Т 
点 ,例如 Pi, 过 Pi ИСА Г, А P;(i=2,3,…，,n) 作 
圆 , 使 它们 与 1 相 切 于 已 (如 图 4- 411), 这 些 圆 都 在 图 C 内 部 ,其 
中 最 大 的 一 个 ( 记 为 C)) 必 覆盖 五 ,但 它 却 比 C 还 小 ,与 C 是 最 小 
覆盖 图 的 假设 相悖 . 

其 次 ,如 果 最 小 覆盖 贺 C 上 只 有 已 中 的 两 个 点 Pi Pr PiP: 
必 是 圆 的 直径 ;如 果 C 上 有 的 三 个 或 三 个 以 上 点 , 则 贺 周 C 被 
这 些 点 所 分 成 的 贺 弧 一 定 全 不 大 于 半圆. 其 理由 如 次 : 如 果 最 小 
AARC 上 有 大 于 半圆 的 弧 段 PimPi( 如 图 4- 412), it P, Pa 
Bi C 内 的 另 一 点 Р, 作 圆 ,这 些 圆 中 的 最 大 者 СВ Е 的 覆盖 圆 ， 
但 它 比 C 更 小 ,这 与 C 是 最 小 覆盖 圆 的 假设 相 迟 . 


Р, 


) 


Р, 


图 4-411 图 4-412 


最 后 ,通过 计算 来 估计 最 小 神 盖 圆 的 半径 r 

车 圆周 C 上 恰 有 两 点 Pi、Pi, 则 P.P, B| C 的 直径 , d E 
AR E HHH, Pr. P, € Е,;. Р,Р,<4. 

¿r= TPP, <la < <S 
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车 圆周 C # E HRA Pis Pas Ps 所 


ЯВИ ЖКТЕ, BJ AP,P,P, А 
是 非 能 角 三 角形 . 设 边 P.P, 最 长 , 记 EN 
&Р\Р,Р,= б, 60° < 0 < 90°. 于 是 P, 


sin P" 
ВА 5 РР; 图 4-413 
— 2sin 0 ` 2sin 60° 


顺便 提 一 名 ,Young 还 研究 了 HE2 [8] F 0928 ГАЈ, Н: 
车 直径 为 的 ” 维 有 限 点 集 的 最 小 覆盖 球 的 半径 为 ~, 则 


NETE 

参考 文献 [7,pp.116 一 124]. 

(张文华 ) 

直 尺 刻度 问题 (Marks on the ruler) 一 根 一 定 长 度 的 直 尺 上 ， 

至 少 标 出 几 条 刻度 线 ,才能 利用 已 给 刻度 线 " 一 次 地 "( 即 一 次 利用 
已 给 刻度 线 的 差 ) 找 出 其 他 刻度 线 ? 

号 称 “ 游 戏 数学 三 大 师 之 一 ”的 美国 人 Н. E. Dudeney(1857 一 
1931) 指 出 ,一 把 13 厘米 长 的 尺子 ,只 要 有 四 条 刻度 线 (1,4,5， 
11) ,就 能 一 次 性 地 读 出 1 一 13 厘米 的 整数 长 度 ; 

2@=13—11,3=#%—1,@=11— Буй =11—4.8=13— 
5,9 = 13 — 4,10 = 11 — 1,12= 13 — 1. 


1 45 п 


84-44 


这 个 问题 也 可 以 利用 另外 四 条 刻度 线 来 解 . 例如 标 出 1.2、6、 
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10 四 个 刻度 ,其 他 刻度 线 就 可 以 利用 它们 “一 次 性 ”地 得 出 ， 


12 6 10 


图 4-415 


这 个 解法 是 由 矩 阵 博士 (Dr，Matrix ,马丁 ， 加 德 纳 笔下 的 一 个 点 
构 人 物 ) 给 出 的 . 

在 36 厘米 长 的 直 尺 上 至 少 要 有 八 个 刻度 ,才能 量 出 1 一 36 M 
米 的 一 切 整数 长 度 , 这 八 个 刻度 应 分 别 标 在 1,3,6,13,20,27,31， 
35 处 . 该 解法 由 John Leech 首先 发 现 . 他 的 论文 们 ,2,3,…,n 的 
差 数 表 示 ) 被 认为 是 经 典 性 的 ,刊载 于 (伦敦 数学 会 杂志 (Journal 
of the London Mathematical Society) 第 31 Ж. 

如 果 只 有 三 个 刻度 , 则 最 大 限度 只 能 测 到 10 厘米 . 因为 这 三 
个 刻度 ,连同 尺子 两 端的 两 个 刻度 ,实质 上 是 五 个 刻度 ,而 能 测量 
的 长 度 ,显然 是 这 五 个 数字 中 每 两 个 数字 的 差 ,由 于 组 合 数 C3 一 


571 = 10 ,所 以 10 厘米 显然 是 最 大 限度 . 


25 
美国 数学 家 Solomon W. Golomol 指出 了 直 尺 刻度 问题 与 图 
论 中 的 完全 图 之 间 的 联系 ( 见 图 4-416,417): 


0 1 
i : А < 
ТД 6 4 


4-16 4-47 
在 任意 长 的 尺子 上 ,需要 标记 刻度 的 最 小 个 数 及 其 具体 刻 法 ， 


这 个 问题 迄今 还 未 解决 ， 
由 于 问题 的 复杂 性 ,一 些 名 家 给 出 的 解 续 也 往往 有 不 足 之 处 
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而 受到 后 人 的 批驳 . 例如 ,Dudeney 认为 ,只 要 有 六 个 中 间 刻 度 ,就 
可 以 从 1 厘米 一 直 量 到 22 厘米 ,并 指出 了 两 种 具体 刻 法 : 
(HD): 1,2,3,8,13,18; 
(Z): 1,4.5.12,14,20. 
一 般 认为 ,Dudeney 的 解法 是 最 好 的 结果 了 . ЖП, B Ж 
村 幸 三 郎 先生 指出 ,Dudeney 的 结果 还 可 改进 ; 中 间 刻 六 个 刻度 
的 话 , 可 测量 的 长 度 可 以 是 23 厘米 ,具体 刻 法 是 ， 
1,4,10,16,18,21. 
蔷 村 先生 说 ,这 个 方法 是 日 本 富士 市 的 一 个 名 叫 山 本 窜 勇 的 
小 人 物 想 出 来 的 ,此 人 还 在 研究 贺 形 尺 的 刻度 问题 呢 . 
参考 文献 [20,pp. 160—1691,[21]. 
GAH ”张文华 ) 
潜入 侦察 问题 (The Scout problem) 在 敌人 占领 的 小 岛 (图 4 - 
418 中 以 O 点 表示 ) 上 有 一 个 探照灯 ,其 照射 半径 为 a 一 1 千 米 , 绕 
垂直 轴 匀 速 旋转 一 周 所 需 的 时 间 为 7 一 1 分 . 现 我 方 一 稻 侦 察 快 
艇 要 潜入 该 岛 .试问 ; 为 避 开 敌人 的 探照灯 ,该 艇 的 最 低速 度 应 多 
少 ? 应 如 何 行驶 ? 
在 军事 上 ,探照灯 能 照射 到 的 以 O 为 加 
心 ,以 a 为 半径 的 贺 域 称 为 “暴露 区 ”. 无 疑 ， 
快艇 潜入 的 最 有 利 时 机 是 探照灯 刚 扫 过 潜 人 
点 4 的 时 刻 , 如 果 快 艇 沿 直线 径直 驶 向 小 岛 ， 
想 不 被 探照灯 发 现 ,必须 在 探照灯 绕 完 一 周 
之 前 到 达 , 即 


2 Туа тр 60 Ж/Е, 


即 快艇 的 速度 必须 不 小 于 60 千 米 /时 . 
为 了 安全 潜 人 小 岛 ,这 个 速度 能 不 能 减 小 呢 ? 


图 4-418 
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请 注意 ,对 于 探照灯 光线 OP 来 说 ,虽然 它 的 角速度 o = р 


是 固定 不 变 的 ,但 是 对 于 OP 上 的 不 同 点 来 说 ， ннан 
都 是 不 同 的 ,点 离 圆心 О 越 近 ,其 线 速度 就 越 小 , 因此 ,速度 为 了 


的 快艇 着 能 在 探照灯 旋转 一 周 之 前 到 达 半 径 为 = PT 的 加 上 ,以 


后 便 可 以 在 这 个 加 上 行驶 而 不 被 发 现 了 - 以 O Wb, = 到 为 
半径 的 加 就 是 “安全 区 ”在 安全 区 内 , 光 点 旋转 的 线 速度 小 于 快 和 
的 速度 ,在 图 4 - 419 中 ,我 们 用 由 长 到 优 的 箭头 来 表示 线 速度 
вшм. 

ASR R BEA И Av 8 ЕНИ 
PARIZ зке ‚ин о 必 
MAERA 


т <т. 男 4-4I9 
в атр 


换 句 话说 ,只 要 快艇 的 速度 不 小 于 51.7 千 米 /时 , 它 就 能 顺利 完成 
任务 
现在 问 ; 这 个 速度 还 能 减 小 吗 ? 
回答 是 , 可 以 ,但 要 运筹 得 当 . 
Ep ЖЫЙЫР 


KREAN 2 з" REM A 点 潜 人 到 达 安 


кян ty 快艇 可 能 到 达 的 区 域 
是 以 4 为 图 心 ,voto УЖ БК D 
С а -420 中 的 阴影 区 域 ), 从 OO 作 这 个 贺 弧 
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的 切线 OP, 切 点 为 N, 记 ZAON = В. 如 果 快 艇 沿 AN 方向 行 
驶 ,小 时 后 到 达 N 点 ,而 N 点 应 在 安全 区 的 边界 上 . 于 是 


Т 
NO=r= w © 
AN = vts @ 
АМ 

NO = sh, @ 
NO = a cos 8. @ 


又 由 于 探照灯 要 时 到 快艇 ,其 放 转 角 应 为 2r 十 ‚ОЕ 
时 间 为 (2r + B) = 经 ,因此 


Ск В) + 20—100 ов e, 


因此 ， ай D = 7 = 2т + B. 


解 超越 方程 tgh = 2x 十 ,得 月 的 近似 什 


8 20. Абт. 
хн, Фа 
v= zea cos f, @ 
将 及 的 值 代 人 ,得 


ъ= В ~ 48 + / 时, 


因此 ,快艇 的 最 低速 度 应 为 48 千 米 /时 ,应 沿 AN 方向 行驶 . 
参考 文献 [8,pp.63—681. 
(RAA 张文华 ) 
B 198 (The Cheese problem) 一 块 多 孔 的 正方 形 干 酷 ,能 


878 数学 名 题词 典 


和 否 分 切 成 若干 凸 多 边 形 小 块 ,使 每 小 块 都 含有 一 个 小 孔 ? 或 者 说 ， 
车 在 正方 形 内 部 排列 着 若干 个 互 不 相交 的 加 ,能 否 将 此 正方 形 分 
制 成 若干 个 凸 多 边 形 , 使 每 个 凸 多 边 形 刚好 含有 一 个 圆 ? 

当 各 圆 半径 均 相 等 时 ,可 以 如 下 进行 . 设 
已 知 圆 的 圆心 为 C1,C1,…,C.. 显然 ,到 加 C, о g 
ИТА С, ЕЮ EU | o [o> 
连 心 线 CC 的 中 垂 线 i( 即 这 两 圆 的 根 轴 》 «ү! 
为 界 的 .包含 点 Ci ТРЕЯ EK FE | O уо 
n 一 1 ЕЗЕШ Е0)=1,2,-",1—1,1+1, 
… yn) 的 交集 {M | IMC,|< |MC,| ,对 于 所 有 
的 j 尖 让} 是 一 个 凸 多边 形 (在 正方 形 内 部 分 ), 这 个 凸 多 边 形 包含 了 
B) Ci; 但 不 包含 其 他 的 贺 . 若 依次 令 i 二 1,2,…yn, 则 得 到 4 个 凸 
多 边 形 ,其 中 每 一 个 凸 多 边 形 只 包含 一 个 圆 , 显然 ,这 些 多 边 形 覆 
盖 了 整个 正方 形 ,而且 没 有 公共 的 内 点 . 


图 4-421 


图 4-422 
当 各 加 半径 不 全 相等 时 ,只 要 用 两 
юж Ой ЖК; ЕЕЕ & 
的 中 重 线 ,问题 同样 可 以 解 次 . 设 已 知 È 
AAOC (ri), @C, (rr), =, @C.(r,), K GY 
+6 rare war 不 全 相等 设防 为 // 
ОС.) 1 ОС, (r) ЗЯ, Е, 
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如 为 界 的 \ 包 含 加 Ci(r) 的 那个 半 平 面 , 则 地 一 1 个 半 平 面 Pi (一 
Ls2si— litle n MRR (M| СМС?) LMCI —ri) РТ 
有 的 у) #&—Л-\ ИЕ СЕРЕН) E# BRA ОС,,). 
参考 文献 [8,pp.54—56J. 
( 谈 群 柏 mx) 
行星 谐 洞 问题 (The holing of a planet) 在 一 个 小 实心 球 和 一 
个 行星 上 分 别 凿 一 个 6 寸 高 的 圆柱 形 洞 ( 圆 柱 的 轴线 过 球 心 ) ,各 
自 剩 下 部 分 的 体积 那个 大 ? ЧЕ: 寸 是 中 国 古 代 计 量 单位 , 1 米 一 
30 f) 
本 题 原 出 处 不 明 , 但 由 于 科普 大 师 马 丁 ， 加 德 纳 的 报导 而 传 
айя. 
如 图 4- 425, ЕНЕНЕ 088 y ii — УНЕ УБАРА pR. 
圆柱 的 高 是 6 寸 ,底面 图 的 半径 为 VR 一 9 寸 , 其 体积 为 Va 
= 6x(R: — 9) F’. 
янки к-з›,&шШКЕЕ (P t, 
YR 一 9 寸 , 其 体积 为 


Узе = EA +3) 


= Так — DER — 3) 308° — 90] 


= FORI — 9R! HDG. 图 4-425 


所 以 剩 下 部 分 的 体积 是 
V = Va — Ves — 2V yu 
=} — висе — 9) — EOR — К + 27) 
= 3r’). 
这 真是 一 个 出 乎 意料 的 结果 , 它 竟然 是 一 个 常数 ,与 球 半 径 的 大 
小 完全 无 关 ! 这 个 结果 告诉 我 们 在 硕大 无 朋 的 行星 上 打 洞 跟 在 一 个 
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小 球 上 打 洞 一 样 ,只 要 两 个 洞 的 高 度 相 等 , 剩 下 的 体积 就 一 样 大 . 

其 实 , 只 要 认真 想 一 想 , 你 就 不 会 感到 奇怪 了 . 因为 在 行星 上 
打 一 个 高 度 仅 为 6 寸 的 洞 的话 , 这 个 洞 一 定 大 得 不 可 思议 ,这 时 行 
星 的 99. 999 999 99% 将 被 打 掉 , 剩 下 的 就 只 有 36z +° T- 


В 4 -426 


жые ЯН ЖЕШ. 如 图 4- 426, 设 想 把 两 
个 球 的 球 心 置 于 同一 水 平面 上 ,然后 用 水 平面 (垂直 于 洞 的 轴线 ) 
堆 打 洞 后 两 个 球 的 剩余 部 分 ,显然 截 得 的 是 两 个 圆 环 ,它们 的 面积 
都 是 x(9 一 z), 其 中 z 是 球 心 到 截面 的 距离 , 一 3 入 入 3. 根据 
祖 蜡 原 理 , 剩 余部 分 的 体积 是 相等 的 ,与 球 半径 的 大 小 无 关 , 本 文 
可 参考 Mathematical carnival, Simon & Schuster, New York, 
1966. 
(йж ЖХ) 
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一 极限 和 连续 


tm +| =? 
16 世纪 末 , 苏 格 兰 人 纳 皮 尔 编制 了 世界 上 第 一 个 对 数 表 . 纳 
皮尔 对 数 是 相当 于 底数 为 (1. 000 000 Da 的 对 数 ,其 底数 可 


写成 
ЧИ 
(+510000 
HER- 
把 i+ ЕНЕ R n а АИ 的 间隔 


就 越 小 ,这 样 的 对 数 表达 就 越 有 用 ,从 而 人 们 必然 要 考察 极限 
tim| ! 十 工 | ”并 试图 用 其 极限 值 作为 对 数 的 底 . 


这 个 极限 存在 性 的 证 明 可 归结 为 证 明 数 列 || 1 十 二 | | ж 
WB EM. 

БЕ ЕНИНЖ ЧИЕТ КЛИ SEK 
小 于 算术 平均 数 ,所 以 
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EF. ы fe- ES Б 
ET Га 


i) 

АШ 1+ [1+ 

这 就 是 说 ,数列 | | 十 十 | | жш. 
根据 平均 值 不 等 式 , 当 ?” овен 


5 s= 
ИБ ЕУ: Б-Ы 
6) п +1 nl’ 


Аю к= 
所 以 ($ >f} >|[1+1|`, 
m |[1++1|'<[#|'<з. 
上 式 是 在 n>>5 时 导出 的 ,但 由 于 数列 || 1-4-1 | | 递增 ,所 


шл 过 5 时 也 成 立 . 这 就 表明 了 数列 || 1 十 二 | Em. 从 


而 存在 极限 , 它 是 一 个 无 理 数 .1727 年 ,网 拉 用 “e” 来 表示 这 个 极 
限 , 即 


利用 公式 
Ж. Ai 1 
рТ a ss s a 
可 以 算得 
e = 2.718 281 828 459 045- 
无 论 在 理论 上 还 是 在 实用 上 ,e 这 个 数 都 有 特殊 的 重要 性 . 
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在 一 些 具 有 复 利率 的 现象 中 ,例如 ,化 学 反应 ,放射 性 物质 的 衰变 ， 
物体 的 冷却 ,电容 器 上 电压 的 变化 ,微生物 的 增长 ,等 等 ,人 们 研究 
量 的 变化 时 ,往往 是 由 4 |1 十 75) 型 结 构 式 ,经 过 极限 过 入 与 
数 e 相 联系 。 

以 为 底 的 对 数 叫 自然 对 数 ,自然 对 数 的 求 导 运 算 特 别 方便 ， 
所 以 在 理论 研究 时 宁愿 采用 自然 对 数 而 不 用 常用 对 数 , 

参考 文献 [37,pp.296—2989],[41,pp, 28—29]. 

Glz) 


lim sinr =} 


17 世纪 , 微 积分 问世 后 ,人 们 经 常 要 考察 两 个 无 穷 小 量 之 比 
的 极限 - 
# => 0, ШЕ 5-1 所 示 ,4B 弧 是 半径 为 I 的 圆 的 一 部 分 . 


AOAC 的 面积 显然 等 于 二 sinzeosz, 它 р 


ЛТ OAB ñN BL z. TRNA р (Ж 

的 面积 又 小 于 人 ODB 的 面积 24 

їл 2.852 Ó == СВ 
2 #® = y Cam: 

因此 ， 二 sinzeosz 之 小 < 1 SE , 


Е 1 
即 or а аа Ф 


1 
42 0084, сог 1,1, 


т sinz 
ааг HAM е- ШЫ 


因为 比 式 “© ЕШ — z ü z BORDE, наа 
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йк ЭЛ4 
= x š 


上 述 推导 过 程 ,借助 于 初等 几何 中 图 形 面积 的 知识 . 下 面 是 
一 个 分 析 的 解法 ,其 方法 是 用 分 析 法 定义 三 角 函 数 ,使 它们 摆脱 几 
何 直观 性 . 例如 ,用 无 穷 级 数 来 定义 ,规定 


isma = Е us E EE SP — p. 
i 
і E EE EE E @ 


ATRAEN ШТИТИО НВА 
限 .实际 上 ,由 加 可 得 (z > 0 Bf) 


显然 右边 的 宕 级 数 的 和 在 工 一 0 处 是 连续 的 ,于 是 


іа 102 о 


= т = 


=1-0+0—= 
=1. 


该 极限 与 lim| 1 十 二 | 合 称 为 “ 敏 积分 中 两 个 重要 极限 ”. 
参考 文献 [24,рр.38—39],[42,рр. 15—16]. 
( 刘 云 章 ) 
黎 遇 函数 (Riemann function) 在 区 间 [0,1] 内 定义 函数 f(z): 
着 是 有 再 数 而 表示 为 不 可 通 约 分 数 台 , 则 f(z) = 二 ;对 于 无 理 
# z, f) = 0, 则 函数 在 任 一 有 理 点 有 普通 间断 ,同时 在 任 一 
无 理 点 它 是 连续 的 . 
19 世纪 黎 曼 考察 了 该 函数 - 


са 887 


设 交 是 所 考察 的 区 间 内 的 任意 一 点 . НЕ е0, 
不 超过 二 的 自然 数 g 仅 有 有 限 个 数 存 在 . 意 即 ,在 区 间 内 只 能 找 出 
有 限 个 有 理 点 上 使 了 | 台 | 22е. 点 可 以 用 不 信任 一 个 这 
种 点 在 内 (或 许 要 除去 点 z, 本 身 ) 的 邻 域 (zx, 一 6,z + 8) 来 包围 


E. 那么 只 要 |z — 2,1 过 8(z 头 zo) ,不论 z 是 否 是 有 理 数 ,在 任 
何 情形 下 常 有 S| <=. 意 即 ,对 于 任意 点 zo 存在 着 


Яс + 0) = f(z — 0) = 0. 


车 zo 是 无 理 点 , 则 又 有 f(zo) = 0 , 即 函数 在 这 点 为 连续 ;又 
车 zo 是 有 理 点 , 则 f(zo) 异 于 0, 故 有 两 方 的 普通 间断 ， 
参考 文献 [19,pp. 145—146]. 


怎样 求 抛物 线 弓形 的 面积 (How to calculate bow-shaped area) 
在 阿 基 米 德 之 前 ,有 些 数 学 家 已 能 推导 圆 弓 形 或 双 曲 弓形 的 
面积 ,但 是 从 未 有 人 试图 求 抛物 线 弓 形 的 面积 ， 阿 基 米 德 用 穷竭 
法 来 计算 抛物 线 马 形 的 面积 ， 
阿 基 米 德 的 方法 接近 于 现行 的 积分 
法 .如 图 5-2, 过 弦 4B 的 中 点 工 ; 作 平 
行 于 抛物 线 对 称 轴 的 直线 交 抛 物 线 于 点 
C; 同 理 , 过 CA、CB 的 中 点 M.N 作 同 样 
的 平行 线 得 点 D.E. 阿 基 米 德 根据 抛物 
线 的 几何 性 质证 明了 


Sacar + Sas = Sawna 
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重复 地 应 用 此 方法 就 可 得 抛物 线 弓 形 的 面积 . 
用 现代 的 说 法 ,这 号 形 的 面积 就 等 于 下 面 无 穷 级 数 的 和 ， 


Same + Saase + Saam + 8де +" 


П 
= ме. 


古 希 腊 人 对 无 限 过 程 缺 乏 认 识 ,不 懂得 无 限 运算 ， 阿 基 米 德 
设 有 运用 无 穷 级 数 进行 计算 ,他 先 算出 前 项 ,巧妙 地 加 上 一 个 余 


项 ,估算 出 BETE {Saue BE AINE MEN ` 

阿 基 米 德 计算 抛物 弓形 面积 的 方法 是 创立 定 积分 的 先 声 , 只 
要 用 现代 的 极限 方法 ,就 可 使 阿 基 米 德 的 方法 严格 化 ,使 其 成 为 和 
现代 积分 法 本 质 上 相同 的 东西 . 

参考 文献 [39,pp.48—54]. 

(12%) 
怎样 作曲 线 的 切线 (How to draw ће tangent line of eurve) 

古 希 腊 人 曾经 研究 过 圆锥 曲线 的 切线 , 阿 基 米 德 还 给 出 螺 线 
的 切线 构造 法 ,他 们 把 画 欠 曲线 的 切线 定义 为 和 曲线 只 接触 于 一 
点 而 且 位 于 曲线 的 一 边 的 直线 . 

到 了 17 世纪 ,人 们 对 光学 的 研究 ,需要 研究 光线 通过 透镜 的 
通道 ,必须 知道 光线 射 人 透镜 的 角度 以 便 应 用 反射 定律 . 重要 的 
是 光线 同 曲线 的 法 线 间 的 夹 角 法 线 是 垂直 于 切线 的 ,所 以 问题 在 
于 求 出 法 线 或 者 是 求 出 切线 . 另外 ,人 们 对 运动 物体 的 研究 也 奉 
涉 到 切线 问题 , 运动 物体 在 它 的 轨迹 上 任 一 点 处 的 运动 方向 ,是 
轨迹 的 切线 方向 - 

古 希腊 人 的 切线 定义 ,对 于 17 世纪 所 碰 到 的 较 复杂 的 曲线 已 
不 适用 了 这 时 法 国 几 何 学 家 、 物 理学 家 Roberval 提出 一 种 看 
法 ,他 认为 曲线 是 一 个 动 点 在 两 个 速度 作用 下 运动 的 轨迹 - 例如 ， 
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从 炮 简 里 发 射 的 炮弹 是 在 水 平 速度 和 垂直 速度 的 作用 下 运动 的 . 
他 把 切线 定义 为 合 速度 方向 的 直线 . 这 样 的 定义 比 古 希 腊 人 的 定 
义 要 复杂 些 ,但 它 能 适用 于 较 多 的 曲线 . 一 方面 ,这 个 概念 是 有 价 
值 的 , 它 把 纯 几 何 同 力学 联系 起 来 了 , 但 在 另 一 方面 ,这 个 切线 定 
义 在 数学 领域 内 是 令 人 讨厌 的 ,因为 它 是 在 物理 概念 上 定义 切线 
的 ,很 多 曲线 是 在 与 运动 无 关 的 情况 下 产生 的 ,切线 的 这 个 定义 
就 相应 地 不 适用 了 

费 马 对 确定 函数 的 极 值 问题 很 感 兴趣 . 函数 的 图 像 中 , 极 大 
点 对 应 一 个 峰 顶 , 它 比 相 邻 的 其 他 一 切 点 都 高 ,而 极 小 点 对 应 一 个 
谷底 , 它 比 相 邻 的 其 他 一 切 点 都 低 . 为 了 刻画 极 大 点 和 极 小 点 的 
特征 ,很 自然 地 要 用 到 曲线 的 切线 概念 ANERE 1637 年 的 手 
稿 ( 求 最 大 值 和 最 小 值 的 方法 ) 中 发 现 ,他 曾 设计 了 一 个 求 切线 的 
方法 ,他 认为 切线 是 当 两 个 交点 重合 时 的 唱 线 ， 费 马 的 看 法 和 现 
代 的 切线 定义 还 稍 有 出 人 , 事实 上 ,切线 只 是 割 线 的 极限 , 它 本 身 
FEMA. 

巴 罗 和 莱 布 尼 茨 都 给 出 了 求 曲线 的 切线 的 方法 . 巴 罗 用 曲线 
的 方程 ,例如 将 一 pz, 设 开 取得 一 个 增 量 =, 则 y 得 到 一 个 相应 的 
增 量 ,这 时 


Y + 2ау +a = pr + pe. 


RELER a M e 的 高 次 笃 ( 如 果 有 的 E: 
话 ), 这 相当 于 用 图 5-3 中 的 APRP' 代 
替 曲 边 三 角形 PRQ, 即 用 直线 代 蔡 曲 线 ， FU 
由 此 得 出 
ар зат Е 
š Eys 图 5-3 
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PM 
NM 2y° 

因为 PM 是 y, 所 以 他 算出 NM( 所 谓 “ 次 切 距 站 ,从 而 知道 入 的 
位 置 , 即 可 作出 切线 . 巴 罗 和 莱 布 尼 芯 实 质 上 已 得 到 了 一 个 结果 ; 
一 点 切线 的 斜率 可 以 用 此 点 的 导数 来 表示 . 不 过 ,用 极限 概念 来 
表述 切线 定义 则 还 是 19 世纪 极限 概念 明确 之 后 的 事 . 

参考 文献 [34,рр.51—54]. 

( 刘 云 章 ) 
MKH MM Are length calculation problem) 

曲线 的 求 长 问题 早 就 引起 了 人 们 的 注意 . 但 是 ,长 期 以 来 一 
直 认为 一 段 代数 曲线 决 不 会 和 一 段 可 以 画 出 的 直线 具有 同样 的 长 
度 .也 就 是 说 ,一 直 认为 代数 曲线 的 求 长 问题 一 一 画 出 一 段 直线 
使 其 长 度 等 于 给 定 的 曲线 长 一 一 是 不 可 解 的 . 到 了 17 世纪 50 年 
代 , 一 些 数学 家 应 用 无 穷 小 方法 证 明了 这 种 悲观 的 看 法 是 不 正 
确 的 、 

最 早 的 曲线 求 长 法 是 英国 人 W. Neile(1637—1670)#E 1657 
年 提出 的 半 立 方 抛物 线 y = 的 求 长 法 . 用 一 般 的 术语 说 ， 
Neile 的 方法 是 ,为 了 计算 曲线 y= f(z) 在 区 间 [0,aJ] 上 的 一 段 的 
长 度 , 先 设 法 引进 一 条 辅助 曲线 = = g(z) ,使 得 在 [0,a] 上 ,这 条 
曲线 下 的 面积 是 


A = Гес = f(z) = у. Ф 
最 后 ,得 到 所 求 曲线 长 为 
zaf VIF ГЛ 


由 微 积 分 基本 定理 可 以 看 出 ,为 了 得 到 @ 式 ,辅助 曲线 的 适当 
选择 就 是 到 ga) = P G). W Neile 没有 得 到 这 个 一 般 性 的 
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结论 - 

还 有 一 些 数学 家 求 出 了 摆 线 的 一 个 拱 的 长 度 ,等 角 螺 线 的 长 
度 …… 这 些 人 一 般 是 用 内 接 折线 去 通 近 曲线 的 , 先 求 出 折线 各 边 
的 和 ,然后 随 着 每 条 边 长 的 缩小 而 使 边 数 成 为 无 穷 大 , 这 正 是 用 
定 积分 求 曲线 长 的 萌芽 . 

曲线 的 求 长 问题 ,包括 两 个 问题 ,一 是 要 给 曲线 弧 长 下 定义 ， 
二 是 要 提供 求 弧 长 的 实际 的 计算 方法 . 解决 这 些 问题 是 徽 积分 问 
世 以 后 的 事 . 

为 了 考虑 AB 弧 的 长 ,在 AB ИРЕ п А 
折线 , 测 出 这 个 折线 的 总 长 度 把 工 , 作为 一 个 近似 值 ; 令 n 无 
限 增 大 , 且 让 折线 的 最 大 边 的 边 长 趋 于 零 , 则 


L=limL,, 


就 叫 弧 AB 的 长 ,如 果 这 个 数 工 有 穷 ,那么 AB 弧 叫 做 可 求 长 的 
人 们 首先 发 现 ,假设 平面 曲线 弧 АН 的 参数 方程 为 


r= Hy = 00) < < T, @ 


其 中 史 和 人 攻 及 其 微 商 均 在 [tu,T] 上 连续 , 则 该 曲线 弧 可 求 长 , 且 长 
度 为 


s= VOF VO. 

为 了 寻求 曲线 可 求 长 的 充分 必要 条 件 ,数学 家 Jordan 引进 了 有 
界 变 差 函数 概念 ,并 且 给 出 了 如 下 定理 ; 

Jordan 定理 曲线 回 可 求 长 的 充分 必要 条 件 为 函数 p(t) 及 
POERA T | EW 388 ИЕ. 

17 世纪 ,在 研究 天 文学 的 过 程 中 ,需要 求 出 机 加 的 局 长 . 这 就 难 
住 了 17 世纪 的 数学 家 们 当时 ,有 的 数学 家 声称 精 加 的 周 长 不 能 用 
已 知 函 数 表 出 . 有 一 段 时 期 数学 家 们 对 此 问题 的 进一步 工作 表示 失 
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ЭТ ШТА RAR . 
参考 文献 [20,pp.567—568],[23,pp.82—85J],[34, pp. 
132 一 133],[39,pp: 159—163]. 
(对 云 章 ) 
Jordan 定理 (Jordan theorem) 见 弧 长 计算 问题 . 
无 穷 小 导论 (Infinitesimal paradox) 
17 世纪 微 积分 刚 一 形成 ,就 在 各 个 领域 得 到 广泛 应 用 .但 是 另 
一 方面 , 微 积分 的 理论 基础 还 很 不 完善 ,特别 是 一 些 定理 和 公式 的 推 
导 , 在 逻辑 上 前 后 矛盾 ,不 好 理解 ,因此 受到 非 难 和 攻击 . 这 些 矛 盾 集 
中 体现 在 无 穷 小 这 个 概念 上 . 无 穷 小 量 是 微 积分 的 基本 概念 之 一 , 牛 
顿 在 一 些 典 型 的 推导 过 程 中 ; 第 一 步 ,他 用 了 无 穷 小 量 作 分 母 进行 除 
法 ;第 二 步 ,他 又 把 无 穷 小 量 看 做 零 , 去 掉 那 些 包含 它 的 项 ,从 而 得 到 
所 要 的 公式 . 例如, 为 了 求 函 数 工 一 如 的 导数 , 按 牛 顿 的 流 数 术 , 先 给 
t 添加 一 个 增 量 o( 无 穷 小 量 ,牛顿 称 它 叫 * 和 刹那 "7, 相 应 地 ,z f e 
变 为 Ho) B z 获得 增 量 为 G 4-0) — = 01 o + ot, 计算 两 
者 的 比值 


йе мери aa, 
最 后 ,再 在 所 得 的 结果 中 把 o 项 去 掉 . 这 样 便 得 到 牛顿 所 说 的 “最 
=н” 


т=й. 


显然 ,这 就 是 关于 :的 导数 。 用 莱 布 尼 获 的 记 法 ,就 是 时 — 2. 
1734 年 ,英国 暂 学 家 、 大 主教 由 克 莱 发 表 (分 析 学 家 ) 一 文 ,对 当 
时 的 微 积分 进行 了 屋 列 的 反击 . 贝克 莱 指出 :牛顿 算法 中 的 增 熙 。 究 
竞 是 零 还 是 非 稚 ? 如 果 说 是 过 ,怎么 能 用 它 去 人 分母? MERETET, 
Мо Бозо ИЕА НК. ЬИР ЕТАН, 
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X nl“ ЖУ”. 贝克 莱 哮 卉 牛顿 的 流 数 ( 即 导数 ) 是 “逝去 的 量 的 
鬼魂 ”, 攻 击 微 积分 的 推导 是 “分 明 的 诡辩” 贝克 莱 之 激烈 攻击 微 积 
分 ,一 方面 是 出 于 他 极端 恐惧 当时 自然 科学 的 发 展 所 造成 的 对 宗教 信 
爷 的 威胁 ; 另 一 方面 是 由 于 当时 的 微 积分 理论 缺乏 牢固 的 基础 , 连 牛 
顿 自己 也 无 法 摆脱 概念 上 的 混乱 ， 在 整个 18 世纪 ,对 于 微分 和 积分 
运算 的 研究 具有 一 种 “特殊 的 痛苦 ”, 在 数学 界 形成 混乱 局 面 ,造成 了 
数学 史上 的 第 二 次 危机 . 数学 家 们 不 得 不 认真 对 待 贝克 莱 悖 论 , 借 以 
解除 数学 的 第 二 次 危机 . 当时 ,有 的 人 试图 弄 清 无 穷 小 量 的 本 质 , 有 
的 人 主张 排除 无 穷 小 量 ,但 是 都 没有 解决 问题 . 这 是 由 于 数学 的 研究 
对 象 已 从 常量 扩展 到 变量 ,而 人 们 对 变量 数学 特有 的 规律 还 不 十 分 清 
楚 , 对 变量 数学 和 常量 数学 的 区 别 和 联系 还 缺乏 了 解 ,对 有 限 和 无 限 
的 对 立 统一 关系 也 还 不 明确 . 习惯 于 处 理 常量 数学 的 传统 思想 方法 ， 
就 不 能 适应 变量 数学 的 新 要求 , 仅 用 旧 的 概念 无 法 认识 这 种 “ 零 ” 与 
“ 非 零 " 相 互 转化 的 辩证 关系 . 

到 了 19 世纪 , 柯 西魏 尔 斯 特 拉 斯 详细 而 有 系统 地 发 展 了 极限 
理论 后 ,这 个 危机 才 算 基本 解决 . 极限 概念 揭示 了 变量 与 常量 ,无 限 
与 有 限 的 对 立 统一 关系 .从 极限 的 观点 看 来 ,无 穷 小 量 不 过 是 极限 为 
零 的 变量 ,这 就 是 说 ,在 变化 过 程 中 , 它 的 值 可 以 是 “ 非 零 ”但 它 变化 
的 趋向 是 “ 零 ”, 可 以 无 限 地 接近 于 *“ 零 ” 

参考 文献 [34,pp.150—158],[10,pp. 130—131]. 

(2%) 
ДЖ пея. 
阶乘 zl! 的 推广 问题 (Problem of spreading n!) 

18 世纪 ,由 于 研究 捕 值 理论 与 反 微 分 两 个 问题 , 欧 拉 对 非 整 
бп i я! 的 意义 ， 

起 初 欧 拉 发 现 


n= еа" 
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ГЕ)" k 
= П | = k+n' ° 
如 果 将 这 无 穷 乘积 中 的 公 因子 约 去 ,上 面 的 等 式 形式 上 看 来 是 正 
确 的 ; 然而 ,这 个 x1 的 分 析 表 达 式 却 不 像 基 本 定义 n(n 一 
了 有 D…，2 "1 那样 , 它 对 所 有 的 n( 除 了 n Ж i e ao Ж X, 
欧 拉 曾 用 中 作为 阶乘 概念 的 推广 ,并 给 出 其 等 价 形式 


= mimt 
G + Dr + 2)==- (n + m)` 


ШЖК) М Ж ,АПЕ И п, 


Ке айй az п! айе, 
Гаа ртс руту: 


从 而 ,找到 了 п 的 另 一 个 表达 式 
= f- logz)"dzz, ® 


右边 的 积分 对 几乎 任意 一 个 都 有 意义 .到 了 1781 年 , 欧 拉 给 出 
了 它 现在 的 形式 , 那 是 在 名 中 令 :二 一 logz 而 得 到 的 


n= fre “da. 
不 难 证 明 积 分 
je 


对 任意 的 a>>0 痢 收 合 ,并 确定 出 & 的 务 数 . 勒 让 德 称 它 为 伽 马 函 
Ж. AOE т, 
Гө) = | aean, 


伽 马 函数 是 继 初 等 函数 之 后 ,在 分 析 及 分 析 应 用 中 最 重要 的 函数 
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之 一 . 
利用 分 部 积分 ,可 得 


af wed = ze 


+ ЕС “dr, 


这 就 是 说 
Г(а + 1) = аГ(а). 


重复 应 用 这 个 公式 ,就 得 出 
Г(а +n) = (atn— D(a + n 2) (а + Darla) y 


利用 这 个 公式 计算 厂 , 对 于 无 论 多 么 大 的 a 值 ,总 可 以 化 为 是 对 于 
а<1 的 情形 来 计算 Г. 
在 这 式 中 取 a = 1 ,并 注意 到 


газ = еа =1, 
ЖАЙА Г(п 十 1) = пі. 也 就 是 
Al = [ее HARRO. ® 


按照 通常 的 规定 , 0! 二 1 ,所 以 这 个 公式 在 n 二 0 的 情形 下 也 
还 是 对 的 . 但 是 等 式 @ 右 端的 积分 究竟 不 同 于 表达 式 n1, 它 不 仅 
对 于 整数 ,而 且 对 于 任何 大 于 一 1 的 数 n 都 有 意义 , 因此 很 自然 
地 对 于 大 于 一 1 的 任何 非 整 数 刀 ,我 们 可 以 利用 公式 加 来 定义 表达 
Җа! ,因此 ,了 函数 乃 是 阶乘 n! 的 推广 . 

参考 文献 [34,pp.144 一 146],[25,pp, 548—549]. 

2%) 
怎样 估算 n! (How to estimate п!) 

大 数 的 阶乘 ,无 论 在 理论 研究 上 ,还 是 在 实际 计算 中 ,都 起 着 

重要 的 作用 . 但 是 ,大 数 的 阶乘 ,按照 它 的 定义 ,是 很 复杂 且 不 便 
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于 估计 其 数值 的 . 不 要 说 它 的 精确 数值 ,就 连 它 大 小 的 级 ,人 们 也 
无 法 直接 求 得 . 所 以 无 论 对 于 理论 还 是 实际 应 用 来 说 , 当 很 大 
时 ,能 找 出 一 个 的 既 简 单 而 又 便于 估计 的 近似 表达 式 ,是 一 件 很 
重要 的 事情 ,公式 


пі = [таг Ф 
给 出 了 nl 的 分 析 表 达 式 ,为 这 项 工作 更 定 了 基础 
根据 中式, 可 以 导出 wn! 的 一 个 简单 近似 公式 , 即 斯 特 灵 公式 : 
т = те" /2ял[1 + 0(1)]. 
首先 在 积分 中 中 , 令 工 = ma(1 十 z) ,得 


пе [T (а + деч, 
А 


ES d +Hoe = Ме), FE 
nl = пне" [rora @ 
为 了 估计 积分 
тоо = | coya, @ 


我 们 把 整个 积分 区 间 ( 一 1, 十 3) 分 成 三 个 部 分 : (一 1, 一 入 ， 
САШ азо) tia =n L << |. 与 此 相应 , 积 
分 图 也 分 成 了 三 项 ,下 面 分别 地 估计 它们 的 值 . 

Q) 合计 积分 tn) 一 | (фу. 

因为 9 > 广 !1 一 39<0, 所 以 有 


Іп | < nš =n 0 (п оо), 
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在 整个 区 间 ( 一 4, 和 上 ， 
WE = eF (1+ ле}, 
其 中 量 Y 当 n->oo 时 在 区 间 ( 一 ,和 ) 上 保持 一 致 有 界 ; 
Yi<e (п |z| < А), 
这 里 c 是 一 个 正 的 常数 . 因此 
[nw = [ет] 


дй ДУ 
<a f s” Tae < ст” [| «ЕЧ. 


=à 


但 是 
|== 2 ya 
=2 £ Ге = у= 
所 以 当 n=oo 时 


[nw = Гета <m ун = 中 =]: 


积分 


Гета 
与 我 们 上 面 算出 来 的 积分 
аа o 228 
Í de = YE 
之 差 是 积分 


898 EFRA 


的 值 的 两 们 ;由 于 à — n” ,最 后 这 个 积分 的 下 限 等 于 = ,从 而 


根据 01,4 n 无 限 增 大 时 ,这 个 下 限 也 无 限 增 大 ,因此 ,整个 这 
BEIRA лесов E MAT EREN 


ж у=) 型 的 量 ， 因 此 ,关系 式 @ 就 给 出 


| hd = 00 <2 e+ dl Ра рау 
或 即 
Ltn) = “= у |=): @ 


如 此 ,积分 五 (m) 被 表 为 一 个 很 简单 的 "主要 项 ”与 某 一 个 余 项 之 
和 , 当 ”~cc 时 ,这 个 余 项 是 一 个 比 主要 项 更 高 阶 的 无 穷 小 量 - 


(2) 估计 积分 二 (ny = | (уч. 
因为 函数 $C=) 在 积分 区 间 上 递增 ,所 以 


Iln) < (8А а — 2) < (8С А0)". @ 
但 是 
#(— Л) = (0 — Ае, 
бо жй 
ш 0 А+ аа == Аъ] 
К 


<= z’ 


б 
ning 0 < =— 


КЕ 

z 
ap <е- С“ = m, 

3erhr=1—20>0. 我 们 知道 ,对 于 无 论 怎样 小 的 数 r>0, 当 mr 


高 等 数学 。 微分 和 积分 899 


со, E ЖР И n ЕГА Е СЮТ, == = 


п 都 要 高 阶 的 一 个 无 穷 小 量 . 因此 由 不 等 式 @ 可 以 得 到 


1 
Iln) = o| =) @ 


OEHR оо = |” (ey yas. 
这 里 再 把 积分 区 间 分 成 Ch,4) 与 [tvcoy 两 部 分 ,于 是 得 


һө) = б) + Ita) = [gode + | oraz 
在 区 间 (h,4) 上 ,函数 此 =) 递 减 ,因而 在 整个 区 间 上 都 不 大 于 &CD， 
所 以 有 
no) = fore (aypa -Dr @ 
但 是 根据 秦 勒 公式 可 知 , 当 noo 时 ， 
һу =— > +000), 
这 就 表明 , 当 充分 大 时 ; 


һу < А, 
从 而 
porde ет 


Жер т=1— 202-0, Г.) 0 — Е. REOR ПЖ HE , 34 


icc 时 


(п) = o| @ 


(2 
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要 估计 积分 13(n), 我 们 首先 注意 , H xz 之 4 时 ,不 难 算出 ， 
1+ z< =, (z) < e š . Nie, noot 


ma) = (#6) as < [eta 


S ә 
合并 四 与 四 ,就 有 
Titn) = Ty(n) + IB) = °| ер @ 
从 关系 式 同 .四 与 四 可 得 到 


тоо = | eyyas = 1л) + 1л) + (л) 
本 
= | 7)= 51+ DI 
由 此 根据 @ 就 可 得 到 
п|= me t Бо] 


= тег" /2mn[1 + о0(1)]. 


这 就 是 所 谓 斯 特 灵 公式 , 它 有 很 多 的 应 用 ,是 数学 分 析 中 最 重要 的 
公式 之 一 
斯 特 灵 公式 也 常常 写成 下 列 等 价 的 对 数 形式 : 


In(n1) = ninn —n + Jinn s" Tax +о@). 


参考 文献 [22,pp. 712~716],[25,pp. 553—561]. 
12%) 
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1833] Е JE. 3: 1 (Bernoulli-Leibniz paradox) 

1702 年 ,约翰 。 伯 努 利 发 现 了 部 分 分 式 积分 法 ,部 分 分 式 积 
分 法 的 有 效应 用 ,使 约 输 。 伯 努 利 等 人 力图 扩大 其 应 用 范畴 ,结果 
引出 复数 的 对 数 . 因为 当 实 系数 多 项 式 ar + bz 十 < 为 不 可 约 多 
项 式 时 , 它 的 一 次 因子 将 是 复 的 - 如 果 一 定 要 按 部 分 分 式 法 积分 ， 
那么 就 不 可 避免 地 会 出 现 复数 求 对 数 的 问题 ， 对 于 复数 有 没有 对 
数 ,以 及 如 何 求 复数 的 对 数 等 问题 ,当时 数学 家 并 不 清楚 ， 于 是 就 
产生 如 下 的 怪 论 : 

由 于 


x 
aretgr = |, 


我 们 把 分 式 也 分 解 为 部 分 分 式 


Ia Ai +1 
积分 后 ,就 求 出 
aetgz 一 二 ini 于 于 
令 z=1, 我 们 得 到 
оаа 
кы буш == = |ы 
1 1 = = 
= la- D = ДС 1)! = $in = 0, 
这 就 是 说 于 = 0. 


伯 努 利 - 莱 布 尼 芯 诡 论 刺激 了 人 们 对 复 变量 对 数 西 数 的 研 
究 .后 来 , 欧 拉 指出 了 指数 函数 e* 的 周期 性 之 后 就 揭 破 了 这 个 诡 
论 ,事实 上 ,用 一 这 来 代替 欧 拉 等 式 中 的 = 我们 得 到 
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e = cos( — iz) + isin(— iz) 
= cosiz — isiniz. 
在 这 个 等 式 中 用 = 十 2ri RE <, 我 们 就 有 
ett 一 cos(iz — 27) — isin(iz — 2л) 


= cosiz — isiniz = e", 


这 表明 2ri 是 这 个 函数 的 周期 ， Hi AER е=ш 所 确定 的 自 
然 对 数 = = Inw ,对 于 每 一 个 确定 的 vo 的 值 ,由 于 e 的 周期 性 ,= 
就 有 无 穷 多 个 不 同 的 值 ,每 两 个 值 相差 一 个 2л1 的 倍数 . 当 z>0 
时 ,= = lnw 有 一 个 值 是 实数 ,其 他 的 值 全 是 虚数 ; 当 忆 一 0 时 ， 
= 一 lnw 全 是 虚数 ， 所 以 对 数 函数 是 多 值 的 , BRIR Inl = 


2ni ,那么 ， 1 = Z , 诡 论 就 无 从 立 脚 了 . 
参考 文献 [16,pp. 464 一 465],[26,pp. 3 一 4 


欧 拉 常数 (Euler's constant) Н, 是 调和 级 数 5 1 前 =” 项 的 


mi 


AM lim (H, — Inn) =7, R 7 =0. 577 215 664- 称 为 欧 拉 常 数 . 
1740 年 , 欧 拉 首先 提出 这 个 数列 的 极限 . 
人 们 早 就 发 现 油 和 级 数 有 无 穷 和 数 ; 当 n 增 大 时 ,其 部 分 和 
H. 增加 得 很 慢 , 欧 拉 曾 经 计算 过 Hiw = 1.48-+,Н шш = 
14. 39+, 等 等 ,他 利用 对 数 函 数 来 求 调和 级 数 前 mn 项 和 . 首先 ， 
他 从 
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出 发 ,得 到 


1 
= t. 


2. ыд, 
以 上 各 式 相 加 ,并 注意 到 每 一 个 对 数 项 都 是 两 个 对 数 之 差 , 得 到 
1 1 ) 1 
ТАКЕ» A 
= пао 
工 | 1 1 1 
= жое» а) 


э Ка К Ж) 


+++ =н +10 +С, 0) 
Ж C жж f BW RR . 这 个 C 就 是 现在 通称 的 
欧 拉 党 数 ,通常 记 为 7.7 的 一 个 更 精确 的 表示 1 现代 是 如 下 得 到 
的 , 从 @ 的 两 边 减 去 lnw Ti lnn + 1) — Inn = |1 + E) , 当 
Ac 时 它 趋向 于 0. 因此 
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= lim (H, — lnn). 
为 了 证 明 当 n-*oo 时 H, 一 Inn 存在 极限 ,考虑 级 数 
Хава): 
用 微分 学 的 方法 容易 确立 不 等 式 
In + z) < z (z # 0, — 1 < z=<+ eo), 
利用 这 不 等 式 ,可 以 得 到 


EEE їй 
in le 
同时 
ai. v N М 1 
ШЕК (1—7 ат 
于 是 
Ж ee We. 
We Ит ЭИ жЕ ИБ 


由 于 级 数 У) g p бї... 
如 果 用 7 表示 这 个 级 数 的 和 数 ,那么 部 分 和 数 


w1 k+1 
АР рг КА 
21% nÉ |H -haat 
这 里 可 以 用 lnn 代替 lnia + 1) ,因为 它们 的 差 数 等 于 


In| 1 十 去 | ,这 个 差 数 趋 于 о. 这 个 公式 表明 , 当 n ЖИН ХМ, 


调和 级 数 的 部 分 和 数 H, 像 Inn 一 样 增 大 . 
根据 伽 马 函数 的 积分 表达 式 , 可 以 推 得 


Рага) = Ina — 去 + (a) 
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дий а/а) = | еа) = 2 Ў э-н: 
另外 ,高 斯 公式 表明 


T" (a) _ pia— 
Tla) = 一 一 和 


欧 拉 借助 于 这 些 公式 , 求 出 了 具有 15 位 小 数 的 7 的 值 
У = 0.577 215 664 901 532% 


欧 拉 常数 是 数学 中 一 个 著名 的 常数 , 它 与 P 69.9 S (6 
数 以 及 伯 努 利 数 等 有 密切 关系 ,具有 广泛 的 应 用 , 欧 拉 猜测 它 是 超 
越 数 , 然 而 ,至 今 人 们 尚 不 知 7 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ， 利 用 电子 计 
算 机 于 1974 年 人 们 已 算出 它 的 7000 位 以 上 的 近似 值 . 

欧 拉 常 数 7 也 可 用 积分 表达 为 


у= аео – йв, 


现在 ,人 们 还 把 欧 拉 常 数 的 定义 加 以 推广 ,给 出 如 下 的 定义 


tal - Jinta D Ea] са, 
Жа 5 ЕВ. 4 a=1,451 时 ,C(1,1) 就 是 通常 所 见 
的 欧 拉 常数 . 


从 常数 Clask) 的 定义 可 直接 推 得 一 个 重要 的 结果 
2C(a,2k) — C(a,k) = А(а,0, 


3 єз 1 
Hp Alak) = У De 
该 公式 给 出 Cla,) 与 A(a, 朋 之 间 的 关系 ,使 得 常数 Cak) 
的 定义 可 以 作为 无 穷 级 数 求 和 的 有 力 工具 ,由 此 将 直接 推 得 一 系 
列 的 无 穷 级 数 之 和 . 
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参考 文献 (21, рр. 262. 269], [22,рр. 722—723], [2， 

р:1],Г11,р.499]. 
(12%) 
18 Ф iX (Paradox of tracing tortoise) 

НЕТ FRR TUNEAR PRR A 
是 “ 追 钨 说 ", 芝 诺 说 , 阿 基 里 斯 (希腊 神话 中 善 跑 如 飞 的 英雄 ) 追 乌 
龟 , 永 远 追 不 上 .比如 , 阿 基 里 斯 的 速度 是 龟 的 10 售 , 龟 在 前 面 100 
米 , 当 阿 基 里 斯 跑 了 100 米 到 达 龟 的 出 发 点 时 , 龟 已 向 前 走 了 10 Ж; 
阿 基 里 斯 再 追 10 米 , 旬 又 前 进 了 1 米 ; 阿 基 里 斯 再 追 1 米 , 龟 又 前 进 
了 击 米 ,这 样 永远 相隔 一 小 段 算 离 ,所 以 总 也 所 不 上 、 

当时 , 古 希 腊 的 思想 家 在 时 间 和 空间 问题 上 存在 一 种 观点 : 
“时 间 和 空间 都 是 可 以 无 限 分 割 的 ” 追 龟 说 的 实质 在 于 ,将 路 程 
分 为 无 穷 多 份 ,并 断言 走 完 这 无 穷 多 份 需要 无 限 的 时 间 . 因为 , 古 
希腊 时 代 的 人 是 无 法 处 理 无 限 运算 的 ,对 于 无 限 个 数目 相 加 感到 
困惑 不 解 . 芝 诺 提出 追 鱼 说 是 用 来 否定 “时 间 和 空间 都 是 可 以 无 
限 分 割 的 "观点 的 ， 

在 古 希腊 时 代 , 追 怨 说 违背 人 们 的 常识 . 古 希 腊 人 明知 阿 基 里 斯 
一 定 能 追 上 乌 印 , 但 却 无 法 证 明 追 龟 说 错 在 何 处 ,这 就 成 为 古 希腊 数 
学 史上 有 和 名 的 难题 ,给 学 术 乔 以 极 大 的 骚动 ,刺激 数学 家 们 要 认真 研 
究 “ 无 限 ”研究 运动 ， 直 到 微 积分 时 代 , 这 问题 才 算 基本 解决 . 

17 世纪 中 时 ,苏格兰 人 Gregory 在 他 的 (几何 著作 》(1647) 
中 ,证 明了 阿 基 里 斯 追 旬 的 停 论 可 以 用 无 穷 几 何 级 数 的 求 和 来 解 
决 - 和 是 有 限 的 这 件 事 表明 , 阿 基 里 斯 可 以 在 一 个 确定 的 时 间 与 
地 点 追 上 乌龟. 

事实 上 ,假设 阿 基 里 斯 扎 上 龟 之 前 , 龟 所 息 行 的 米 数 为 


5=100+10+1+ 1. 


1 
10 + 100 T 
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加 数 的 个 数 虽 无 止境 ,但 其 总 和 是 一 个 有 限 数 , 利 用 无 穷 递 缩 几 何 
数列 求 和 公式 可 求 得 5 二 111 计 .可 见 ,在 111 十 米 处 , 阿 氏 就 可 
аа. 

Gregory 第 一 次 明白 指出 了 无 穷 级 数 表 示 一 个 数 , 即 级 数 的 
和 , 他 称 这 个 数 为 级 数 的 极限 - 

莞 诺 悖 论 在 人 类 思想 中 上 占有 重要 地 位 , 它 “ 引 起 了 儿 乎 整个 
关于 时 间 、 空 间 和 无 限 的 理论 ,这 些 理论 从 他 那 时 起 到 今天 ,一 直 
被 人 们 发 展 荐 ”， 

参考 文献 [34,pp. 161 一 162],[15,pp. 104—105]. 

( 刘 云 章 ) 
伯 努 利 问题 (Bernoulli problem) 怎样 求 所 有 自然 数 平方 的 倒 
数 和 ? 

在 牛顿 .全 布 尼 欧 时 代 , 数 学 界 对 无 穷 级 数 还 很 少 研究 . ME 
数学 家 雅 各 布 ， 伯 努 利 是 当时 赤 出 的 数学 家 ,在 他 的 第 一 篇 论文 
(1698) 中 ,他 讨论 了 几 个 无 穷 级 数 的 和 在 文章 未 尾 他 证 明了 无 


穷 级 数 к? 的 和 是 有 限 数 , 但 他 坦承 自己 还 不 能 算出 其 精确 
= 


值 . 他 写 道 :* 假 如 有 人 能 够 求 出 这 个 直到 现在 还 未 求 出 的 和 并 把 
它 通 知 我 们 ,我 们 很 感谢 他 . "直到 雅 各 布 ， 伯 努 利 逝世 时 还 未 能 
见 到 有 人 解决 此 难题 . 

后 来 ,这 个 问题 引起 了 欧 拉 的 注意 ,他 发 现 了 这 个 和 的 各 式 各 
样 表 达 式 ( 定 积 分 ,级 数 ), 但 没有 一 个 能 使 他 满意 . 他 用 这 些 表达 
式 , 算 出 了 有 七 位 有 效 数字 的 和 (1. 644 934). 然而 ,这 仅 是 一 个 近 
似 值 .1737 年 ,他 用 类 比 法 首先 发 现 了 所 需 的 准确 值 . 

欧 拉 考虑 到 以 下 事实 : 

假如 一 个 关 次 方程 


а + az аш + ++ + а„л^ = 0 (a, # 0), 
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有 元 个 不 同 的 根 


EE ET 
则 方程 左边 的 多 项 式 就 可 分 解 为 个 线性 因子 的 乘积 , 即 


а, + ах + az? + += 十 ao 


=al — 20006 zd (z — a). 


假设 根 zoz6 z 中 没有 零 根 ,也 就 是 说 , 设 a, 0, 我 们 
又 可 得 
а + аут + аза? + 5 + алл" 
їх 
т. 


40-90-81 


kit AFRA MKI 24 次 代数 方程 
by = Ба? + bz! — == + (— 0л" = 0 (8, Æ 0), 
假设 它 有 2n 个 互 不 相同 的 根 , 两 两 互 为 相反 数 


Lis ZT Zar Zo 
则 有 
h = bat + bat — == уа" 
z a 
aji-aji] 
比较 二 次 项 系数 ,可 得 
к= ++" H|: 
欧 拉 又 研究 了 三 角 方 程 
sinz z mt o 
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他 把 它 看 成 只 含 偶 次 项 的 无 限 次 代数 方程 . 因此 ,他 认为 , 它 理应 
有 无 穷 多 个 根 ,事实 上 也 是 如 此 , 它 的 根 为 
т, —т,2к, — 20,37, — BR 
于 是 欧 拉 采用 类 比 法 , 即 仿照 上 述 2n 次 多 项 式 分 解 成 乘积 的 
形式 ,把 这 里 出 现 的 所 谓 无 限 次 多 项 式 也 照样 分 解 成 因 式 先 积 
形式 
sinz 2% 1 205 ай 
агар 
z 1 : 
国人 区 
这 就 是 著名 的 “ 欧 拉 乘积 公式 ”, 也 叫做 “ 欧 拉 猪 想 ” 比较 两 边 二 
次 项 的 系数 ,可 得 


这 就 是 雅 各 布 ， 伯 努 利 没 能 解决 的 那个 级 数 的 和 ,但 是 它 仅 
是 一 个 大 胆 的 推测 . 

欧 拉 深 知 他 的 方法 是 大 胆 的 .不够 可 靠 的 .于 是 ,他 做 了 数值 
计算 进行 验证 ,并 用 另外 的 例子 试验 了 他 的 方法 ,他 成 功 地 重新 发 
т Һани ЗЕ, 

Wi а ОРОНЧИД ОЗЕ, а ace 
„== отут 

欧 拉 核算 了 更 多 级 数 和 的 更 多 位 小 数 ,并 且 发 现 所 有 核算 结 

果 者 一致 . 他 也 试验 过 另外 的 方法 ,并 且 最 后 他 成 功 地 证 明了 值 


T 作为 雅 各 布 。 伯 努 利 级 数 的 和 ,是 完全 准确 的 . 
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在 近代 数学 分 析 中 ,已 有 多 种 方法 给 出 了 它 的 严格 证 明 . 

欧 拉 解决 这 问题 的 方法 具有 重要 的 方法 论 意义 ,这 例子 被 波 
利 亚 看 做 是 “使 人 难忘 和 具有 历史 意义 的 有 趣 的 例子 "- 

参考 文献 [34, pp.175~I76],[18,p,16], 

( 刘 云 章 】 
1 一 1 十 1 一 1 十 小 十 1 一 =? 

十 七 八 世 纪 , 随 着 微 积分 的 研究 ,数学 家 们 开始 运用 无 穷 级 
数 , 但 对 无 穷 级 数 收敛 与 发 散 的 问题 ,在 相当 一 段 时 间 里 是 没有 认 
真 对 待 的 ,级 数 被 看 做 多 项 式 的 推广 ,也 就 当做 多 项 式 来 处 理 , 没 
有 注意 由 于 求 和 推广 到 无 穷 多 项 ,已 经 引进 了 新 间 题 . 因此 ,在 雅 
各 布 。 伯 努 利 的 一 篇 短文 (1696) 中 出 现 的 级 数 


E Deh a 42/13 @ 
引起 了 人 们 极 大 的 关注 与 争议 - 
如 果 把 级 数 四 写成 
а-р+а-р+а-=)р+-- 


它 的 和 似乎 应 该 说 为 0. 可 是 ,如 果 把 级 孝 @) 写 成 
Ud 

它 的 和 又 似乎 是 1. 如 果 把 级 数 加 的 和 记 为 ,那么 3 一 1 一 5, 从 

而 又 有 :3 = + ; 


究竟 级 数 吕 的 和 等 于 多 少 ? 
比萨 大 学 的 数学 教授 G，Grandi(167I 一 174275 在 他 的 小 书 


《加 和 到 曲线 的 求 积 ) 中 ,提出 该 级 数 的 和 是 孝 : 他 在 下 式 


1 


әү ән». 
Fe =” е зн 


ата хак 911 


中 , 令 z = 1 ,于 是 就 得 到 
1 
pa et a E +} +: 


G. Grandi 还 把 这 结果 解释 为 : — “ЛО НЮ ЛР 
的 一 块 宝石 ,他 们 每 人 可 以 轮流 保存 一 年 ,于 是 属于 每 个 儿子 的 是 
一 半 . 
G. Grandi 又 是 一 个 修道 士 ,他 把 上 面 的 结果 进一步 写成 
F=1-1+1-l1+1-1+-= 
=а-0+а—10+@—10+- 
=0, 
由 此 说 明 “ 世 界 能 从 空 无 一 物 创造 出 来 ” 
薪 布 尼 英 也 认为 该 级 数 的 和 为 二 ,他 提出 另外 的 理由 : 
第 一 项 为 1, 前 两 项 的 和 为 1 一 1 = 0 ,前 三 项 的 和 为 1 一 1 十 


1 二 1 ,前 四 项 的 和 为 1 一 1 十 1 一 1 二 0，,*… 在 这 个 无 限 的 过 程 中 ， 


取 1 和 0 的 可 能 性 是 相同 的 ,因此 , 它 的 算术 平均 值 зал 


可 能 取 到 的 值 18 世纪 初 的 一 些 著 名 数学 家 如 雅 各 布 和 约翰， 伯 
努 利 兄弟 丹尼尔 ， 伯 努 科 和 后 来 的 拉 格 朗 日 都 同意 这 说 法 , 
在 级 数 方面 做 了 大 量 工作 的 欧 拉 , 对 这 课题 感到 莫大 兴趣 ,他 


也 主张 该 级 数 的 和 是 二 ,但 他 的 理由 是 ;在 
1 


Er 


中 , 令 工 = 一 1 , 则 得 


= ipa p фз 


Vas a i 
D0 
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这 就 是 说 和 是 二 

现在 看 来 ,问题 很 简单 ,因为 无 穷 项 的 和 本 质 上 是 一 个 极限 -。 
级 数 人 的 和 是 无 意义 的 -这样 一 个 级 数 固然 使 当时 的 许多 数学 家 
感到 为 难 . 但 是 它 却 启发 人 们 去 思考 ,导致 无 穷 级 数 收 化 和 发 散 
理论 的 发 展 ,并 刺激 人 们 对 发 散 级 数 “广义 和 ”的 研究 - 

在 历史 上 最 早 引进 的 “广义 和 ”有 下 面 两 种 ， 


L 用 算术 平均 求 和 .对 于 级 数 De , 设 其 部 分 和 为 s. = 


Da. 车 部 分 和 的 平均 值 


аЗ 48, 
š ntl 


当 六 ~ 时 有 极限 1 则 称 级 数 Sa, 可 用 算术 平均 求 和 ,其 广义 和 为 


2. 阿 贝尔 求 和 ,对 于 级 数 УЈа, ENAK 


Ас) = уа" = а + аут + аы?! ++ 


车 这 级 数 在 0<z<1 ka B 
lim А0) = 1, 


则 称 级 数 Уа, 可 用 阿 贝尔 求 和 ,其 广义 和 为 1 


这 两 种 方法 是 求 发 散 级 数 广义 和 的 最 简单 最 基本 的 方法 , 许 
多 其 他 的 方法 多 少 与 这 两 种 方法 有 关 - 无 论 用 哪 种 广义 和 ,1 一 


1 二 1 一 1 十 … EE 
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参考 文献 [34,pp. 171~173],[43,pp. 29—34]. 
Е Э) 
ЖЕЕ (Riemann's theorem) ЖЖ ЖЕКС, ДНЕС 
数 B, 总 可 将 各 项 适当 地 重新 排列 ,使 所 得 的 级 数 具 有 和 数 В. 
人们 曾 假定 级 数 的 项 是 可 以 任意 地 重新 排列 的 . 1837 年 , 狄 
利克 雷 在 一 篇 论文 中 证 明了 ,对 于 一 个 绝对 收敛 的 级 数 , 人 们 可 以 
组 合 或 重新 排列 它 的 项 而 不 改变 级 数 的 和 . 他 还 给 出 例子 说 明 任 
何 一 个 条 件 收敛 的 级 数 的 项 可 以 重新 排列 而 使 级 数 的 和 不 相同 ` 
REHE 1854 年 写 的 一 简 论 文中 证 明了 适当 重 排 级 数 的 项 可 以 使 
级 数 的 和 等 于 任何 给 定 的 数 ,从 而 得 到 黎 曼 定理 . 


设 X. 条 件 收 仇 , ia,} 中 非 负 项 所 成 子 数 列 为 {pp.) ,而 (a,) 
让 负 项 的 绝对 值 所 成 子 数列 为 q.). 
对 任意 给 定 的 数 B, HF Ўл = оо ;可取 mm, 使 
b T+ b + р. > B, 
н bP + p+ 4.1 B, 
хи Ye, = = HT n ,使 
P: + + + фә, — Q, + ч, ++ 0.) < B, 


ü ptht Tp. Wm titt). 
依 此 类 推 ,无 限 地 重复 这 两 个 步骤 ,可 将 原 级 数 重新 配置 并 结 
合 而 成 一 个 新 的 级 数 


=Q +P- Q + ВР H @ 


其 中 Р, = р, ы А E pa Q = д ы + а 
根据 上 述 P, 的 取 法 ,应 有 


314 Li LL: 


P. — + + Pi — Q. + P, > B, 
但 PQH Р, 94Р, – p. SB, 
故 Pi- Q, + +P, Q +P)—B|<p,. @ 
同 理 , 由 Q, 的 取 法 ,应 有 
P, — + + P, — Q, < B, 
P, — Q, + *-- + P, — Q, + z, 2 B, 
IPQ ++ +P, —Q) – В| <ç, 图 


ята 


再 由 级 数 Ў) а, 收 化 的 必要 条 件 : lima, = 0 ,又 可 推出 
йар, = 0 i 


从 回 与 @ 两 个 不 等 式 就 可 看 出 : 级 数 中 的 前 有 限 项 的 和 ,与 
给 定 的 实数 8 之 差 的 绝对 值 可 以 任意 的 小 , 故 有 


B = P, — Q. P, — Q, + e + P, — Qt 


此 即 
Вер ра е а F Papi H 
н н А Bim аА 
二 pr 一 一 @ 


这 就 证 明了 条 件 收敛 级 数 Sa, 经 过 重新 配置 后 , 变 成 和 数 为 B 


KRKO. 
黎 曼 定理 可 推广 到 B =+ oo 的 情况 。 
参考 文献 [21,pp, 312 一 814],[36,5, 25]. 
( 刘 云 章 ) 
无 穷 多 个 连续 函数 之 和 是 否 也 是 连续 函数 (Is the зит of 
infinite continuous functions continuous function) 


18 RRR h FAREA 9 9CB Ж] h — ЖЕ] ДЕО а УЕ. 
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荒 雇 的 结果 ,促使 人 们 追求 对 无 穷 级 数 进行 运算 的 合法 性 . 柯 西 
在 他 的 (分析 教程 ) 中 说 :“ 如 果 当 f(z) = У, С 时 级 数 收敛 且 


全 (Z) 都 连续 ,那么 f(z) 是 连续 的 .” 
阿 贝尔 在 1826 年 的 一 篇 论文 中 ,指出 了 这 种 说 法 的 错误 - 他 
给 出 一 个 反例 : 
sin2r sin3z _ singz 
айй Жа. ТИКЕ САДЫ 
虽然 它 的 每 一 项 都 是 连续 的 ,但 是 当 工 一 (2n 十 Dr (n € Z) Bl, 
和 函数 是 不 连续 的 ， 然 后 他 用 一 致 收敛 的 思想 正确 地 证 明了 连续 
函数 的 一 个 一 致 收敛 级 数 的 和 在 收敛 区 域内 部 是 连续 的 . {НЛ 
尔 没 有 抽象 出 一 致 收敛 概念 . 

一 致 收 全 概念 ,是 在 1842 年 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 提出 的 . 稍 后 ， 
英国 的 第 一 流 数 学 物理 学 家 斯 托 克 斯 与 德国 的 Seidel (1821 一 
1896) 也 认识 到 这 一 重要 概念 . 至 于 柯 西 本 人 ,最 后 也 还 是 认识 
到 ,为 了 断言 连续 函数 的 级 数 的 和 一 定 连续 ,需要 一 致 收敛 性 条 
件 -这 与 他 出 版 名 著 ( 分 析 教 程 ) 时 已 相隔 30 年 了 


如 果 某 区 间 [a, 妇 上 的 连续 函数 的 级 数 31J4(z) 一 致 收敛 到 
5S(z), 那 么 可 以 证 明和 函数 8$(z) 也 是 连续 函数 . 
#8 n€ [a] 18 S.(z) = > yalz): 则 有 


= 
1SGz) — Stz) | 
=|S(z) — S,(z) + 05,02) — Spira) + S,(z,) — S(z.) | 
< |S(z) — S.(z)| + |S.Gz) — 58,00) + 15,0) 
— S(zo) |. 
按 一 致 收敛 性 ,可 选取 入 = N(e) 二 0, 当 nN 时 ,有 


\5(х) = S| < е, 
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即 有 IS) — S.G) | < Te. 


固定 选取 n= 和, 则 Sw(z) 为 连续 函数 , 故 存在 9>0, 当 |= 一 
| <8 时 ,有 


15,02) — S,Gza) | <= 
从 而 
TEN Pu NES 
1502) — S(z,)| < zet 3% + 356. 


由 此 证 明了 函数 S(z) 的 连续 性 , 

由 于 上 述 证 明 过 程 中 ,实际 上 只 用 到 了 级 数 在 每 点 邻 域内 的 
一 致 收敛 性 ,这 就 启发 人 们 去 寻找 函数 级 数 连 续 性 的 充 要 条 件 - 
意大利 的 分 析 学 家 Arzela(1847 一 1912) 在 19 世纪 末 首 先 引进 了 
“次 一 致 收 仇 性 "概念 ， 

对 于 任 给 > 及 正 整数 mm, 如 果 区 间 了 二 [a,6] 总 可 以 由 一 
批 小 的 开 区 间 Lao Tac нече ,low 所 覆盖 ;对 于 这 些小 区 间 , 又 相应 
地 存在 一 批 全 都 大 于 m 的 整数 Ni Naor Мо ,使 得 当 工 € 
Trn = Ni 时 , 

owl = | асо |<, 


у=, а Ў ао 在 [a,6] 上 为 次 一 至 
kä. 

Arzela ARTAS WARM EM- ЖОС REREH E 
局 部 小 区 间 上 的 收敛 性 要 求 , 证 明了 下 述 定理 ; 

# Уа) = SG) ,其 中 各 个 Wi(z) 都 是 区 间 [z, 拉 上 的 连 


# 88 - 那么 ,和 函数 S(z) 在 La, 妇 上 连续 的 必要 与 充分 条 件 是 : 
该 函数 级 数 在 [<, 刀 上 为 次 一 致 收 剑 。 
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参考 文献 [36,pp. 22—24],[1,рр. 59—64]. 

( 刘 云 章 ) 
瑞 尔 斯 特 拉 斯 定理 (Weierstrass theorem) ”任何 一 个 在 闭 区 间 
上 连续 的 函数 f(z) 都 可 以 用 多 项 式 一 致 吏 近 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 在 做 中 学 教师 期 间 , 发 现任 何 闭 区 间 上 的 连续 
函数 都 可 以 表 为 这 个 区 间 上 一 致 收敛 的 多 项 式 级 数 ,也 就 是 说 , 闭 
区 间 上 的 连续 函数 可 以 用 多 项 式 一 致 丙 近 , 由 于 该 定理 的 重要 
性 ,人 们 陆续 地 提出 了 许多 不 同 的 证 明 . 下 面 是 前 苏联 科学 院 院 
士 Biensran(1880 一 1968) 给 出 的 简单 而 优美 的 证 法 . 它 借助 于 不 
等 式 
Bea аа аа T Ф 
KF n Ас 为 任意 实数 ; 当 20,80 时 规定 =l. 

首先 假定 给 定 的 区 辣 [a, 人 是 区 间 [0,1], 对 于 每 一 个 自然 数 
п.& 


> tjaa — юч = B.G. 


显然 ,B.(z) 是 一 个 次 数 不 超 过 的 多 项 式 . ТЕЕ Ч noo 
时 ,在 区 间 [0,1] 上 ,B,(z) 一 致 地 趋向 于 f(z). 

把 函数 |/(z) | 在 区 间 [0:1] 上 的 上 确 界 记 作 M. 假定 < 是 任 
意 一 个 正 数 ,因为 /(z) 在 区 间 [0,1] 上 连续 (从 而 也 就 一 致 连续 )， 
所 以 一 定 有 这 样 一 个 正 数 3 存在 ,使 得 当 

а= | <0,0< z, <1,.0< z, <1 
时 ,我 们 有 
IFD = f| < z. 


以 下 的 问题 是 要 估计 差 |B,Gz) 一 02) |00 < z < 1), 对 于 
任何 一 个 zx 
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Уос — 2) = f(a) Dera ==) 
名 = 

= füzys 
因此 ,我 们 能 够 把 差 B) 一 /(х) 改写 成 


B.G) sw = УД zao беа — pea, 


从 而 , 当 0<z<1 时 ， 


в. fols 5) (| roja ® 


现在 ,我 们 把 所 有 的 数 (0<k<n) 分 成 A4、B 两 组 ,4 组 中 包 
含 考 满足 不 等 式 


еа @ 
的 那些 kB APERA я 


а-аа Ф 


的 于 是 在 不 等 式 回 中 也 可 以 对 应 地 把 和 记 分 成 两 部 分 , 记 作 
>, 52, # 2, 中 根据 加 ;每 一 项 都 有 
[E= e) |< =, 
因而 
БИЕ СП zy 


< Yera — t= = ® 
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但 是 在 > 。 的 每 一 项 中 ,我 们 都 有 


@— та", |/| # | -Ka |< 2m, 


所 以 
У,< Ж M SY Ck па а) 
< 2м У) пасы), 
从 而 根据 不 等 式 @ 得 


M 
У. @ 
最 后 ,从 加 、 回 与 @@, 我 们 就 得 到 


IB.G) — f) | < У), +), 


ШЖ п KAMEN Za < 就 有 
18,02) — /(х)| < 2 (021), 
HA e> 可 以 任意 小 ,所 以 在 区 间 [0,1] 上 一 致 地 
Blz) = f(r) (n= co), 

КИНЕ BB E” SEERE a,b]. 假定 函数 ACE l 
[abl ER RNA a= а 4 (Ф—а)у,РЕу= = Айн 
工 从 a 变 到 5 时 ,y 从 0 变 到 1. $ 

Тб) = fla + Ф – ау) = фу) (0<у<1), 


很 明显 + 函数 p(y) 在 区间 [0,1] 上 连续 ,因而 ,对 于 无 论 多 么 小 的 
E>0, 根 据 已 经 证 明 的 定理 ,一 定 有 这 样 一 个 多 项 式 PCy) 存 在 ， 


920 ктан) 


使 得 
1490) — Р(у)|<є (0<у<1), 


或 者 ,另外 一 个 写法 
| (08) |е аа). 


я Р|#=@| пй А еса Е 


Q(z), 于 是 
IF — QG)| <£ Ga < z <b). 


因为 = 可 以 任意 小 ,这 就 说 明 函 数 了 f(z) 在 区 间 [a,5b] 上 可 以 用 多 
项 式 来 一 致 遏 近 - 

魏 尔 斯 特 拉 斯 的 这 个 结果 ,引起 人 们 极 大 的 兴趣 ,在 19 世纪 
的 下 半 叶 作 了 洗 多 推广 ,如 推广 到 复 变 函数 ,从 此 函数 逼近 论 开 
始 了 一 个 新 的 阶段 . 

参考 文献 [36,pp. 19~25],[25,pp. 375—380]. 


fm) Bë ie (Galilei paradox) 

从 十 希腊 时 代 起 ,数学 家 与 哲学 家 就 注意 到 无 限 集合 ,但 长 期 
不 能 理解 . 哲学 家 亚 里 士 多 德 曾 考虑 过 无 限 集合 ,例如 整数 集合 ， 
但 他 不 承认 一 个 无 限 的 集合 可 以 作为 固定 的 整体 而 存在 ` 

整个 中 世纪 ,关于 是 否 有 实 实在 在 无 限 多 个 对 象 的 集合 这 个 
问题 , 暂 学 家 们 各 执 一 词 , 人 们 没有 看 到 无 限 集 与 有 限 集 的 本 质 区 
别 .17 世纪 的 科学 家 伽利略 把 全 体 自然 数 和 它们 的 平方 用 下 面 的 
方法 一 一 对 应 起 来 : 
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它们 谁 也 不 多 一 个 , 谁 也 不 少 一 个 ,就 是 说 应 该 一 样 多 . 可 是 , 自 
然 数 的 平方 明明 只 是 全 体 自然 数 的 一 部 分 ,怎么 会 和 自然 数 一 样 
多 呢 ? 难道 部 分 可 以 等 于 全 部 ? 伽利略 百 思 不 得 其 解 ， 后 来 人 们 
就 称 这 个 问题 为 “伽利略 悖 论 ” 

е НИ Е Во, еа ПЗЕ Р 
AERE. 不 过 高 斯 在 1831 年 还 说 :我 反对 把 一 个 无 限量 当做 
实体 ,这 是 在 数学 中 从 来 不 允许 的 . 无 限 只 是 一 种 说 话 的 方式 , 当 
人 们 确切 地 说 到 极限 时 ,是 指 某 些 值 可 以 任意 地 趋 近 它 , 而 另 一 些 
则 允许 没有 界 跟 地 增加 . " 柯 西 如 他 的 前 人 一 样 , 也 不 承认 无 限 集 
合 的 存在 ,因为 部 分 能 够 同 整体 构成 一 一 对 应 这 件 事 ,在 他 看 来 是 
FEH. 

КЖЕ ШТО T Е, EER РО 
(1851) 一 书 中 ,维护 了 实在 无 限 集 的 存在 ,并 且 强 调 了 两 个 集合 等 
价 的 概念 ,两 个 集合 的 元 素 之 间 如 果 能 建立 一 一 对 应 关系 ,这 两 
个 集合 就 叫做 是 等 价 的 . 等 价 概念 适用 于 有 限 集合 ,同样 地 适用 
于 无 限 集合 . 他 注意 型 在 无 限 集 合 的 情形 下 ,真子 集 可 以 等 价 于 
整体 . 但 是 他 对 无 限 集 的 性 质 未 完全 搞 清 . 

稍 后 ,德国 著 各 数学 家 康 托 尔 发 表 了 (一 般 集合 论 基础 ) 等 
一 系列 文章 , 焉 清 了 有 关 无 限 集合 的 很 多 问题 ,被 大 家 公认 为 
集合 论 的 创建 者 , 他 指出 ,任何 两 组 东西 ,只 要 能 相互 一 一 对 
应 ,就 是 一 样 多 .“ 部 分 小 于 全 体 " 这 条 规律 只 在 有 限 情况 下 正 
M. 在 无 限 情况 下 , "部 分 可 以 等 于 全 体 ” 他 发 现 了 有 限 集 与 
无 限 集 的 本 质 区 别 : 有 限 集 不 可 能 与 真子 集 等 价 , 而 无 限 集 却 
可 以 与 真子 集 等 价 . 这 样 他 给 出 了 无 限 集 的 合理 定义 ， 康 托 
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尔 海 清 了 伽利略 悖 论 , 指 出 自然 数 集 是 无 限 集 , 因 此 伽利略 悖 
论 并 不 是 什么 悖 论 . 
参考 文献 [365,pp. 57~61]. 
( 刘 云 章 ) 
有 理 数 多 还 是 自然 数 多 (Which is more, rational number or 
natural number) 
康 托 尔 利用 一 一 对 应 关系 来 区 分 无 穷 集合 ,引进 了 基数 概 
念 - 数 集 是 最 重要 的 ,所 以 康 托 尔 用 数 集 来 阅 明 他 的 基数 概念 - 
他 引进 了 “可 列 " 这 个 词 ,凡是 能 和 自然 数 一 一 对 应 的 任何 一 个 集 
合 都 称 为 可 列 集 ,这 是 最 小 的 无 穷 集 . 然后 ,他 首先 考察 了 有 理 
кже. 有 理 数 具有 稠密 性 ,由 此 完全 可 以 设想 ,有 理 数 集合 的 基 
数 大 于 自然 数 集合 的 基数 . 然而 , 康 托 尔 在 他 早期 (1874) 的 一 科 
论文 中 证 明了 情况 并 非 如 此 ,相反 ,全 体 有 理 数 集合 是 可 列 集 . 也 
就 是 说 ,有 理 数 与 自然 数 是 一 样 多 . 
康 托 尔 将 所 有 正 有 理 数 排列 成 右边 


数 都 出 现在 上 述 排列 中 . MERNE N 
头 所 示 的 相继 次 序 排列 出 这 些 数 ,丢掉 


已 经 排 上 的 数 我 们 就 得 到 一 个 没有 尽头 的 序列 


—2 = Е 
的 形式 ,其 中 , 头 一 行 按 大 小 顺序 含有 全 1 А, 
体 自然 数 ( 即 是 分 母 为 1 的 所 有 正 分 数 ); e 
第 二 行 按 大 小 顺序 含有 分 母 为 2 的 所 有 1⁄ 273 а. 
正 分 数 ;第 三 行 按 大 小 顺序 含有 分 母 为 3 „о 
кые Ыкыс ыыы ta К” 


11 15. 4 2 2 3 
Lapip bgg g 


其 中 每 个 正 有 理 数 恰好 各 册 现 一 次 . 把 这 个 序列 记 为 {7 ,ri， 
тг}. 于 是 ,序列 
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正好 是 全 体 有 理 数 集合 ,这 就 证 明了 有 理 数 集合 的 可 列 性 . 

参考 文献 [36,pp- 61 一 62],[38,pp, 211—212]. 

(NAE) 
是 否 存在 不 可 列 集 (Does an uncountable set exist or not) 

康 托 尔 1874 年 的 论文 中 ,不 仅 证 明了 全 体 有 理 数 集合 是 可 列 
集 , 还 证 明了 全 体 代数 数 的 集合 也 是 可 列 集 . 如 此 ,似乎 所 有 的 无 
限 集 都 是 可 列 集 .由 于 康 托 尔 出 人 意料 地 证 明了 区 间 (0,1) 中 全 
体 实数 的 集合 不 是 可 列 的 ,这 才 说 明了 不 可 列 集 是 存在 的 . 

康 托 尔 1890 年 发 表 的 论文 中 ,用 对 角 线 法 则 证 明 如 下 : 

反 证 法 . 假设 这 个 集合 是 可 列 集 ,于 是 可 以 把 集合 中 的 数 排 
КА р разн) НЕ р, 都 可 以 险 一 写成 无 尽 十 
进位 小 数 。 注意 ,任何 有 理 数 可 以 写成 一 个 “循环 小 数 ”, 例 如 ,0.3 
可 以 写成 0.299 99+. 于 是 ,我 们 可 以 把 这 个 序列 表 为 下 面 形状 : 


bi = 0. auaiga 
Pi = 0. anaita 
Py = D. ananas 


其 中 每 个 符号 au 都 代表 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 这 十 个 数字 中 的 
某 一 个 ,但 是 ,在 上 面 列 出 0 与 1 之 问 所 有 的 实数 的 过 程 中 ,不 论 
怎样 小 心 谨慎 + 总 有 一 个 数 0. 6,55… 不 可 能 列 出 来 ， 比 如 说 ,对 
ФЕ 1,2,3, ел, Щ as Z 7 4, = 7 , W au = 7 B$ b, = 
3, ZDM O bhh КАЕ ОУ 28. 它 不 等 于 任何 一 个 
pi: 因 为 这 个 数 在 小 数 点 后 一 位 处 与 p, 不 同 ,在 小 数 点 后 两 位 处 
与 :不同 ,在 小 数 点 后 三 位 处 与 不 同 ,等 等 因此 ,原来 假定 0 
与 1 之 间 所 有 的 实数 可 以 排 成 一 个 序列 是 不 能 成 立 的 ,从 而 区 则 
(0, 了 ) 中 全 体 实数 的 集合 是 不 可 列 的 . 
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实数 集 不 可 列 的 发 现 被 人 们 看 做 是 集合 论证 生 的 标志 , 康 托 
尔 在 这 个 发 现 的 基础 上 ,证 明了 超越 数 的 存在 性 ， 
参考 文献 [38,pp, 213 一 215],[16,pp. 513~517]. 

(C Ec 2] 
康 托 尔 完 备 集 (Cantor complete set) 将 区 间 [ov] 用 分 点 二 与 
二 三 等 分 ,并 除去 中 何 的 开 区 间 | 二 ,| ,把 余 下 的 两 个 闭 区 间 各 
三 等 分 ,并 除去 中 间 的 开 区 间 | 吉凶 | ,| 了 ,有 | ,然后 再 将 余下 的 
四 个 闭 区 间接 同样 方法 处 理 , 如 此 等 等 (图 5- O. 


9 9 3 © 9 
85-4 
жа (аја 2 (о а.а) 
ВПО mr. Е 
Р, = [0,1] — Gs 


则 P, 是 一 个 不 可 列 的 完备 集 , 称 为 康 托 尔 完 备 集 - 

一 般 人 们 总 认为 基数 为 着 即 与 区 间 [0,1] 对 等 的 集合 ,测度 
КТА. 出 乎 意料 ,可 以 证 明 , 康 托 尔 完备 集 Р, 的 基数 为 % ， 
而 其 测度 为 零 。 

首先 证 明 Р, 的 基数 为 六 - 


引进 [0,1] 中 小 数 的 三 进 制 表示 来 考察 ,区 间 | 证 ,也 | 中 每 
个 点 工 可 表示 成 
z = 0.12253 
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Ж 2:23." 4 0,1,2 中 任 一 数字 . 这 区 间 的 端点 均 有 两 种 表 
示 , 规 定 采用 (不 出 现 数字 1). 


l= “Ж к 
3 = 0.022 2, ч = 0.2000. 


KA| у) ,| 5] 中 的 点 二 可 表示 成 
ж = 0, Olne Ж z = 0. lre y 


ЖР zaza 0,1,2 中 任 一 数字 . 而 区 间 端 点 则 采用 (不 出 现 
AF1): 


1 = 0.002 2em, Ç = 0. 202 ee 


8 
2-0 0200, g = 0-2200. 
如 此 等 等 . 据 归 纳 法 分 析 可 知 , 依 上 述 规定 ,G。 中 的 点 的 三 进 制 
表示 中 必 有 一 位 数字 是 1, 且 只 有 这 样 的 点 才 属 于 Cu 因而 P. 
与 集 
А = (0.2121: 每 个 zx € (0,2)} 


成 一 一 对 应 . 但 4 显然 与 [0,1] 对 等 , 故 4 的 基数 为 六 ,从 而 P. 
的 势 为 ， 

再 证 P, 的 测度 为 零 . 

masly аф, 

5 mP, = 1— mG, = 0. 

康 托 尔 完备 集 Pu, 提 供 了 一 个 测度 为 零 的 不 可 列 集 的 重要 例 
+. 在 许多 场合 可 用 它 来 说 明 一 些 问 题 

参考 文献 [3vpp.13 一 22]. 


( 刘 云 章 》 
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罗素 悖 论 (Russell paradox) 一切 不 包含 自身 的 集合 所 形成 的 
集合 是 否 包含 自身 . 如 果 说 是 包含 自身 的 , 即 它 自身 属于 这 个 集 
合 ,那么 它 就 不 包含 自身 ;如 果 说 它 不 包含 自身 ,那么 它 理应 是 这 
个 集合 的 元 素 , 即 包含 自身 . во Вн 

这 个 怪 论 是 罗素 1901 年 发 现 的 .1902 年 ,罗素 写 信 告诉 了 
Frege(1848 一 1925),1903 年 在 他 的 (数学 原理 ) 一 书 的 序言 中 也 
提 到 这 个 悖 论 ， 

1918 年 ,罗素 又 提出 一 个 生动 的 “理发 师 悖 论 * 来 形象 地 说 明 
аве. 某 村 有 位 理发 师 自己 约定 :“ 给 而 且 只 给 村 子 里 自己 
不 给 自己 刮 胡子 的 人 刊 胡子 , "现在 要 问 这 个 理发 师 是 属于 哪 一 
类 人 ?如 果 说 他 是 属于 自己 给 自己 刮 胡子 的 一 类 ,那么 按 他 自己 的 
约定 ,他 不 应 该 给 他 自己 刮 胡子 , 因 之 是 一 个 自己 不 给 自己 刮 胡子 
ЮЛ. 再 设 他 是 属于 自己 不 给 自己 刮 胡子 的 一 类 , 则 按 他 自己 的 
约定 ,他 必须 给 他 自己 刮 胡子 , 因 之 他 又 是 一 个 自己 给 自己 刮 胡子 
KMAT 前 后 矛盾 ! 

实际 上 ,1899 年 , 康 托 尔 已 发 现 类 似 的 停 论 . ЖЕНЕ 
冲击 数学 的 基础 ,惊动 了 整个 西方 哲学 办 .逻辑 学 界 和 数学 界 . 数 
学 家 们 首先 求助 于 公理 化 方法 ,试图 把 碌 托 尔 的 “朴素 集合 论 " 加 
以 公理 化 ， 这 项 工作 的 创始 人 是 德国 数学 家 策 梅 罗 , 他 认为 罗素 
储 论 起 因 于 康 托 尔 对 集合 的 概念 未 加 以 限制 ， 康 托 尔 论文 中 集合 
的 定义 是 有 些 含糊 ,所 以 策 梅 罗 希 望 用 公理 化 方法 证 清 集合 的 意 
义 和 集合 应 有 的 性 质 . 他 于 1908 年 构思 了 一 个 集合 论 的 公理 化 
系统 ,只 准许 那些 看 来 不 大 会 产生 矛盾 的 集 进入 集合 论 . 特别 是 
像 一 切 集 组 成 的 集 , 在 这 个 公理 系统 中 是 不 被 承认 为 集 的 . 但 策 
梅 罗 的 公理 系统 有 缺陷 + 后 来 弗兰克 对 策 梅 罗 公理 系统 作 了 改进 ， 
形成 了 ZF 系统 ,加 上 选择 公理 , 便 得 到 现在 大 家 热 知 的 ZFC 公理 
系统 . 集合 论 的 ZFC ЖЕҢИ Т R 6 E h 0 9 ЖЕЕ. 在 这 个 
系统 理论 之 内 ,至 今 还 未 发 现 矛 盾 ,但 ZFC 公理 集合 论 的 相 容 性 
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HREN, ЖЕ {ЕЛШЕ YE k 4 ЖЖ HSE Ж НЯН. 正如 庞 
加 全 所 说 :我 们 设置 栅栏 ,把 羊 群 围 住 , 免 受 狼 的 侵袭 ,但 是 很 可 
能 在 围 桶 栏 时 就 已 经 有 一 条 狼 被 围 在 其 中 了 .” 
罗素 履 论 激 起 了 数学 家 们 对 数学 基础 的 研究 ， 
参考 文献 [36,pp.290—295],[10,pp.125—139],[11, 
р. 461],[37,p, 568],[14›р. 501], 
12%) 


代数 基本 定理 (Algebraic elementary theorem) 每 一 个 实 系数 

多 项 式 至 少 有 一 个 实 根 或 复 根 ， 

该 命题 等 价 于 “一 元 n 次 方程 在 复数 范围 内 必 及 个 根 ” 

最 早 涉及 根 的 个 数 问题 的 人 ,是 阿拉 伯 和 印度 数学 家 . 9 世纪 
的 花 拉 子 米 首 先 认 识 到 二 次 方程 有 两 个 根 ,但 他 只 给 出 正 的 实 
根 ,1150 年 ,Bhaskara 完整 地 提出 了 二 次 方程 的 一 般 解法 ,他 也 
承认 二 次 方程 有 两 个 根 ,但 将 负 根 弃 去 

三 次 方程 是 否 有 三 个 根 的 问题 在 卡 丹 来 说 还 存在 疑点 ,因为 
他 的 求 根 公式 中 会 出 现 负数 的 平方 根 .1732 年 , 欧 拉 对 卡 丹 的 三 
次 方程 解法 作 了 完整 的 讨论 ,强调 三 次 方程 有 三 个 根 ,而 县 指出 如 
PER. 随 之 ,四 次 方程 的 问题 也 解决 了 ， 

1608 年 ,Rothe 最 早 提出 次 方程 有 xn 个 根 的 猪 想 ,但 没有 多 
大 影响 . 

1629 年 ,荷兰 数学 家 Girard(1595 一 1632) 在 他 的 (代数 新 发 
现 ) 中 ,再 次 提出 Rothe 的 猜想 :但 没有 给 出 证 明 . 

1637 年 , 稍 卡 尔 的 (几何 学 出 版 . 他 在 第 三 编 中 指出 ,一 个 
多 少 次 的 方程 就 能 有 多 少 个 不 同 的 根 ( 包 括 他 不 承认 的 虚 根 和 
mE). 
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1742 4 12 Я 15 日 , 欧 拉 在 一 封 信 中 明确 地 陈述 了 代数 基本 
ет. 

ESA ЖОЕ ЖИА ЖЕЕ ШЕНЯ rik RER ИЕН ГСЗ 
分 析 中 的 一 些 定理 ， 

该 定理 的 第 一 个 证 明 是 法 国 数学 家 达 朗 贝尔 给 出 的 ;可 是 他 
软 认 了 数学 分 析 中 一 条 明显 的 引 理 一 一 定义 在 闭 区 间 上 的 连续 函 
数 一 定 在 某 一 点 取得 最 小 值 , 这 引 理 在 达 衣 贝尔 的 研究 100 年 以 
后 才 得 到 证 明 . 接 若 , 欧 拉 也 给 出 了 一 个 证 明 , 但 也 有 缺陷 . 拉 格 
朗 日 于 1772 年 又 重新 证 明了 代数 基本 定理 ,后 经 高 斯 分 析 , 发 现 
其 证 法 中 曾 把 实数 的 各 种 性 质 应 用 于 尚未 证 明 其 存在 性 的 根 上 ， 
所 以 证 明 仍然 是 不 严格 的 - 

代数 基本 定理 的 第 一 个 严格 证 明 通 常 认为 是 高 斯 1797 年 给 
出 的 ,这 是 他 的 博士 论文 (1799 年 发 表 ). 高 斯 对 此 定理 一 共 给 出 
四 个 证 明 ,第 四 个 发 表 于 1850 年 “代数 基本 定理 "这 一 名 称 被 认 
为 是 高 斯 提出 的 - 

在 许多 证 法 中 ,这 条 定理 都 不 是 在 最 一 般 的 情况 下 证 明 的 ,大 
多 是 假定 了 多 项 式 中 的 文字 系数 表示 实数 ,但 整个 定理 却 包括 复 
系数 的 情况 .1976 年 ,美国 的 F, 特 科 森 就 复 系数 情况 作出 了 简 
短 的 证 明 . 

设 PC=) 为 一 个 正方 次 的 多 项 式 , 其 系数 属于 复数 域 C, HT 
卫 (z) 为 连续 并 且 当 |z| ->ce 时 一 致 地 有 |P(z)j 一 co, 故 存在 = € 
C, 使 得 Plr), < |P(z)| 对 于 所 有 <zEC 成 立 ,不 妨 假设 mm=0， 
ARE P(z) 可 考虑 多 项 式 P(z 十 zo). 我 们 要 证 P(0)=0. 


存在 一 个 正 整数 n 写 1 和 a,5EC,6 关 0 使 得 
Р(2) =а-+ bz +r QE), 


фос. in P(0) 一 a 天 0 取 数 一 分 的 一 个 
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次 方 根 wuEC, 存 在 满足 0<t<1 H e 8 tlr Оо) | < |а| 成 
立 - 现在 有 
PG@e) = a + Виш)” + 00)" 00) 
= (1 — r)a + 000)" 010), 


HH bar =— а, 于 是 


12000) | < (1 — (|а| + 00 |075 1С) | 
<(1—г)|а| + ral = |а| = |Р) |, 


这 是 一 个 矛盾 ,所 以 P(0)=0 得 证 
代数 基本 定理 在 代数 乃至 整个 数学 中 起 着 基础 作用 - 
参考 文献 [34,pp-351—353],[44, рр. 23—27], [33, 
р. 220、311.314],[15,p. 132,143,152]. 
( 刘 云 章 ) 
代数 方程 根 式 解 问题 (Problem of algebraic solution of 
algebraic equation) ”高 于 下 次 的 代数 方程 是 否 具 有 根 式 解 ? 
二 次 方程 的 解法 , 早 在 远古 时 代 已 解决 ;三 次 、 四 次 方程 的 解 
法 是 16 世纪 解决 的 . 
自从 16 世纪 三 次 ,四 次 方程 的 根 式 解法 解决 后 ,五 次 方程 的 
根 式 求解 问题 自然 便 提 到 议事 日 程 上 来 ， 它 吸引 了 众多 的 著名 数 
学 家 ,包括 欧 拉 在 内 . 但 是 两 百 多 年 的 努力 都 落空 了 ， 他们 总 认 
为 五 次 方程 的 求 根 公式 是 存在 的 ,只 是 没有 能 找到 而 已 . 
到 了 18 世纪 下 半 叶 ,法 国 数学 家 拉 格 朗 日 总 结 分 析 了 前 人 失 
败 的 教训 ,开始 意识 到 这 种 用 代数 方法 求解 五 次 方程 的 公式 可 能 
是 不 存在 的 .他 在 1770 年 发 表 了 (关于 代数 方程 解法 的 思考 ;一 
文 ,用 统一 的 观点 分 析 总 结 了 二 次 ,三 次 ` 四 次 方程 的 根 式 解法 ,并 
预见 到 一 般 方 程 的 可 解 性 问题 最 后 都 将 归结 到 关于 诸 根 的 菜 种 排 
列 置 换 的 问题 ,他 还 设想 了 一 种 理论 上 的 利用 根 式 求解 方程 的 步 
怠 , 可 是 拉 格 朗 日 按照 自己 的 方案 去 处 理 五 次 方程 时 , 碰 了 壁 . 
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拉 格 朗 日 虽然 没有 能 彻底 解决 高 次 方程 的 求解 问题 ,但 是 他 
的 工作 却 启发 了 年 轻 的 阿 贝尔 与 伽 罗 瓦 . 

1824 年 ,22 岁 的 大 学 生 阿 贝尔 严格 地 证 明了 高 于 四 次 的 一 般 
代数 方程 ( 带 有 文字 系数 者 ) 不 可 能 有 根 式 解 ,该 证 明 1826 年 发 表 
于 《理论 与 应 用 数学 杂志 》, 阿 贝尔 证 明了 高 于 四 次 的 一 般 代数 方 
程 不 可 能 有 一 般 形式 的 根 式 解 ,但 是 这 并 不 等 于 说 任意 一 个 具体 
数字 系数 的 高 次 方程 都 没有 根 式 解 ， 因 此, 阿 贝尔 的 理论 还 未 解 
决 具体 数字 系数 的 高 于 四 次 的 方程 何 时 有 根 式 解 的 问题 . 这 个 问 
题 为 法 国 青年 数学 家 伽 罗 瓦 所 初 底 解决 。 

伯 罗 瓦 精细 地 研究 了 前 人 成 果 , 发 现 了 一 个 重要 准则 ( 伽 罗 瓦 
EFEM): 

给 定 一 个 代数 方程 , 设 G ГЕР СЕСЕ РО ER 
的 某 个 置换 群 ) , 它 的 一 系列 最 大 正规 子 群 为 H=], 8): 

G3ƏH,2--58H1,. 


ӨХ ЛЕР EREN, Ж Н, 为 单元 群 ) 则 原 方程 可 用 根 式 求 
解 的 充 要 条 件 是 ,下 列 诸 指标 

H. a] 
都 是 案 数 


G7 4 
Гаа) 
И Е ЗРО Y Не ЕРЖ. А TREA E 
的 可 解 性 理论 ,彻底 解决 了 代数 方程 根 式 解难 题 ,; 具 有 划时代 的 
ЖХ. 
参考 文献 [15,pp. 169—174],(10,рр. 92—96]. 


СЕ 9) 

复数 域 能 不 能 再 扩充 (Can complex field Бе extended ог not) 
复数 可 以 表示 平面 向 量 , 在 物理 上 有 着 广泛 应 用 . 于 是 人 们 
很 自然 地 想到 ,能 不 能 仿照 复 数 集 找到 “三 维 复数 ", 用 以 表示 空间 
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向 量 呢 ?爱尔兰 的 数学 家 哈密 顿 首先 发 现 ,要 想 在 实数 基础 上 建立 
三 维 复数 ,使 它 具有 实数 和 复数 的 各 种 运算 性 质 ,这 是 不 可 能 的 - 
他 进而 研究 “四 维 复数 ”, 得 到 所 谓 四 元 数 ,并 于 1857 年 发 表 了 (四 
元 数 讲义 》 他 逝世 后 的 第 二 年 , 即 1866 年 出 版 了 《四 元 数 原理 》 

复数 仅 有 了 两 个 单位 1 与 i ,而 四 元 数 有 四 个 单位 1\i,j\k, 一 般 

的 四 元 数 的 形式 是 

a +h + cj + dk, 
KOR i. k E [BJ AEREA КЖ h = 4" ЕКШ k 0  f% In 
ЗЕРО Е Й ya bcd 是 实数 , 称 为 四 元 数 的 
系数 。 

两 个 四 元 数 相等 被 规定 为 对 应 系数 分 别 相等 . 

四 元 数 的 加 减法 和 一 般 复 数 的 加 减法 相同 ,也 满足 交换 律 和 
结合 律 . 四 元 数 的 乘法 满足 结合 律 但 并 不 满足 交换 律 ,这 是 和 实 
数 ,复数 最 显著 的 不 同 ,也 正 因为 如 此 ,四 元 数 集 不 能 构成 数 域 . 
人 们 称 它 为 广 域 ， 

正当 哈密 顿 建立 他 的 四 元 数 时 ,德国 数学 家 格拉 斯 曼 正在 建 
立 复数 的 另 一 个 更 大 胆 的 推广 ,格拉 斯 曼 引 进 了 一 种 有 个 分 量 
的 超 复数 ,并 且 有 效 地 定义 了 这 种 超 复数 的 各 种 运算 ,从 而 ,就 产 
生 了 以 这 种 超 复数 为 对 象 的 所 谓 格拉 斯 曼 代数 ， 

由 于 哈密 顿 和 格拉 斯 曼 工作 的 影响 ,19 世纪 中 叶 后 ,一 系列 
超 复 数 系统 相继 引出 .1847 年 , 饥 莱 给 出 了 实 四 元 数 的 一 个 八 单 
元 推广 ,建立 了 他 的 八 元 数论 ,其 中 乘法 的 结合 律 不 成 立 - 1853 
年 ,哈密 顿 又 引进 了 以 复数 为 系数 的 所 谓 拟 四 元 数 , 两 个 不 等 于 零 
的 拟 四 元 数 之 积 可 以 为 零 , 1873 年 ,英国 的 Clifford(1845~1879) 
也 用 拟 四 元 数 的 名 字 给 出 与 哈密 顿 拟 四 元 数 不 同 的 另 一 种 超 
ий. 

在 引进 各 种 超 复 数 的 同一 期 间 ,数学 家 们 也 开始 考虑 建立 超 
复数 的 自由 度 问 题 , 高 斯 深信 ,保持 复数 基本 性 质 的 复数 的 扩张 
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是 不 可 能 的 ,但 他 未 给 出 证 明 . 1861 年 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 证 明了 : 对 
于 实数 域 上 的 n 维 向 量 空间 , 当 m>>2 时 ,无 法 定义 乘法 运算 ,使 它 
成 为 域 - 约 在 1870 年 , 戴 德 金 也 获得 了 同样 的 结果 . 这 就 是 说 ， 
复数 域 是 保持 实数 基本 运算 性 质 的 最 后 扩张 因此 ,人 们 只 称 二 
维 向 量 为 复数 ,而 不 称 其 他 向 量 为 复数 ， 

四 元 数 以 及 一 般 的 n 维 超 复数 在 力学 , 磁 学 , 咒 体 学 等 方面 有 
所 应 用 . 但 它们 在 数学 上 所 起 的 作用 不 大 ,无 法 与 复数 的 作用 相 
比较 

参考 文献 [l6,pp-457—462],[35,pp.174—194]. 


欧 几 里 得 公理 系统 是 否 严 讶 (Is Euclid axiom system strict?) 

公元 前 3 世纪 , 欧 几 里 得 的 名 著 ( 几 何 原本 》 从 少数 概念 及 5 
条 公设 .5 条 公理 推出 了 467 条 定理 ,被 人 们 看 做 是 严格 性 方面 的 
典范 . 其 实 , 欧 几 里 得 之 后 的 数学 家 们 早 就 看 到 欧 几 里 得 的 公理 系 
统 在 逻辑 上 也 有 不 严谨 之 处 - 

欧 几 里 得 的 公理 系统 不 具有 完备 性 ,缺少 连续 公理 ,运动 公理 
及 顺序 公理 ,因而 (几何 原本 ) 中 在 证 明 命题 时 ,有 了 时 不 得 不 借助 于 
直观 . 例如 ,在 第 一 卷 命题 1 中 假定 了 “ 当 两 圆 的 一 个 通过 其 他 一 
个 的 中 心 时 , 必 有 共同 的 交点 ”, 这 假定 必须 以 图 的 连续 性 为 其 前 
提 , 但 欧 几 里 得 公理 系统 中 没有 连续 性 公理 . 在 第 一 卷 命题 4 中 断 
言 :" 若 一 个 三 角形 的 两 边 和 其 夹 角 相应 地 等 于 另 一 个 三 角形 的 两 
边 和 其 夹 角 ,那么 这 两 个 三 角形 相等 . " 欧 儿 里 得 应 用 把 一 个 三 角 
形 重合 到 另 一 个 上 的 方法 . 重合 上 去 的 手续 是 以 运动 为 前 提 的 ,可 
见 ,这 里 欧 几 里 得 是 借助 于 运动 的 性 质 ,然而 在 欧 几 里 得 公理 系统 
中 没有 相应 的 公理 《几何 原本 } 中 ,还 几 次 利用 了 “ 介 于 "的 概念 
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但 他 完全 是 依靠 图 形 上 的 观察 ,没有 把 这 个 概念 的 重要 性 质 列 为 
顺序 公理 . 

欧 几 里 得 试图 给 公理 所 讨论 的 基本 对 象 及 关系 都 给 出 定义 ， 
这 是 不 可 能 的 , 问题 在 于 解说 各 个 概念 不 能 局 限于 定义 的 形式 , 因 
为 下 定义 要 用 到 另 一 个 概念 ,而 这 一 概念 也 要 有 它 的 定义 ,这 样 势 
必 无 止境 的 追求 下 去 . 因此 , 欧 几 里 得 公理 系统 中 很 多 定义 含糊 其 
改 . 例 如 (几何 原本 ) 第 一 卷 中 给 "点 ”…“ 线 ",“ 面 "下 了 定义 ,但 他 
的 定义 是 描述 性 的 .模糊 的 ( 详 见 什么 则 点 、 线 , 面 ), 不 起 什么 逻辑 
作用 .在 第 五 卷 中 把 比例 关系 的 理论 推广 到 不 可 公 度 量 , 多 次 利用 
“ 量 " 的 概念 ,但 没有 真正 给 出 * 量 ”的 定义 . 

尽管 欧 几 里 得 公理 系统 有 这 样 那 祥 的 缺点 ,但 它 是 现代 公理 
法 的 雏形 - 

参考 文献 [27,pp.10—17],[33,pp.97—99]. 

《 刘 云 章 ) 
什么 则 点 , 线 , 面 (What is Point, Line and Face) 

欧 几 里 得 在 他 的 《几何 原本 》 中 给 "点 "“ 线 "“ 面 "下 了 定义 ; 
“点 是 没有 部 分 的 ”," 线 是 有 长 度 而 没有 宽度 的 "“ 直 线 是 关于 它 
的 任何 点 一 样 放 喃 着 的 "“ 面 是 只 有 长 度 和 宽度 的 "平面 是 关于 
它 的 任何 直线 一 样 地摊 放 着 的 ”. 这 些 定义 是 模糊 的 ,他 在 建立 几 
何 学 时 ,事实 上 完全 不 利用 这 些 内 容 , 有 人 认为 欧 几 里 得 可 能 没有 
认识 到 开头 一 些 概念 必然 是 未 经 定义 的 ,因而 不 自觉 地 用 物理 概 
念 来 解释 它们 , 也 有 人 认为 ,他 认识 到 这 些 定义 在 逻辑 上 没有 作 
用 ,但 想 解释 一 下 他 所 用 名 词 的 直观 意义 ,以 使 读者 相信 公理 和 公 
设 是 能 应 用 到 这 些 概念 上 去 的 

殉 几 里 得 以 后 ,不 少数 学 家 们 作 了 改进 胸 几 里 得 公理 系统 的 
尝试 ,试图 消除 {几何 原本 ) 中 逻辑 上 的 缺点 ,对 于 “ 线 ”",“ 面 "给 出 
了 不 同 的 定义 , 阿 基 米 牧 说 :“ 直 线 是 两 点 间 的 最 短 距离 ",“ 由 同一 
环 路 所 围 成 的 平面 比 曲面 小 些 ”, 勒 让 德 在 其 (几何 原本 ) 星 也 定义 
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直线 为 最 短 道 路 . 4 世纪 ,希腊 的 Proclus(410 一 485) 说 :“ 直 线 是 
两 点 间 的 线段 合 于 其 间距 离 的 线 "，“ 直 线 是 无 限 延 伸 的 线 ",“ 直 线 
是 其 任何 部 分 在 其 上 可 以 滑 走 的 线 ”,“ 直 线 是 当 拉 紧 其 两 端 时 仍 
旧 不 动 的 线 ”,“ 平 面 是 无 限 延 促 的 面 ",“ 平 面 是 其 任何 部 分 在 其 上 
可 以 滑 走 的 面 ",“ 平 面 是 关于 其 上 的 任何 直线 有 同一 关系 的 面 ”， 
“平面 是 与 它 有 两 共同 点 的 任何 直线 一 定 在 其 上 的 面 ”. 

阿拉 伯 的 亚 那里 奇 说 ;“ 设 一 线 上 的 两 点 经 常 固定 着 的 时 候 ， 
这 线 便 也 国定 了 ,这 线 叫做 直线 ,. 只 设 一 面 上 从 任何 一 点 到 另外 任 
何 一 点 常 可 引 直线 , 这 种 面 思 做 平面 .” 

俄国 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 曾 经 提出 直线 和 平面 的 有 趣 定 义 . 
他 首先 定义 了 球面 ,作为 与 定点 (中 心 ) 有 同一 距离 的 点 的 轨迹 , 且 
从 此 定义 平面 和 直线 . “平面 是 两 点 一 -发生 中 心 一 一 的 周围 所 作 
两 同等 球面 相交 的 圆 所 在 的 面 . "再 利用 运动 来 定义 直线 ,“ 凡 线 上 
的 两 点 间 的 部 分 在 任何 位 置 可 以 遗 盖 其 本 身 ,这 种 线 叫做 直线 . 在 
圆 的 平面 上 把 圆 从 反面 遗 盖 它 本 身 时 , 凡 平面 上 的 点 的 位 置 仍旧 
不 改变 的 线 是 这 类 的 . ” 

这 些 几 何 基 本 概念 的 定义 并 没有 在 几何 基础 里 带 来 多 大 的 改 
进 ,它们 仍然 不 起 什么 逻辑 作用 ,但 它们 促进 了 现代 公理 法 的 
жу. 

德国 数学 家 希 尔 伯 特 总 结 前 人 工作 , 写 出 了 划时代 的 名 著 ( 几 
何 基础 )C1899), 用 现代 观点 建立 了 欧 儿 里 得 的 公理 体系 . 希 尔 伯 
特 抛弃 欧 几 里 得 的 打算 ,他 把 “点 "“ 直 线 ”"“ 平 面 "作为 原始 概念 ， 
并 且 把 原始 概念 之 间 的 “属于 ”“ 介 于 ”“ 全 等 于 ?作为 基本 关系 ， 
然后 使 用 它们 定义 几何 学 里 的 其 他 概念 ,至 于 这 些 原始 概念 与 关 
系 不 再 使 用 定义 的 形式 而 改 用 完整 的 一 套 公 理 ( 结 合 公理 ,顺序 公 
理 , 合 同 公理 ,平行 公理 及 连续 公理 ) 来 制约 它们 的 意义 ,这 些 原始 
概念 和 关系 的 一 切 特性 , 凡 在 几何 学 中 所 必需 的 ,都 用 公理 来 反 
映 , 至 于 它们 的 其 他 特性 就 不 加 规定 ,这 样 就 形成 了 现代 公理 法 . 
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从 现代 公理 法 的 观点 来 看 ,几何 学 的 点 ,直线 和 平面 可 以 理解 为 任 
何 东 西 ,只 要 它们 适合 基本 关系 ,满足 整套 公理 的 要 求 就 行 . 正如 
希 尔 伯 特 所 说 ,在 一 切 几 何 命题 中 ,我 们 必定 可 以 用 桌子 ,椅子 和 
啤酒 杯 来 代替 点 , 线 , 面 ",“ 欧 几 里 得 关于 点 ,直线 和 平面 的 定义 ， 
在 数学 上 其 实 并 不 重要 . 它们 成 为 讨论 的 中 心 ,仅仅 是 由 于 它们 同 
所 选择 的 诸 公理 的 关系 . 换 句 话说 ,不 论 是 管 它们 叫 点 , 线 , 面 ,还 
是 桌子 .丁子 ,啤酒 杯 ,它们 都 能 成 为 这 样 一 种 对 象 ; 对 它 而 言 , 公 
理 所 表 述 的 关系 都 成 立 . 在 某 种 意义 上 好 像 是 说 : 一 个 未 知 的 单 
词 , 当 它 在 各 种 上 下 文 之 中 出 现 ,其 意义 就 越 来 越 清楚 , 每 一 个 用 
到 这 个 单词 的 新 的 语句 ,都 会 淘 钦 掉 某 些 意义 ,而 在 先前 的 陈述 
中 ,这 被 淘汰 的 意义 一 直 是 成 立 的 ” 
参考 文献 [27,рр.24—27],[40.рр. 72—76]. 
aat) 
平行 公设 问题 (Problem of parallel axiom) ”网 几 里 得 第 五 公 
设 是 否 可 以 证 明 ? 

欧 几 里 得 在 (几何 原本 ) 第 一 卷 中 先 给 出 了 23 个 定义 ,接着 就 
列 出 5 个 公设 及 5 个 定理 .在 欧 几 里 得 心目 中 ,公理 与 公设 似乎 有 
些微 妙 区 别 , 但 后 来 ,人 们 对 它们 往往 不 加 区 别 ,统称 为 公理 , 其 中 
第 五 个 公设 是 : 

“如 果 一 直线 和 两 直线 相交 ,所 构成 的 两 个 同 侧 的 内 角 之 和 小 
于 两 直角 ,那么 ,把 这 两 直线 延长 ,它们 一 定 相交 于 该 侧 的 一 点 .” 

这 就 是 著名 的 “ 欧 几 里 得 第 五 公设 ” 

欧 几 里 得 建立 这 条 公设 ,足以 显示 出 他 的 天 才 , 然而 许多 希腊 
人 反对 这 一 公设 ,因为 它 不 那么 一 望 而 知 ,从 而 不 像 别 的 公设 那样 
被 人 一 下 于 接受 , 而 且 这 个 公设 在 Y 几 何 原本 } 中 的 应 用 很 迟 , 仅 在 
命题 29 中 有 了 唯一 的 应 用 , 这 就 意味 着 欧 几 里 得 是 在 处 于 无 可 奈 
何 的 情况 下 才 把 它 看 做 公设 的 , 这 样 ,人 们 就 怀疑 第 五 公设 是 否 能 
从 其 他 命题 逻辑 推导 出 来 ， 
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在 欧 几 里 得 以 后 的 两 千年 期 间 , 很 难 找到 一 个 没有 去 试 证 第 
五 公设 的 大 数学 家 . 可 惜 ,不 是 证 明 有 错误 ,就 是 用 另 一 条 等 价 的 
公理 取代 第 五 公设 , 在 多 不 胜 数 的 等 价 命题 中 ,形式 上 比较 简明 的 
主要 有 : 1741 年 法 国 Clairaut(1713 一 1765) 提 出 的 “如 果 四 边 形 
的 三 个 内 角 是 直角 ,那么 第 四 个 内 角 也 必定 是 直角 ”;I769 年 
Fenn 提出 的 “两 相交 直线 不 能 同时 平行 于 第 三 条 直线 ”1795 年 
苏格兰 的 Playfair(1748 一 1819) 提 出 的 “过 直线 外 一 点 ,有 且 只 有 
一 条 直线 与 这 直线 平行 "等 、 

由 于 Playfair 的 命题 最 简明 ,因此 受到 普遍 采用 ,现在 的 各 国 
教科 书 中 通常 都 用 这 一 形式 来 代替 第 五 公设 ,这 一 公设 也 岂 平 行 
公设 - 当然 ,这 种 蔡 代 并 没有 从 根本 上 解决 第 五 公设 问题 - 虽然 这 
些 替代 的 命题 都 是 在 证 明 第 五 公设 中 产生 的 ,但 证 明 过 程 中 所 出 
现 的 各 种 思想 方法 , 却 对 几何 学 的 发 展 ,特别 是 非 欧 几何 的 产生 和 
发 展 起 着 积极 而 又 重要 的 作用 . 

几 百 年 中 ,人 们 直接 证 明 的 工作 都 宣告 
失败 ,这 就 启发 人 们 用 间接 证 法 . 如 意大利 
的 Saccberi(1667 一 1733), 从 与 平行 公设 相 

А Е В 对 立 的 假设 出 发 ,企图 引出 矛盾 ,用 反 证 法 
图 5-5 证 明 平行 公设 .如 图 5 -5 的 四 边 形 ABCD, 

其 中 4 和 ~ 日 是 直角 ,并 且 4D= BC. 他 

证 明了 该 四 边 形 的 中 线 EF 垂直 于 双方 底 边 并 且 ZC = ZD. X: 
+С SZD 的 大 小 ,他 提出 三 个 假设 : O ZC 和 ZZD 是 直角 ; 
@ ZC Z D 是 包 角 ;@ ZC 和 LD 是 锐角 .其 中 ,直角 假设 是 说 
明了 和 矩形 的 存在 ;与 欧 几 里 得 第 五 公设 等 价 , Saccheri 假定 直角 假 
设 不 成 立 ,企图 由 此 推出 矛盾 . 他 首先 考察 钝 角 假 设 , 很 快 推出 矛 
盾 ; 然 后 他 考察 锐角 假设 ,结果 推出 一 系列 命题 . 他 发 现 其 中 有 些 
推论 难以 置信 , 却 又 找 不 出 矛盾 , Saccheri 尽管 找 不 到 逻辑 上 的 矛 
盾 , 但 考虑 到 这 些 推论 违背 了 人 们 的 经 验 ,因而 断言 锐角 假设 一 定 
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不 能 成 立 , 断 言 欧 几 里 得 第 五 公设 成 立 , 并 于 1733 年 出 版 了 8 欧 几 
里 得 无 懈 可 击 ) 一 书 . 事实 上 ,Saccheri 在 锐角 假设 下 已 得 到 了 一 
系列 有 价值 的 属于 新 几何 的 命题 ,他 本 身 不 明了 这 一 点 而 认为 得 
到 了 了 矛盾 . 在 这 些 方面 做 了 大 量 工作 的 还 有 法 国 的 惑 让 德 ,德国 的 
Kliigel (1739 ~ 1812), = 伯 特 . Schweikart (1780 一 1859) 和 
Taurinus(1794 一 1874) 等 . 

1816 年 ,Schweikart 得 出 结论 ; 应 该 承认 存在 两 种 几何 ,一 
种 是 欧 氏 几何 , 另 一 种 是 建立 在 三 角形 三 内 角 之 和 小 于 两 直角 候 
设 下 的 几何 . 他 还 认为 ,后 一 种 几何 也 许 要 在 星际 空间 中 才能 证 明 
它 是 正确 的 ,因此 他 称 此 为 星空 几何 . 他 的 外 入 Taurinus 证 明了 
虚 半 径 球 面 上 成 立 的 公式 刚好 是 星空 几何 中 所 成 立 的 . 

19 世纪 ,德国 的 数学 家 们 做 了 大 量 的 工作 ; 肯定 平行 公设 的 
独立 性 ;确定 非 欧 几 何 的 存在 ;注意 到 实 球面 上 的 几何 具有 以 钝 角 
假设 为 基础 的 几何 性 质 ,而 虚 球面 上 的 几何 具有 以 锐角 假设 为 基 
础 的 几何 性 质 ;等 等 , 不过, 他们 只 肯定 了 非 欧 几何 存在 的 可 能 性 ， 
而 未 看 到 非 欧 几 何 也 能 像 欧 氏 几 何 一 样 ,正确 地 描述 物质 空间 .但 
他 们 的 工作 也 为 新 几何 的 建立 莫 定 了 基础 . 

对 第 五 公设 的 怀疑 与 探索 ,经 过 两 千 多 年 的 迁 回 曲 折 的 道路 ， 
最 终 导致 新 几何 的 产生 . 

非 欧 几何 的 创立 主要 归功 于 俄国 的 罗 巴 切 夫 斯 基 , 其 次 是 高 
斯 和 匈牙利 的 J. Bolyai(1802—1860). 

罗 巴 切 夫 斯 基 起 初 也 试图 直接 证 明 第 五 公设 ,但 很 快 改变 了 
主意 ,用 如 下 的 命题 代 葵 第 五 公设 :“ 过 已 知 线 外 一 点 至 少 可 作 两 
条 直线 和 已 知 直线 不 相交 . "从 而 发 展 出 与 欧 氏 几 何不 同 的 几何 系 
统 ,1826 年 2 月 23 日 , 罗 巴 切 夫 斯 基 在 喀 山 大 学 宣读 了 他 的 论 
文 :几何 学 原理 简 述 和 平行 线 定理 的 严格 证 明 》 这 篇 论文 原稿 
被 校方 遗失 . 1829 年 ,他 在 ( 喀 山 通报 ) 上 发 表 了 (几何 学 原理 ), 这 
是 世界 上 最 早 的 非 欧 几何 文献 . 之 后 ,他 又 陆续 发 表 了 一 系列 有 关 


938 LEZI EE] 


18. 他 把 这 种 几何 称 为 “ 虚 几 何 学 "“ 想 象 的 几何 ”“ 泛 几何 ”", 人 
们 称 之 为 “ 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ”( 又 称 “ 双 曲 几 何 "). 罗 巴 切 夫 斯 基 
的 革命 思想 违背 了 当时 人 们 的 常识 ,从 而 遭 到 嘲弄 和 打击 . 直到 他 
死 后 ,高 斯 的 通信 录 公 开发 表 ,新 几何 才 渐 渐 引起 数学 界 的 重视 ， 

人 们 从 高 斯 死 后 发 表 的 通信 录 看 出 ,高 斯 第 一 个 发 现 了 非 欧 
几何 的 存在 ,他 在 少年 时 代 就 开始 思考 第 五 公设 问题 ,1799 年 ,他 
已 意识 到 第 五 公设 不 能 从 其 余 的 欧 几 里 得 公理 推导 出 来 ,开始 探 
ЖЕЛАЯ ,1813 年 ,已 形成 比较 完整 的 新 几何 的 思想 . 最 初 他 称 之 
为 “ 反 欧 几 里 得 几何 ”, 后 称 “ 星 空 几何 ", 最 后 才 定 名 为 “ 非 欧 几 
H. 但 高 斯 生前 没有 发 表 过 非 欧 几何 的 正式 论著 , 伯 受 人 耻 笑 , 怕 
BEA WER. 

J. Bolyai 的 父亲 F. Bolyai 曾 致力 于 第 五 公设 的 试 证 ,成 就 不 
ЗЕН. Ј. Bolyai 在 1823 年 左右 建立 了 非 欧 儿 何 , 他 称 之 为 绝对 
几何 ”.1832 年 发 表 了 他 的 论文 4 绝对 空间 的 科学 并 作为 他 父亲 一 
本 几何 著作 的 附录 ), 比 罗 巴 切 夫 斯 基 1829 年 正式 发 表 的 第 一 篇 
非 欧 几何 论文 晚 了 三 年 . 

稍 后 , 获 曼 又 提出 了 另 一 种 不 同 于 罗氏 几何 的 新 假设 :“ 在 一 
平面 上 道 过 已 知 直线 外 的 一 点 ,不 可 能 引出 直线 使 与 诛 有 直线 不 
相交 . ”而 引出 另 一 种 非 欧 几何 , 即 黎 曼 几何 (又 称 祷 圆 几何 ). 黎 受 
Ж 1854 年 发 表 了 著名 演说 (关于 作为 几何 学 基础 的 假设 ), 提 出 了 
更 为 一 般 的 几何 空间 一 一 广义 黎 曼 空 间 , 其 中 各 点 曲率 可 以 不 同 . 
特别 地 , 当 则 率 p 是 常数 时 ,可 以 得 到 三 种 特殊 的 空间 : p = 0, 对 
应 普通 殉 氏 空间 ; p < 0, 对 应 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 ( 亦 称 双 曲 空 
BJ); а> 0, 对 应 (和 狭义) 黎 曙 空间 ( 亦 称 棋 圆 空间 )- ТЕ ҖЕ 5 2 [Н] 
中 ,任何 两 条 直线 都 不 平行 , 传说 ,当时 在 演讲 大 厅 里 能 领悟 黎 曼 
思想 深刻 性 的 仅 高 斯 一 人 ,由 于 高 斯 的 去 世 , 黎 唱 的 演说 在 当时 没 
有 得 到 应 有 的 评价 , 直到 他 去 世 后 的 第 二 年 (1868) 这 一 学 说 才 正 
式 公布 ,后 来 , 随 着 爱 因 斯 坦 广义 相对 论 的 建立 , 黎 曼 几何 得 到 很 
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大 的 发 展 ,成 为 现代 微分 几何 的 基础 

参考 文献 [27, pp. 27—401,[15, pp. 226 一 232],[35， 
рр. 277—291]. 

( 刘 云 章 ) 

非 欧 几何 的 合理 性 问题 (Problem of Non-Euclidean geometries 
rationalization) 

19 世纪 中 叶 起 ,数学 家 们 大 多 是 采取 相对 的 证 明 方 法 ; 把 非 
欧 几何 的 相 容 性 建立 在 欧 氏 几何 的 相 容 性 上 . 即 设法 在 网 几 里 得 
几何 中 找 某 种 对 象 的 系统 ,使 这 些 对 象 能 满足 非 欧 几何 的 公理 . 

1827 年 高 斯 发 现 ,要 能 把 曲面 的 一 部 分 移 到 咽 一 部 分 上 的 一 
个 必要 条 件 是 曲面 有 常 曲率 . 稍 后 ,德国 数学 家 Minding (1806 一 
1885) 进 一 步 证 明了 ,如 果 两 张 曲面 恰 有 相等 的 常 曲 率 , 则 可 以 把 
一 张 曲面 等 距 映 射 到 另 一 张 曲面 上 . 这 个 结论 对 证 明 非 欧 几 何 的 
相 容 性 有 根本 意义 , 因为 ,如 果 能 对 非 欧 几何 空间 作出 常数 曲率 的 
判定 ,并 且 在 欧 氏 空间 中 找到 能 表现 非 欧 几何 的 曲面 ,那么 也 就 证 
明了 非 欧 几 何 是 相 容 的 (相对 的 ). Minding Жанни. 发 现 
了 它 与 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 相符 合 的 不 少 性 
质 . 然而 他 没有 意识 到 罗氏 非 欧 几何 “ 正 是 
在 伪 球 面 上 的 抽象 地 叙述 的 几何 学 ”, 对 伪 
球面 作 进一步 研究 并 发 现 上 述 事实 的 ,是 意 т 
大 利 数学 家 贝尔 特 拉 米 - 

伪 球 面 (图 5- 6), 是 由 一 条 名 为 中 物 线 
的 曲线 绕 渐 近 线 旋转 而 成 的 ,点 物 线 方程 是 图 5-6 
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在 一 个 曲面 上 连结 两 点 的 最 短 蝎 线 , 岂 做 这 个 曲面 的 测 地 

线 . 因为 在 平面 里 直线 是 连结 两 点 的 最 短线 ,所 以 在 一 个 曲面 上 
也 可 把 测 地 线 看 成 这 个 曲面 的 “直线 ” 曲面 上 任意 两 条 曲线 的 
交角 , 像 通常 一 样 , 定 义 成 它们 在 交点 处 的 切线 的 夹 角 , 这 样 一 
来 ,在 每 个 曲面 上 就 可 建立 它 自己 的 一 套 几 何 学 ,叫做 这 个 曲面 
BAZA JU fel. 贝尔 特 拉 米 证 明了 伪 球 面具 有 负 的 常数 曲率 


— у, 并 且 进 一 步 将 出 ,如 果 把 曲面 上 的 测 地 线 看 做 直线 ,那么 


罗氏 非 欧 几何 平面 就 可 以 在 伪 球 画 上 实现 . 这 就 是 说 , 伪 球 面 的 
内 蕴 几 何 反 映 了 罗氏 非 欧 几何 ,或 者 说 罗氏 非 网 几何 定理 描述 
了 伪 球 面 上 的 几何 事实 - 

伪 球 面 只 能 作为 罗氏 非 欧 几何 有 限 区域 的 模型 . 所 以 贝尔 特 
拉 米 没有 解决 在 整个 平面 上 或 在 空间 中 解释 罗氏 非 欧 几何 的 相 容 
性 以 及 现实 意义 的 问题 , 

1869 年 ,F, 克 菜 因 在 (关于 凯 莱 二 次 绝对 形 决定 射影 距离 的 
报告 ) 中 ;提出 了 一 个 可 适用 整个 罗氏 平面 的 罗氏 非 欧 几何 模型 ， 
其 基本 思想 是 这 样 的 : 首先 考虑 通常 欧 几 里 得 几何 的 对 象 ,然后 
对 某 些 对 象 以 及 它们 之 则 的 一 些 关系 ,按照 能 使 它们 呈现 出 非 欧 
几何 特性 的 方法 给 于 重新 命名 .对 于 二 维 情况 , 克 莱 因 所 作 的 非 欧 
几何 模型 是 普通 欧 氏 平面 上 的 一 个 圆 的 内 部 ,其 中 非 欧 几何 的 点 
是 图 的 内 点 " 非 欧 几何 的 直线 是 圆 的 弦 ( 不 包括 处 于 圆周 上 的 点 )， 
而 整个 非 政 几何 平面 即 圆 的 内 部 . 在 这 个 几何 中 所 施行 的 变换 称 
之 为 "移动 "\ 它 是 把 圆 变 成 自己 旦 不 改变 弦 的 平 直人 性 的 变换 - ЖЖ 
验证 ,罗氏 非 欧 几 何 的 公理 都 可 以 在 这 个 模型 中 用 普通 几何 的 事 
实 来 加 以 解释 , 例如 ,罗氏 非 欧 几何 中 的 平行 公理 “过 不 在 已 知 直 
线 上 的 一 点 至少 可 以 引 两 条 直线 ,不 与 已 知 直线 相交 ”; 翻 译 成 克 
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莱 因 非 隐 模型 中 的 语言 就 是 “过 加 内 不 在 已 知 弦 上 的 点 ,至 少 可 以 
IMAR RHE ян”. 而 这 是 明 六 的 ( 见 图 57). 至 于 多 
氏 几 何 的 其 他 公理 ,都 与 哆 氏 儿 何 中 的 公理 是 一 样 的 ,因而 在 区 
平面 上 建立 的 模型 中 ,是 当然 满足 的 . 

下 . 克 沫 因 还 利用 记 业 的 思想 ,在 射影 几 М? 
何 框架 中 研究 非 欧 几何 . 1853 年 , 凯 莱 用 一 
条 任意 的 二 次 曲线 代 葵 虚 图 点 ,把 这 条 特定 ЖМ 
的 二 次 曲线 称 为 绝对 形 ,利用 它 来 定义 长 度 Аа CE 
和 角度 . 推广 到 空间 的 情况 , 则 用 一 个 任意 的 
二 次 曲面 作为 绝对 形 , F. ЖЖ ЖЕТЖ 
的 思想 . 他 证 明了 ,在 三 维 空间 中 , 当 绝 对 形 渤 作 实 精 球面 . 实 本国 
抛物 面 或 实 双 叶 双 册 面 时 , 便 得 到 负 带 曲率 的 几何 , 即 罗氏 几何 ; 
当 绝对 形 选 作 非 退 化 虚 昌 面 时 , 便 得 到 正常 曲 举 几何 , 即 歼 曙 用 
ТЗВ ЗЕКТЕ АЕР ВЗК ЛО. 这 样 Р. ЗЕНА 
ЖЕНИТЕ ЕНВИЛ ИВ EARR RT Ë 
几何 

非 了 几何 的 合理 性 ,还 被 它们 的 物理 应 用 记 证 实 .数学 家 可 以 
随意 考虑 一 种 “几何 ”用 一 组 关于 “点 ”直线 "等 等 的 相 容 公理 来 
定义 它 ;然而 ,只 有 当 这 些 公理 与 现实 世界 的 菜 此 具体 对 象 的 物理 
状态 相符 时 , 它 的 研究 对 物理 学 家 才 是 有 用 的 . 正 是 因为 这 个 原 
因 ,F. 克 莱 因 之 后 仍 有 不 少 人 致力 于 非 欧 几何 模型 的 建立 . 1882 
年 , 许 加 莱 联 系 自 守 函 数 的 研究 ,给 出 了 罗氏 儿 何 的 又 一 个 模型， 
庞 加 菜 把 “光线 沿 一 直线 运动 "作为 “直线 ”的 物理 定义 把 一 个 世 
ананас 的 内 部 组 成 的 ,使 得 光线 在 国内 任 一 点 的 速度 
等 于 该 点 到 加 周 的 虑 离 (图 5 8). 可 以 证 明 , 这 时 光线 将 取 国 并 
的 形式 ,并 在 它 科 的 端点 垂直 于 图 周 C. 在 这 样 的 世界 中 ,用 光线 
定义 的 “直线 "的 玫 柯 性 质 将 不 同 于 欧 几 里 得 的 直线 性 质 . 特别 是 
平行 公设 将 不 成 站 ,因为 过 任意 点 将 有 无 穷 多 条 "直线 "与 一 给 定 
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“直线 "不 相交 . 事实 上 ,这 个 世界 上 的 “点 "和 
“直线 ", 恰 有 克 羔 因 模型 中 “点 "和 “直线 ”的 
几何 性 质 . 换 句 话说 ,我 们 将 有 罗氏 几何 的 另 
一 个 模型 .但 是 , 欧 几 里 得 几何 也 将 适用 于 这 
个 世界 ,只 要 把 光线 定义 为 垂直 于 C 的 欧 几 
里 得 圆 . 可 见 不 同 的 几何 体系 能 描述 同样 的 
物理 状态 ,只 要 这 物理 对 象 (这 里 是 光线 ) 能 
与 这 两 个 体系 中 各 自 的 概念 相 联 系 : . 


光线 一 “直线 "一 罗氏 几何 ， 
光线 一 “加 ”一 欧 几 里 得 几何 ， 


由 于 欧 几 里 得 几何 中 的 直线 概念 相当 于 均匀 介质 中 光线 的 性 质 ， 
我 们 说 贺 C 内 部 区 域 的 几何 是 罗氏 的 ,这 只 意味 着 ,在 那 世 界 上 
光线 的 物理 性 质 相当 于 罗氏 几何 的 “直线 ”性 质 . 

现在 , 非 欧 几何 已 发 展 成 为 对 物理 世界 极为 有 用 的 工具 . 在 相 
对 论 , 光 学 和 波 的 传播 的 一 般 理 论 中 ,对 现象 进行 非 欧 几 里 得 的 描 
述 有 时 比 欧 几 里 得 的 描述 更 为 合适 . 

参考 文献 [32,рр. 291 一 294],[16,pp, 408~413],[35,pp. 
327—340]. 


85-8 


( 刘 云 章 ) 


七 桥 问 题 (Seven bridges problem) 哥 尼 斯 堡 城 位 于 北欧 , 布 
勤 格 尔 河流 经 市 区 ,河中 有 两 个 小 岛 ( 图 5- 9 ,小 岛 与 河岸 有 七 
桥 相连 . 一 个 游人 能 不 能 既 不 重复 ,也 不 遗漏 地 一 次 走 遍 这 七 座 桥 
而 回 到 原 出 发 地 ? 

18 世纪 ,该 问题 传记 欧洲 ,成 为 全 欧 难题 ,引起 了 欧 拉 的 兴 
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趣 , 许 多 人 的 失败 ,引起 他 深思 ,也 许 Ë 
并 不 存在 这 种 走 法 . 为 了 证 实 这 种 猜 26 
ТЯ Ж А 
把 所 有 可 能 的 走 法 列 成 表格 ,逐一 检 es 

查 ,实在 太 困难 了 , 他 又 想到 ,如 果 在 

同样 的 问题 中 , 桥 更 多 时 , 那 这 种 * 穷 зя 

ж” ЖЕЛИЧИТ Н ЗЕТ ЯЕ. 

欧 拉 改 变 了 他 考虑 问题 的 方法 .他 发 现 岛 的 大 小 .形状 以 及 桥 

的 长 度 都 无 关 紧 要 ,而 相互 之 间 的 连接 关系 才 是 问题 的 实质 . IN 
ë 此 , 欧 拉 就 把 小 岛 4. 吕 与 两 岸 B.C 都 用 相 
应 的 * 点 "来 表示 ,而 连接 两 地 的 桥 则 表示 
为 连接 两 * 点 ”的 弧 线 ( 如 图 5 - 10)( 这 个 图 
画 成 什么 样子 是 次 要 的 ,但 不 能 改变 元 素 
È 之 间 的 结合 关系 ). 那么 通过 一 座 桥 就 可 看 
17 做 画 出 一 条 弧 ,而 不 重复 地 通过 七 座 桥 就 
要 一 笔画 出 七 条 台所 组 成 的 图 形 , 这 样 问 

题 就 转化 成 “一 笔画 "问题 了 - 

对 于 这 类 问题 , 欧 拉 的 考虑 方法 是 : 如 果 存在 一 种 一 笔画 的 
方法 ,那么 顶点 总 可 以 分 成 两 类 ; 一 类 是 起 笔 点 和 落笔 点 (它们 也 
可 能 合 为 一 点 )1 另 一 类 是 中 间 经 过 点 

画笔 每 经 过 某 个 中 间 点 一 次 时 ,总 绎 过 两 条 不 同 的 边 ( 一 
“ 进 ”, 一 《出 ,所 以 每 个 中 间 点 的 结合 度 ( 经 过 某 顶 点 的 边 的 数目 
称 为 该 顶点 的 结合 度 ) 必 须 是 价 数 。 

对 于 起 笔 点 和 落笔 点 ,又 可 分 两 种 情形 。(1) 它们 不 是 同一 
点 .由 于 起 笔 时 只 经 过 一 条 按 , 以 后 的 画笔 再 经 过 起 笔 点 时 ,因为 
不 能 停 笔 ,就 须 再 经 过 两 条 不 同 的 边 . 所 以 这 时 起 笔 点 的 结合 度 应 
为 奇数 , 同 理 ,落笔 点 的 结合 度 也 应 为 奇数 , (2) 起 笔 点 和 落笔 点 
重合 . 这 时 , 因 落 笔 时 必 经 过 一 条 不 同 的 边 才 能 达到 起 笔 点 ,不 管 
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画笔 中 途 是 否 经 过 该 点 ,这 时 起 笔 点 的 结合 度 总 是 个 数 、 

可 见 ,一 个 平面 图 可 一 笔画 成 的 必要 条 件 为 : 或 者 只 有 两 个 
顶点 的 结合 度 为 奇数 ,或 者 所 有 顶点 的 结合 度 为 偶数 . 在 图 5-10 
中 四 个 顶点 的 结合 度 都 是 奇数 ,因此 不 能 一 笔画 成 . 这 样 ,也 就 证 
明了 "七 桥 " 不 能 一 次 不 重复 地 走 遍 . 

1736 年 , 欧 拉 解 决 这 问题 后 ,在 彼得 堡 科学 院 做 了 一 个 科学 
报告 . 七 桥 问 题 成 为 拓扑 学 分 支 图 论 的 先 声 - 

参考 文献 [15,p. 239],[36,pp. 267 一 268]. 

( 刘 云 章 ) 

Jordan 曲线 定理 (jordan curve theorem) 平面 上 的 简单 闭 曲 

R J 把 这 平面 分 成 两 个 区 域 (< 即 葛 线 J 的 内 部 与 外 部 ). 这 就 意味 

着 在 同一 区 域内 任意 一 对 点 可 以 用 与 7 不 相交 的 曲线 连接 起 来 ， 

而 属于 不 同 区 域 的 一 对 点 都 不 能 用 与 J 不 相交 的 任何 曲线 连接 
起 来 , 这 里 的 简单 闭 曲 线 是 指 同 胚 (拓扑 等 价 ) 于 圆 的 闭 曲线 . 

这 个 定理 是 M,E, С. Jordan (1838 一 1922) 在 他 的 分 析 教程 
Cours d'Analyse (1887) 中 给 出 的 , 它 是 拓扑 学 中 的 一 个 重要 定 
理 ,但 Jordan 给 出 的 证 明 中 存在 缺陷 ,后 由 О. Veblen (1880 一 

1960) 于 1905 年 作 了 严密 的 证 明 ， 

[4 284 8 % BJ ESR Bl fir £ 2 A 

ГУ | 时 ,该 定理 显然 是 成 立 的 . 但 对 于 如 图 5- 

11 那样 繁杂 的 多 边 形 , 就 不 那样 显然 了 

г===[ (йж@ ЖЖ д a 是 在 它 的 内 部 或 

一 一 | | 外 部 ), 下 面 仅 就 /为 多 边 形 P 的 情形 下 

络 出 证 明 . 就 是 说 ,把 平面 上 不 属于 了 的 

点 分 为 44 与 如 两 类 ,其 中 4 形成 多 边 形 

Р 的 外 部 ,B 形成 它 的 内 部 ,使 得 同类 中 任何 两 点 可 以 用 不 和 也 

相交 的 折线 连接 起 来 ,而 连接 А 中 的 点 与 8 中 的 点 的 任何 折线 都 
必 与 已 相交 . 


图 5-11 
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因为 多 边 形 已 只 有 有 限 多 条 边 ,所 
以 在 平面 上 必 可 选取 一 个 与 已 的 任何 
一 条 边 都 不 平行 的 固定 方向 o. 现 过 不 六 
在 P 上 的 点 工作 与 a 平行 的 射线 ,如 果 pes 
与 P 的 交点 的 个 数 为 偶数 (0,2,4， Vx 
6,…), 就 说 属于 4 类 ;如 果 与 的 交 图 5-12 
点 的 个 数 为 奇数 (1,3,5,…:) ,就 说 它 属 
+ В ж. 当 射线 通过 项 点 时 ,如 果 相 交 于 这 顶点 的 Р 的 两 边 在 身 
线 的 同 旁 , 则 这 个 顶点 就 不 算 作 交点 ;如 果 相 交 于 这 个 顶点 的 
的 两 边 在 射线 的 两 劳 , 则 这 个 顶点 就 算 作 一 个 交点 . 如 图 5- 12, 
过 二 的 射线 与 有 三 个 交点 ,过 z 的 射线 与 P 有 两 个 交点 . 如 
果 两 个 点 同属 于 一 类 (4 或 B) ,就 说 它们 有 相同 的 奇偶 性 ;如 图 中 
А2 Улз. ， 

ЗУРНА 00 tE— SEL E т, ХВЕ 
运动 时 , 它 的 交点 个 数 的 奇偶 性 只 有 在 按 固定 方向 作 的 射线 通过 
己 的 顶点 处 才 会 改变 ,而 不 论 位 于 这 顶点 的 己 的 两 边 在 该 射线 的 
同 旁 或 两 旁 ,其 交点 的 个 数 只 可 能 改变 偶数 个 ,所 以 这 线段 上 点 的 
奇偶 性 不 会 改变 , 由 此 得 出 结论 : 如 果 用 折线 连接 А 中 任意 一 点 
工 与 刀 中 的 任意 一 点 y, 则 这 条 折线 必 与 P 相交 : 否则 的 话 , 这 条 
折线 上 的 所 有 点 ,特别 是 点 工 和 y 就 会 有 相同 的 奇偶 性 ,这 是 不 
可 能 的 ， 


进而 我 们 来 给 出 : 同一 类 (4 或 

8) 中 的 任意 两 点 能 用 一 条 不 与 P 相 
交 的 折线 连接 起 来 . 设 这 两 点 为 工 和 
加 连接 工 和 ,如 果 它 不 与 P 相 交 , 那 
AE zy 就 是 所 求 的 折线 ,如 果 它 和 
„шы 忆 相 交 , 并 设 义 是 和 PP 的 第 一 个 交 

点 ,Y EA P 的 最 末 一 个 交点 ,现在 我 们 米 作 这 样 一 条 折线 : ЖШ 
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着 zX, 在 到 达 久 之 前 的 菜 一 点 刀 , 作 过 w 沿 着 了 前 进 的 方向 的 边 
的 平行 线 , 设 与 P 的 第 一 个 顶点 的 角 平 分 线 相 交 于 一 点 继而 过 
这 交点 v 再 作 前 进 方向 的 边 的 平行 线 等 ,直到 作 书 与 zy 的 最 未 
一 个 交点 了 所 在 的 那 一 条 边 的 平行 线 , 设 该 平行 线 与 zy 交 于 点 
2, = ТЕ Yy 之 间 , 那 么 折线 zuv…zy 与 了 不 相交 , 它 就 是 所 求 
的 折线 .事实 上 = 不 可 能 在 XY 之 间 , 这 是 因为 位 于 书 的 某 一 边 
异 侧 的 彼此 充分 接近 的 两 个 点 ,过 它们 所 作 的 射线 与 已 的 交点 个 
数 从 好 相差 一 个 , 故 必 有 不 同 的 奇偶 性 ,于 是 当 = 越过 了 点 ,奇偶 
性 就 发 生 改 变 ,而 之 和 y 有 相同 的 闸 偶 性 ,从 而 虚线 所 表示 的 折 
线 上 的 任意 一 点 都 有 相同 的 奇偶 性 ,可 见 虚 线 折线 必 在 Y 与 y 之 
间 和 zy 相交 

上 面 就 多 边 形 的 情形 证 明了 Jordan 曲线 定理 ,从 而 也 可 以 拒 
Р ЖЧ Ж 4 统一 起 来 ,因为 沿 固定 方向 的 射线 把 它 移 到 充分 
远 处 ,就 不 再 与 P 相交 ,也 就 是 这 种 点 的 “奇偶 性 ”为 零 , 所 以 它 属 
于 A4 类 ,于 是 剩 下 的 的 内 部 与 8 类 也 就 一 致 了 .由 此 可 知 ,无 论 
简单 多 边 形 怎 样 繁杂 ,要 决定 一 个 点 是 在 它 的 外 部 或 内 部 ,只 要 通 
过 画 射 线 并 计算 其 交点 个 数 是 偶数 或 奇数 就 可 以 确定 了 。 

参考 文献 [32,pp. 314 一 316,pp, 341—344],[13,pp. 520~ 
521,р. 606). 


кя) 
Зна 7 Möbius strip) 是 否 存在 单 侧 曲面 ? 

通常 的 曲面 都 是 双 侧 的 ,如 贺 面 (或 圆 盘 ) 和 贺 环 (它们 是 以 曲 
线 为 边界 的 曲面 ) ,以 及 球面 和 环 面 这 样 的 闲 曲 面 等 . 双 侧 曲面 能 
涂 上 不 同 的 颜色 以 区 别 它 的 两 侧 . 对 于 有 边界 的 曲面 ,两 种 颜色 只 
沿 着 这 些 边界 曲线 相遇 ,而 对 于 闭 曲 面 来 说 ,两 种 颜色 决 不 可 能 相 
Ж. 当 一 只 小 虫 在 这 样 的 曲面 上 息 行 时 ,对 于 闭 曲面 的 情形 , 它 只 
能 永远 处 于 曲面 的 同一 侧 ( 如 加 它 不 咬 破 一 个 小 洞 的 话 ), 而 对 于 

有 边界 的 曲面 ,只 有 越过 边界 曲线 , 它 才 能 息 到 曲面 的 另 一 侧 . 
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1858 年 , 麦 比 乌 斯 在 应 答 巴 黎 科 学 院 悬 赏 征 答 多 面体 理论 
时 ,发 现 了 单 侧 曲 面 的 存在 . 取 一 矩形 纸 条 (如 图 5 一 14), 使 两 边 
48 与 4B' 按 箭头 所 指 的 相同 方向 把 它们 粘贴 起 来 ,就 得 到 了 一 
个 圆柱 面 ( 它 是 有 两 条 边 的 双 侧 曲面 ); 如 果 把 和 矩形 纸 条 (如 图 5 - 
15) 一 端 扭转 180", 使 AB 与 A'B' 精 贴 起 来 , 则 也 得 到 一 个 曲面 , 它 
只 有 一 条 边 , 即 它 的 边界 是 由 一 条 闭 曲线 组 成 , 且 仅 用 一 种 颜色 就 
可 以 涂 遍 整 个 曲面 .如 果 一 只 小 虫 从 这 曲面 上 一 点 PP 出 发 向 前 息 
行 ,不 用 越过 边界 曲线 ,就 能 到 达 缘 面 对 着 了 的 那 点 Р". 可 见 这 种 
曲面 与 通常 的 双 侧 曲 面 不 同 , 它 分 不 出 “正面 "和 “反面 ”,“ 这 一 侧 ” 
和 “ 那 一 侧 ”, 是 一 种 单 侧 曲 面 , 称 之 为 麦 比 乌 斯 带 . 应 当 指 出 ， 
J.B. Listing(1808 一 1882) 也 于 1858 年 独立 地 发 现 了 单 侧 曲 面 . 


F T кееш" 
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ЕРГЕ РЕ Е Ж ЙЕ РВЕ 
成 两 个 部 分 而 成 为 一 个 扭转 得 更 多 一 些 的 曲面 ( 它 也 可 由 矩形 纸 
ЗОО 54836 360"， 再 与 对 边 粘贴 而 得 到 ), 如 果 把 得 到 的 曲面 再 
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沿 着 它 的 中 间 线 剪 开 , 就 成 为 互相 车 在 一 起 的 两 个 曲面 了 . 
麦 比 乌 斯 带 的 一 个 重要 性 质 就 是 
= 55у “不 可 定向 性 ”我们 设想 给 定 曲面 上 
< 的 每 一 点 (对 具有 边界 的 曲面 , 则 要 除 
š 去 边界 曲线 上 的 点 ) 都 被 完全 在 曲面 
= 上 的 一 条 小 闭 曲 线 所 包围 ,并 规定 充 
分 舍 近 的 两 条 小 闭 曲 线 的 指向 相同 . 
如 果 规 定 这 样 一 种 进行 的 指向 是 可 能 的 , 则 称 该 规定 为 曲面 的 一 
个 定向 ,而 这 曲面 称 为 可 定向 的 . 显然 贺 面 ,球面 是 可 定向 的 ,但 麦 
比 乌 斯 带 是 不 可 定向 的 . 这 是 因为 麦 比 乌 斯 带 上 选 好 了 一 条 曲线 
QQ GER Q S QEIRA HA) ,并 给 出 包围 Q 的 小 团 曲线 的 一 
个 指向 ,进而 在 整 条 曲线 QQ 都 一 直 沿用 它 . 然而 当 点 沿 着 这 曲线 
运动 到 Q 一 Q@ 时 , 则 伴随 着 Q' 的 指向 必 与 @ 的 相反 . 这 就 是 说 ， 
麦 比 乌 斯 带 是 不 可 定向 的 曲面. 事实 上 ,曲面 的 双 侧 与 单 侧 之 分 和 
曲面 的 可 定向 与 不 可 定向 之 别 完全 是 一 同事 
考 比 乌 斯 带 的 奇妙 特性 ,历来 吸引 着 许多 人 步 人 拓扑 学 的 毁 
堂 , 它 为 推进 这 学 科 的 发 展 起 着 不 可 估量 的 作用 , 同时 它 还 有 实际 
应 用 ,1923 年 , 李 ， 德 。 福 莱特 以 他 设计 的 麦 比 乌 斯 电影 带 获得 
了 美国 No.1442 632 号 专利 , 它 能 够 做 到 “两 面 "录音 . 最 近 这 个 
思想 又 被 应 用 于 磁带 录音 机 . 此 外 , 麦 比 乌 斯 带 还 被 应 用 于 运输 
带 , 使 其 "两 面 ” 做 到 大 体 上 同样 的 磨损 . 
美国 首都 华 盛 想 的 历史 和 技术 博物 馆 的 人 口 处 前 面 \ 有 一 个 
8 英尺 高 的 钢 制 麦 比 乌 斯 带 , 它 在 慢 民 地 旋转 着 ,吸引 了 大 批 的 观 
光 客 ; 著名 的 荷兰 大 艺术 家 埃 歌 尔 也 有 不 少 这 方面 的 木刻 佳作 . 
参考 文献 [32,pp. 333—334 ],[30,рр, 304—305],[36,pp. 
269—273],[13,p. 421],[11,p. 21],[46],[47,p. 166], [48, p. 
134]J,[49,p. 112]. 
(йй BiP ARI) 
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闭 曲面 的 分 类 定理 (Classification theorem for closed surface) 

设 $ 是 球面 .S, 是 具有 h( 有 这 0) 个 环 柄 的 球面 ,Q; 是 具有 上 
从 三 0 ) 个 交叉 帼 的 球面 , 则 :1) S, 的 网 拉 示 性 数 为 2 一 2h, Q, 
的 欧 拉 示 性 数 为 2 — k, (2) 任何 一 个 闭 曲面 或 者 同 胚 于 S, 或 者 
FIEF 5.0, 中 的 菜 一 个 ;63) 两 个 闭 曲 面 有 相同 的 欧 拉 示 性 数 
和 相同 的 单 侧 性 或 双 侧 性 ,它们 就 是 同类 的 ,否则 就 不 同类 . 

曾 有 许多 人 研究 过 闭 曲 面 的 拓扑 分 类 ,其 中 尤 以 麦 比 乌 斯 、 
Jordan、 黎 曼 , 克 莱 因 等 人 的 贡献 最 大 . 克 莱 因 用 直观 的 几何 观点 整 
理 了 黎 曼 曲面 理论 ,提出 用 p 个 环 柄 的 球面 代 蔡 歼 最 多 叶 曲 面 ; 他 
还 注意 到 曲面 的 可 定向 性 ( 双 侧 性 ) 和 不 可 定向 性 ( 单 侧 性 ), 证 明了 
射影 平面 的 不 可 定向 性 ,并 且 概 括 前 人 的 结果 得 出 两 个 可 定向 ( 双 
侧 ) 曲 面 同 是 的 充 要 条 件 是 它们 的 亏 格 (或 欧 拉 示人 性 数 ) 相 等 . 


图 5-17 


我 们 知道 , 零 类 多 面体 可 以 拓扑 变形 为 球面, 多 面体 的 顶点 、 
楼 . 面 就 变换 为 球面 上 的 顶点 ,曲线 和 曲面 (球面 的 一 部 分 ), 且 顶 
点 数 等 保持 不 变 , 所 以 零 类 多 面体 与 球面 的 欧 拉 示 性 数 相等 ,都 等 
于 2, 即 V ЕФЕ Е-Е = АШКЕ). 
对 于 环 面 ,可 以 用 两 条 简单 闭 曲线 把 它们 分 成 两 部 分 ,其 中 一 部 分 
拓扑 变形 为 有 两 个 洞 的 球面 , 另 一 部 分 则 拓扑 变形 为 弯曲 的 环 柄 
《实际 上 是 弯曲 的 圆柱 面 ). 一 般 地 ,有 天 个 孔 的 闭 曲面 ,可 以 拓扑 
变形 为 有 2h 个 洞 的 球面 并 带 有 所 个 环 柄 ,而 连接 球面 和 环 柄 的 是 
А С.С Chs Ch. 所 以 把 这 种 闭 曲 线 叫 做 具有 hh 个 环 柄 
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的 球面 5,, 而 球面 5 可 看 做 零 个 环 柄 的 球面 So 

把 具有 卢 个 环 柄 的 球面 洛 着 CG's CC WI AH 
开 后 面 数 不 变 , 而 增加 的 顶点 数 与 边 数 相同 ,所 以 欧 拉 示 性 数 不 
变 ), 这 样 就 得 到 有 2h 个 洞 的 球面 和 以 C,、C' 等 为 边界 曲线 的 
个 环 柄 . 现在 把 2h 个 洞 粘 补 上 2h 个 球 冠 (为 该 球面 的 一 部 分 ) 成 
为 一 个 完整 的 球面 ,这 时 球面 上 的 顶点 数 , 弧 数 ( 曲 线 数 ) 都 没有 改 
变 , 只 增加 了 24 个 而 ( 球 冠 ) 数 . 因为 球面 的 欧 拉 示 性 数 为 2, 所 以 
具有 2h 个 洞 的 球面 的 欧 拉 示人 性 数 为 V — E + F = 2 — 2h. 又 每 
一 个 环 柄 都 可 拓扑 变形 为 具有 两 个 洞 的 球面 , 易 知 它们 的 欧 拉 示 
性 数 都 为 零 , 因 此 具有 太 个 环 柄 的 球面 的 欧 拉 示 性 数 是 2 — 2h. 

具有 户 个 环 柄 的 球面 都 是 双 侧 曲面 ,而 那 环 柄 是 弯曲 的 圆柱 
面 它 可 由 矩形 纸 条 粘 合 而 成 ,由 此 可 以 想到 把 有 一 个 洞 的 球面 沿 
它 的 边 与 一 麦 比 乌 斯 带 的 边 (使 边 长 相等 ) 粘 合 起 来 ,但 在 变形 和 
粘 合 时 ,允许 带子 自身 交叉 ,所 以 这 时 的 麦 比 乌 斯 带 称 为 交叉 帽 ， 
得 到 的 图 形 就 称 为 具有 一 个 交叉 帽 的 球面 Q. 因为 单 侧 性 是 拓扑 
性 质 ,所 以 Q, 是 单 侧 (不 可 定向 ) 闭 曲面 .如 果 球 面 上 有 上 “个 洞 , 则 
沿 者 每 个 洞 的 边 各 粘 合 一 条 麦 比 乌 斯 带 ,就 成 为 具有 上 A 42 X 
的 球面 Qi, 并 且 它 们 都 是 单 便 曲面 , 

因为 具有 个 交叉 帽 的 球面 Q,, 在 未 粘 合 麦 比 乌 斯 带 之 前 为 
有 上 个 洞 的 球面 , 它 的 欧 拉 示 性 数 为 2 — k. 把 麦 比 乌 斯 带 纲 分 为 
若干 区 域 ,然后 把 它 切 开 , 得 到 一 个 矩形 , 它 比 才 比 乌 斯 带 多 了 两 
个 项 点 和 一 条 边 ,而 面 数 不 变 , 又 矩形 的 欧 拉 示 性 数 是 六 — E + 
F =1, 所 以 麦 比 乌 斯 带 的 欧 拉 示 性 数 为 零 , 即 V 一 玉 十 二 0. IÑ 
此 具有 上 个 交 义 帼 的 球面 Q, 的 欧 拉 示 性 数 是 2 — k. 

由 于 同 胚 (拓扑 变形 ) 不 会 改变 团 曲面 的 单 侧 性 或 双 侧 性 ,也 
不 会 改变 欧 拉 示 性 数 ,这 样 两 个 闭 曲 面 只 要 有 相同 的 欧 拉 示 性 数 
和 相同 的 单 侧 性 或 双 侧 性 ,它们 就 是 同 胚 的 , 即 为 同类 . 因为 
5, (Z 0) 是 双 侧 的 且 欧 拉 示 性 数 为 2 一 2h, Q (k > 0) 是 单 
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侧 的 且 欧 拉 示 性 数 为 2 — k, 所 以 可 把 闭 曲 面 分 为 5,51,5;， 
Si 和 Qi,Q;,Q;,… 因此 任何 一 个 闭 曲 面 必 同 胚 于 S, Ж Q, 中 
的 某 一 个 . 

射 形 平面 同 奈 于 具有 一 个 交叉 帼 的 球面 Qi, 所 以 是 单 侧 闭 曲 
面 , 它 的 欧 拉 示 性 数 为 1 

克 莱 因 于 1882 年 构造 出 一 个 与 Q, 同 胚 的 闭 曲 面 ' 它 可 由 正 
方形 的 两 组 对 边 分 别 按 箭头 相同 指向 把 它 粘 合 得 到 ,该 闭 曲 面 被 
称 为 克 莱 因 瓶 . 克 菜 因 瓶 可 以 想象 为 一 根 一 头 粗 一 头 细 的 弯曲 管 
子 (圆柱 面 变形 而 得 ) ,将 细 的 一 头 插入 粗 的 一 头 的 管 壁 内 (但 不 与 
管束 相交 ), 然 后 细 的 一 端 扩 大 , 粗 的 一 端 缩小 把 它们 粘 合 起 来 而 
得 , 这 里 把 管子 细 的 一 头 插入 粗 的 一 头 时 并 没有 把 曲面 ( 管 壁 ) 穿 
破 , 可 见 在 三 维 空间 中 是 做 不 出 克 莱 因 瓶 的 ( 画 的 是 示意 图 ), 只 有 
在 四 维 空间 中 才能 实现 、 


Сд 


5-18 
克 莱 因 瓶 是 无 边 ,无 内 外 之 分 的 单 侧 闭 曲面 , 它 的 欧 拉 示 性 数 
EF F| T RA PI 36 X 80938 Q. 
参考 文献 [9;pp.33~42 [11,p-21],[17,p.107],[30， 
рр. 306~307], [32, pp. 331—336], 36, рр, 271 ~ 273], 45, 
рр. 68—701, [48 »рр. 134~126]. 
(йй хв яах) 
ЗН (Klein bottle) 见 闭 曲 面 的 分 类 定理 . 
布 劳 威 尔 不 动 点 定理 (Brouwer fixed point theorem) 平面 内 
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Маа E.B HEERA, EDA аА. 

用 迭代 法 求 不 动 点 的 思想 可 追溯 到 很 久之 前 .但 真正 的 不 动 
点 理论 起 源 于 荷兰 数学 家 布 劳 威 尔 的 工作 . 从 1909 年 开始 ,他 以 
《曲面 上 一 对 一 的 映 为 自身 的 连续 映射 ) 为 题 发 表 了 一 系列 论文 、 
创立 了 不 动 点 理论 , 其 中 最 引 人 注 目的 就 是 1910 年 发 表 的 ,拓扑 
学 中 著名 的 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 . 该 定理 叙述 简洁 ,应 用 广泛 ,但 
证 明 的 难度 很 大 . 不 论 是 代数 拓扑 的 证 明 , 还 是 组 合 拓扑 的 证 明 ， 
以 及 微分 拓扑 的 证 明 , 都 涉及 拓扑 学 上 许多 复杂 的 概念 和 结果 ， 

我 们 考虑 平面 上 一 个 圆 盘 , 这 是 由 某 个 圆 的 内 部 和 它 的 圆周 
组 成 的 区 域 . 我 们 假设 这 个 盘子 的 点 经 过 任意 的 连续 变换 ,使 得 每 
一 点 虽然 位 置 有 所 变动 ,但 仍 在 加 内 . 例如 一 块 薄 橡 皮 圆 盘 可 以 被 
压缩 ,转动 , 折 争 . 拉 长 或 以 任意 方式 变形 ,不 过 这 圆 盘 的 每 个 点 的 
最 终 位 置 仍 在 它 原 来 的 周 界 以 内 - 布 劳 威 尔 定理 断言 : 每 一 个 这 
样 的 变换 至 少 使 一 个 点 不 动 , 即 至 少 存在 一 个 点 , 它 变换 后 的 位 置 
和 它 原 来 的 位 置 一 样 ， 

考虑 圆 盘 在 变换 前 后 的 情况 ,用 反 证 法 . 假设 没有 一 个 点 保持 
不 动 ,也 就 是 说 ,每 一 个 点 在 变换 后 都 移动 到 圆 内 或 加 上 的 另 一 
处 :如 图 5- 19, 对 原来 圆 盘 上 的 每 一 点 己 都 附 上 一 个 指 着 PP' 方 
向 的 大 小 箭头 或 “向 量 ”, 这 里 已 是 己 在 变换 后 的 像 . 圆 盘 上 每 一 
点 都 有 这 样 一 个 箭头 ,因为 根据 假设 每 一 点 都 移动 了 - 现在 考虑 贺 
边界 上 的 点 以 及 与 之 相连 接 的 向 量 . 所 有 这 些 向 量 都 指向 圆 内 , 因 
为 根据 假设 ,没有 一 个 点 变 到 圆 外 去 . 如 图 5 ~ 20, 我 们 从 边界 上 
某 个 点 已 开始 ,并 且 按 遂 时 针 方 向 沿 着 这 个 贺 走 , 我 们 这 样 走时 ， 
向 量 的 方向 将 改变 ,因为 对 于 边界 上 的 不 同 点 带 着 各 种 指向 不 同 
的 向 量 , 这 些 向 量 的 方向 可 以 用 由 平面 上 一 点 画 出 的 平行 箭头 来 
表示 . 我 们 注意 , 沿 着 圆 从 P 又 走 回 到 Р, 时 ,向 量 也 转 回 到 它 原 
来 的 位 置 . 我 们 把 向 量 旋转 一 整 周 的 次 数 称 为 图 上 这 些 向 量 的 “ 指 
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图 5-19 变换 向量 图 5-20 


标 "更 确切 地 说 ,我 们 把 指标 定义 为 这 些 向 量 的 角 的 各 种 变化 的 
代数 和 ,每 一 个 硕 时 针 旋转 部 分 取 负 号 ,而 每 一 个 逆 时 针 旋 转 部 分 
作为 正 的 , 这 个 指标 是 这 些 量 正 负 相 抵消 后 剩 下 的 值 ,显然 它 是 数 
0, 士 1, 士 2, 士 3,… 中 的 一 个 ,分 别 对 应 于 角 的 总 变化 为 0"， 
士 360", 土 720", 士 1080",… 现 在 我 们 断言 指标 等 于 1, 即 箭头 方向 
的 总 变化 恰好 相当 于 正 旋转 一 周 . 为 了 说 明 这 一 点 ,我 们 回顾 一 下 
圆 上 任 一 点 书 的 变换 向 量 总 是 指向 圆 的 内 部 而 决 趟 会 沿 着 切线 
方向 . 如 果 变 换 向 量 转 过 的 总 角度 不 同 于 切 向 量 转 过 的 总 角度 ( 它 
是 360", 因 为 切 向 量 明显 地 旋转 一 周 ) ,那么 切 向 量 转 过 的 总 角度 
与 变换 向 量 转 过 的 总 角度 的 差 将 是 360" 的 某 个 非 零 倍数 ,因为 它 
们 都 旋转 了 整数 局, 因此 从 Р, 绕 一 图 又 回 到 P, 时 ,变换 向 量 至 少 
须 绕 切 线 旋转 一 周 ,而 且 由 于 切线 和 变换 向 量 是 连续 转动 的 ,在 贺 
周 的 某 个 点 上 ,变换 向 基 必 须 指 着 和 切线 同样 的 方向 , 但 是 ,我 们 
已 经 知道 这 是 不 可 能 的 . 

现在 如 果 我 们 考虑 任意 一 个 与 圆 盘 的 周 界 同 心 而 且 包含 在 这 
圆 盘 内 的 圆 , 以 及 这 个 圆 上 相应 的 变换 向 量 , 那 么 ,这 个 加 上 的 变 
换 向 量 的 指标 也 必须 是 1, 这 是 因为 当 我 们 连续 地 从 圆周 到 达 任 
何 一 个 同心 圆 时 ,指标 必须 连续 地 变化 ,因为 变换 向 量 的 方向 在 圆 
盘 内 是 从 一 点 到 一 点 连续 变化 的 ,但 是 指标 只 能 取 整 数值 ,因此 必 
须 永远 等 于 它 原来 的 值 1, 因 为 从 1 跳 到 某 个 其 他 的 整数 将 造成 
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指标 变化 的 不 连续 性 . 因此 我 们 能 够 找到 任意 小 的 同心 圆 , 对 于 它 
来 说 相应 的 变换 向 量 的 指标 是 1. 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 根据 变换 
连续 性 的 假设 ,在 一 个 充分 小 的 圆 上 的 向 量 的 方向 全 都 近似 于 在 
圆心 的 向 量 的 方向 , 因此 可 以 使 它们 的 角 的 总 变化 任意 地 小 ,比如 
说 取 一 个 足够 小 的 圆 , 使 它 的 变化 小 于 10°, 因此 必须 取 整 数值 的 
这 个 指标 将 为 零 这 个 矛盾 表明 ,我 们 原来 所 作 的 在 变换 下 没有 不 
动 点 的 假设 是 不 成 立 的 ,至 此 证 明 完 毕 - 

布 劳 威 尔 定理 ,不 仅 对 圆 盘 成 立 ,而 且 对 三 角形 和 正方 形 以 及 
任何 其 他 贺 盘 的 拓扑 变换 的 像 都 成 立 . 推广 到 n 维 空间 后 就 是 ， 

R" 中 有 界 凸 闭 集 上 映 为 自身 的 任何 连续 映射 至 少 有 一 个 不 
动 点 . 

布 劳 威 尔 定理 惊动 了 整个 数学 界 , 其 意义 可 和 高 斯 证 明代 数 
基本 定理 相 媲 美 . 不 动 点 定理 提供 了 一 个 有 力 的 方法 来 证 明 数学 
中 许多 存在 性 定理 ,尽管 这 些 存在 性 定理 似乎 没有 什么 几何 特征 . 

参考 文献 [32,pp. 323~326],[8,pp. 3—4],[11,p. 36], 
[12,p. 258]. 
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最 速 降 线 问题 (Brachistochrone problem) i$ А.В 是 不 在 一 
铝 直 线 上 的 两 点 , 求 连接 A.B 的 曲线 ,使 质点 在 重力 作用 下 沿 该 
曲线 从 A 点 滑动 到 B 点 的 时 间 为 最 短 ( 摩 氛 力 和 空气 阻力 均 
AR). 

伽利略 在 1630 年 和 1638 年 普 系 统 地 表述 过 这 个 问题 ,但 他 
把 所 求 曲 线 说 成 是 圆 弧 , 是 错误 的 .在 1696 年 6 月 号 的 (教师 学 
报 》 上 ,作为 向 其 他 数学 家 的 挑战 ,约翰 ， 伯 努 利 提出 了 该 问题 . 牛 
顿 , 莱 布 尼 苞 . 洛 必 这 , 约 坦 ， 伯 努 利和 他 的 哥哥 雅 各 布 ， 伯 和 努 利 
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都 求 得 了 正确 的 解答 , 这 些 解答 均 发 表 在 1697 年 5 月 号 的 (教师 
学 报 ) 上 . 约翰 。 伯 努 利 的 方法 极为 奇妙 ,他 看 出 最 速 下降 路 径 和 
光线 在 具有 适当 选择 过 的 变 折射 率 的 介质 中 所 取 的 路 径 是 相同 
的 . 光 在 不 同 介质 交界 面 处 的 折射 定律 ( 史 奈 尔 定律 ) 是 已 知 的 ,所 
以 他 把 介质 分 成 有 限 个 数 的 层 ,从 一 层 到 另 一 层 折射 率 有 明显 的 
变化 ,然后 让 导数 趋 于 无 穷 ,考虑 其 极限 情况 . 如 此 ,约翰 ЕЯ 
得 到 结论 : 
А 
= = wm. 

其 中 为 速度 ,这 情况 如 图 5 - 21 所 示 ,可 近似 地 看 做 是 太阳 光 通 
过 密度 连续 增加 的 大 气 层 其 速度 逐渐 变 锡 而 妥 到 地 面 的 情况 - 


图 5 一 21 85-22 


现在 再 来 看 最 速 降 线 问题 . 取 坐 标 如 图 5 - 22, 并 设想 质点 也 
像 光线 那样 选择 它 从 4 滑 到 5 的 路 径 , 使 所 需 时 间 最 短 . 从 以 上 
对 光线 的 讨论 知 ( 现 在 是 速度 随 y 增 大 而 逐渐 变 快 ), 有 
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所 获得 的 动能 应 等 于 所 损失 的 势能 , 即 1 mu" = may. 质点 在 一 


定 高 度 处 的 速度 完全 由 它 到 达 该 高 度 处 所 损失 的 势能 确定 ,而 与 
所 走路 径 无 关 , 故 有 
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b= «265. ә 
又 由 几何 关系 ,我 们 有 


аа E 1 = 1 
sin а = cos B TER сла а @ 


把 四 ,加 ,图 (分 别 来 自 光学 .力学 与 微 积分 ) 结 合 起 来 ,得 到 方 
程 


= — = 
vgy /1 + y э. 


即 
уа + у?) =C, 


这 就 是 最 速 降 线 满足 的 微分 方程 ,C 是 某 一 常数 
解 此 方程 ,可 得 


jz = а(#— sin 0), 


у = а(1 — tos 0), 


Жай Ойно £ Wk h EE Ан a 的 圆周 上 一 点 当 
Юй z @ 3) pe #E 00. 当 a 从 0 增 到 2 时 ， 摆 线 的 第 一 拱 就 逐渐 
增 大 , 扫 过 整个 第 一 象限 ,因此 适当 选取 a 值 ,就 能 使 它 通过 ВОТ 
Вая). 

关于 最 速 降 线 问题 也 可 作 如 下 考虑 . Ж 


»=@ V8 
i ЛЕ ЕЛЕУ 
Vagy  У?ШУ 


褒 任 何 光滑 曲线 f(z) 从 AC sy) FER) B(z; yz) Br ШИН [Н] 5 
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"Лу. 
Ус =з 
因此 ,最 速 降 线 问题 ,就 是 问 f(z) 是 什么 函数 时 1 最 小 . 这 是 变 分 
法 中 证 函 极 值 问题 . 最 速 降 线 问 题 是 刺激 变 分 法 发 展 的 重要 问题 
之 一 
参考 文献 “[344pp.323 一 324],[28,pp. 23—27]. 
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( 刘 云 章 ) 

悬 链 线形 状 问题 (Catenary-shaped problem) 一 根 和 柔软 而 不 能 

伸 长 的 弦 自 由 悬挂 于 两 固定 点 , 求 这 弦 在 其 自身 重量 作用 下 所 形 
成 的 曲线 . 

早 在 15 世纪 ,Leonardo(1452 一 1519) 已 经 考虑 过 这 个 问题 . 
伽利略 狂想 这 条 曲线 是 锰 物 线 . 惠 更 斯 证 实 ,这 是 不 对 的 ,并 且 主 
要 用 物理 的 推论 证 明 ; 如 果 弦 的 重量 以 及 加 在 弦 上 的 总 载荷 按 水 
平方 向 计算 是 均匀 的 ,那么 曲线 是 抛物 线 . 而 对 于 实在 的 悬 链 线 ， 
则 沿 曲 线 方 向 的 重量 是 均匀 的 . 1687 年 , 莱 布 尼 芯 把 关于 “ 定 长 县 
挂 曲线 的 确定 ”作为 一 个 问题 提出 . 1690 年 , 雅 各 布 。 伯 努 利 在 
《教师 学 报 》 上 提出 了 类 似 的 问题 . 不 久 , 莱 布 尼 欧 立 即 指出 其 深远 
意义 , 称 问题 中 所 求 昌 线 为 悬 链 线 ,并 解决 了 该 问题 ,其 结果 发 表 
在 1691 年 的 (教师 学 报 》 上 . 同期 ,约翰 伯 努 利 , 惠 更 斯 也 都 各 自 
发 表 了 这 个 问题 的 解答 , 雅 各 布 * 伯 努 利 本 人 当时 却 没有 解决 此 
问题 ， 

约翰 ， 伯 努 利 的 解法 就 是 现代 袜 积 分 与 力学 中 常 采用 的 
解法 . 

如 图 5 一 23, 设 y 轴 通过 链 的 最 低 点 ; 令 ;表示 自 该 点 到 可 变 
点 (zy) 之 间 的 弧 长 ,并 今 ww(s) 为 链 的 线 密度 . 根据 从 最 低 点 到 
(zr,y) 间 的 一 段 链 在 三 种 力作 用 下 处 于 平衡 状态 这 一 事实 可 导出 
曲线 方程. 这 三 种 力 是 : 最 低 点 处 的 水 平方 向 张力 To3 在 (zy) 处 
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的 可 变 张力 了 ,由 于 链 身 柔 软 ,所 以 这 
张力 是 沿 切线 方向 作用 的 ;还 有 一 个 朝 
下 的 力 等 于 两 点 间 那 段 链 身 的 重量 . 使 
T 的 水 平分 量 等 于 Tv, 并 使 了 的 垂直 
分 量 等 于 链 重 ,得 到 


Teos б = T] Теп = [шоо 5-23 
从 第 一 式 得 
Тап = Таше = T, 2, 


Ту = [ооа 
对 之 微分 以 消去 这 里 的 积分 号 : 
ту = Гаа = Аюв g 


= xG) VIF СУ. 
这 样 


Туу" = wts) VIF OF 
便 是 所 求 曲 线 的 微分 方程 . 解 这 微分 方程 得 所 求 曲线 为 


了 ee 
1691 年 与 1692 年 间 ， 雅 各 布 和 约 输 解决 了 更 普遍 的 问题 , 即 
悬挂 着 的 变 密度 非 弹性 软 绳 , 等 厚度 的 弹性 绳 , 以 及 在 每 一 点 上 的 
作用 力 都 指向 一 个 固定 中 心 的 细 强 的 形状 的 问题 . 1695 年 关于 悬 
链 线 的 研究 被 应 用 到 了 县 置 桥梁 的 建筑 中 . 
县 链 线 也 出 现在 其 他 一 些 有 趣 的 问题 上 . 例如 , 若 用 一 曲线 弧 
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连接 工 办 上方 两 给 定点 ,并 将 该 弧 绕 z 轴 转 成 旋转 曲面 , 则 当 此 
弧 是 悬 链 线 的 一 部 分 时 ,所 得 旋转 曲面 的 面积 最 小 .一 根 给 定 的 绳 
子 悬 挂 在 两 固定 点 , 它 能 取 的 所 有 形状 中 ,以 悬 链 线 的 重心 为 
最 低 . 
参考 文献 [34,рр. 203—205 ],[28,рр. 49~511,[18,р. 14]. 
( 刘 云 章 ) 
ЖЕ БШ CTractior problem) 长 度 为 a 的 朔 软 而 不 能 伸 长 的 
细 线 一 端 系 一 物体 已 , 另 一 端 了 自 原点 出 发 沿 z оо, 
求 点 尸 的 轨迹 . 
点 尸 的 轨迹 称 为 所 物 线 , 又 称 " 跟 路 曲线 "或 * 犬 线 ". 雅 各 
布 “ 伯 努 利 曾 考虑 过 跟踪 问题 ,在 他 1691 年 的 论文 中 给 出 了 眼 踪 
曲线 的 方程 . 
如 图 5 一 24, 设 РО, у) ЕНЕ, РМ 是 工 轴 的 垂 
线 ,PT 是 钨 物 线 的 切线 ,PT 与 z 轴 正 方向 的 夹 角 为 a WAN P 
受 细 线 牵 彼 ,所 以 在 物体 运动 的 任何 时 刻 , 细 线 总 与 夏 物 线 相 切 ,所 
ИРТ = a, ZPTN = x — a, 因而 


y = аѕіп(л — a) = asin z, 


由 此 得 到 
dy = acos ada, 


tga = — em S 
a= dz dz 图 5-24 


acostae _ a(l — sinta) 
sina sina 


积分 ,得 到 
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z= | Be — Jasin ada = an 
sina 


te Z |+ acosa +С. 


жей И, ШАФТ 2 ЕУ, До < a < x, 
tg $ >D: a — 2 в} z = 0, 所 以 积分 常数 C = о. 这 样 就 得 到 
азаваекуут 

z = alntg + + acos a, 

y = asina, 


其 中 参数 a RAHIRI z ЕА. 
Җи ЖИ tk = S ZE Jr за вй, BJ 9 э] 92809 — 
半 , 上 面 的 参数 方程 也 适用 于 点 物 线 的 左 半 支 , 左 半 支 参数 范围 是 


оа ERREG < a < x. щат © ри y ЕВА 
《0,a). 

从 复 物 线 的 参数 方程 消去 参数 ,就 得 到 点 物 线 的 直角 坐标 
ra 


z= (ain EEE ау), 


Е тате 0 <a < ра 


(к< 0), ДЖАН у 二 4 过 "的 部 分 , 即 点 物 线 的 右 半 支 
(к> 0). 
息 物 线 绕 其 浙 近 线 工 轴 旋 转 所 得 的 曲面 称 为 “ 伪 球 面 "， 伪 球 
面具 有 负 的 常数 曲率 ,在 它 上 面 能 实现 罗氏 非 欧 几 何 - 
参考 文献 [34,pp. 205 一 206],[7,pp, 136—138], [28， 
рр. 51~52]. 
( 刘 云 章 ) 
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RRAS ИШ. 
正 交 轨 线 问题 (Orthogonal trajectory problem) R 5 E 4 Mi 
线 族 中 每 条 曲线 都 垂直 相交 的 曲线 族 - 
全 布 尼 蒋 和 约 输 。 伯 努 利 在 1694 年 引进 了 找 等 交 曲 线 或 曲 
线 族 的 问题 , 即 找 一 曲线 或 曲线 族 使 得 与 一 已 知 曲线 族 相交 成 给 
定 的 角度 . 约翰 " 伯 努 利 称 等 交 曲线 为 轨 线 ,并且 在 韦 更 斯 的 光学 
工作 基础 上 指出 ,因为 光线 与 光 的 波 前 是 正 交 的 ,所 以 等 交 轨 线 的 
问题 在 求 光线 通过 非 均匀 介质 时 的 路 径 是 重要 的 .这 个 问题 一 直 
到 1697 年 都 没有 公开 , 那 时 约 输 把 它 作 为 向 雅 各 布 提出 的 一 个 挑 
战 . 雅 各 布 只 解决 了 一 些 特殊 的 实例 . 后 来 莱 布 尼 芯 找到 一 曲线 族 
的 正 交 轨 线 ; 考虑 y = 2bz, 其 中 5 是 曲线 族 参 数 (他 引进 的 名 


MARINEREN y E =b. ЖЕН =— уң ,代入 
у =, 就 得 到 轨 线 的 微分 方程 


六 三 一 zay 
它 的 解 为 


虽然 他 只 解 出 了 一 些 特例 ,但 他 却 料 想到 一 般 问 题 与 解法 - 

正 交 轨 线 的 问题 一 直 处 于 沉寂 状态 ,直到 1715 4,070 
向 英国 数学 家 ,主要 对 准 牛顿 ,提出 挑战 : 找 出 求 一 已 知 曲线 族 的 
正 交 轨 线 的 一 般 方法 . 牛顿 解 出 了 这 个 问题 ,他 的 解答 发 表 在 
1716 年 的 (哲学 汇 刊 》 上 ,牛顿 还 指明 了 如 何 求 与 一 已 知 曲线 族 相 
交 成 定 角 的 曲线 ,或 相交 的 角 是 按照 给 定 的 规律 随 族 中 曲线 变化 
的 曲线 . 牛顿 的 方法 与 现代 所 用 方法 没有 多 大 的 区 草 ， 

关于 这 个 问题 的 更 进一步 的 工作 是 由 尼 古 拉 “ 伯 努 利 在 
1716 年 完成 的 , 雅 各 布 的 学 生 Hermann(1678 一 1733) 在 1717 年 
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的 论文 中 给 出 了 一 般 的 求解 规则 . 
设 给 定 曲线 族 的 方程 为 


F(z,y,C) = 0. @ 
把 这 个 方程 对 工 求 导 数 , 得 


.十 Fy =0 或 者 y=- P. @ 
A 


由 四 解 出 С= Clz,y), 用 这 个 值 CCzy) 来 代替 加 中 的 每 一 个 
C, 因 为 垂直 相交 的 两 条 曲线 在 交点 处 的 斜率 彼此 互 为 负 倒数 ,可 
见 @ 的 正 交 轨 线 是 方程 


=Ê 
йел 
的 解 曲线 、 

正 交 轨 线 在 平面 曲线 几何 学 以 及 在 应 用 数学 的 某 些 部 门 是 有 
意义 的 , 例如 ,在 磁场 影响 下 运动 的 带电 粒子 经 过 的 曲线 , 同 每 一 
条 磁力 线 总 是 季 直 的 ;平面 导体 材料 中 电流 的 等 势 线 是 电流 流 线 
的 正 交 轨 线 . 

参考 文献 [34,рр. 206 一 208],[29,pp, 65—66]. 

《 刘 云 章 ) 
开 普 勒 方程 求解 问题 (Problem of Kepler equation’s solution) 
怎样 求 方程 
E=M+einE (0<е<1) 
的 解 ? 

17 世纪 初期 , 开 普 勒 研究 天 体 运 动 , 为 了 确定 行星 在 椭 贺 轨 
道上 的 位 置 ,首先 接触 到 这 个 方程 . 式 中 是 行星 的 偏 近 点 角 ,M 
是 平均 近 点 角 ,e 是 行星 轨道 离心 率 . 拉 普 拉 斯 曾经 研究 过 这 方 
程 . 利用 震级 数 ,可 以 求 出 忆 按 照 离心 率 的 寡 次 的 展开 式 ,其 各 项 
系数 依赖 于 M: 
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Е= падате 


s sn м" 
拉 普 拉 斯 首先 确定 了 ; 4 e < 0. 662 7… 时 ,级 数 收敛 . 
该 方程 可 用 选 代 法 求 其 近似 解 . 
根据 所 给 的 M 值 , 取 
=M, 
= M + esin E,, 
E, = M + esin E,, 


£ 


шылк уы 


如 此 继续 下 去 ,直到 Eni 与 E, 之 差 小 于 所 要 求 的 精度 为 止 , 则 
En, 为 方程 的 解 ,下面 证 明 这 样 的 先 代 过 程 是 收敛 的 . 
HERNIN E= M + езіп E. 先 证 明 数 列 


Е,—Е,Ё,— E; E, — Ey 
为 绝对 收敛 ,而 县 极限 为 0 
H E = M + esin Е,, 可 得 


Es — E _ M — E + esin E, _ elin E, — sin E) 


E,— E E.— Е k,— E 


М C aps 
eY СГ Е.Е: 


则 得 
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由 此 可 知 
ЇЕ. — El < #|E, — Е|, 
Hi 
lim |E, — E| = 0, 
її E Зе ИН, 


limE,,, = E. 


这 就 证 明了 E, КСЭ ДИ E. 但 由 加 可 看 出 ,e 的 数值 很 小 
时 ,收敛 是 很 快 的 :车 过 1 时 ,收敛 很 慢 . 例如 e = 0. 9, 则 要 求 精 
度 提高 一 位 有 效 数 字 , 选 代 次 数 要 增加 22 k. 当然 ,如 果 使 用 高 速 
电子 计算 机 ,困难 也 不 大 . 

开 普 勒 方 程 在 理论 天 文学 上 占有 很 重要 的 地 位 ， 

参考 文献 [21,p. 458),[6.рр. 94—95]. 

(12%) 
怎样 描述 脉冲 现象 (How to describe impulse phenomenon) 

在 物理 学 和 工程 技术 中 ,考察 具有 脉冲 性 质 的 现象 时 ,往往 会 磁 到 
一 种 “奇怪 的 函数 ", 关 于 这 种 函数 我 们 写 不 出 它 的 显 式 表达 式 , 仅 
仅 知 道 除了 数 轴 上 的 个 别 点 以 外 , 它 恒 等 于 零 ,在 那些 “个 别 点 "上 
的 函数 值 为 "无限 大 ”, 而 它 在 整个 数 轴 上 的 积分 有 实际 意义 ,其 值 
不 为 零 . 这 种 情况 ,往往 在 考察 一 些 集中 分 布 的 量 时 出 现 . 以 集中 
分 布 的 质量 为 例 . 设 在 直线 上 ,有 一 单位 质量 集中 在 原点 附近 ,如 
果 其 集中 程度 很 大 , 即 其 集中 分 布 的 范围 与 我 们 在 同一 问题 中 所 
遇 到 的 其 他 长 度 来 比较 ,小 得 可 以 忽略 时 ,我 们 就 说 质量 集中 在 原 
点 ,在 连续 质量 分 布下 质量 分 布 与 密度 分 布 是 相对 应 的 ,那么 相应 
于 集中 质量 分 布 的 密度 分 布 是 什么 呢 ? 若 质量 集中 在 原点 , 则 当 


аон, ptz) = 01 Чао, AFERKA зааж 
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点 的 小 区 间 长 ), 于 是 用 “每 点 对 应 一 个 函数 值 ” 的 古典 的 函数 概念 
就 无 法 表达 与 集中 量 相对 应 的 密度 分 布 . 由 于 这 种 集中 分 布 的 量 
常常 会 碰 到 ,这 就 需要 发 展 相应 的 数学 工具 来 描述 它 . 

20 世纪 初 ,物理 学 家 们 先 于 数学 家 使 用 了 一 种 奇异 函数 ,其 
中 最 简单 的 是 诺 贝尔 奖金 获得 者 ,物理 学 家 狄 拉克 提出 的 8 函数 
按照 他 的 说 法 ,这 函数 “除去 一 点 zs 以 外 到 处 为 零 , 而 这 点 等 于 无 
限 大 ,并 且 积 分 值 为 1". 用 式 子 来 表示 ,6 函数 就 是 指 具 有 以 下 性 
质 的 函数 (以 z, = 0 为 例 ) : 

0 (230), 

GEGE [ч А 

的 [асобе = 1. 

显然 ,从 函数 和 积分 的 古 与 定义 来 看 ,这 是 惊人 的 矛盾 . 因为 
我 们 知道 ,只 改变 函数 在 一 点 的 值 不 应 该 影响 函数 的 积分 值 . 然 
而 ,6 函数 在 整个 数 轴 上 , 除 一 点 外 处 处 等 于 零 , 而 它 的 积分 值 为 
1, 却 不 是 零 . 因此 , 当 狄 拉克 为 了 写 出 量子 力学 的 基本 公式 而 导入 
分 函数 时 ,很 多 数学 家 拒 不 承认 它 ,并 予以 非 难 , 但 是 从 物理 上 来 
看 ,提出 函数 的 概念 是 十 分 自然 的 . 例如 , 设 z 轴 表 示 一 根 殖 ,其 
密度 函数 用 PCz) 表 示 , 则 计算 此 弦 的 总 质量 M 的 公式 应 该 是 


M= | pdz, 
现在 假定 只 有 一 个 单位 质量 ( M = 1 ) 集 中 于 坐标 原点 工 一 
О, 如 果 我 们 仍 用 P(z) 表 示 工 轴 各 点 的 密度 ,那么 ,可 以 想象 


(25 0), 


(т) Ë 
二 
5 œ (= = 0). 


ЖН z ЮЛ М = 1, 所 以 根据 上 述 计算 ,总 质量 M 
的 公式 就 应 该 有 
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[ea =1 


可 见 , 这 里 的 p(z) ON EEE th ЖЕЛЕ. 

8 函数 真实 地 反映 了 物理 上 各 种 集中 量 , 如 点 质量 、 点 电荷 、 
点 热源 等 ,并 被 物理 学 家 有 效 地 使 用 着 . 这 就 促使 数学 家 们 对 о E 
数 进行 研究 和 解释 . 

函数 有 如 下 一 个 重要 的 性 质 ; 

对 任何 连续 函数 (z) ,都 有 


[T Kade = коо). Ф 
事实 上 ,对 于 任何 = > 0, 都 有 
+ + 
Госа = [Тасаг = 1. 
因此 ,利用 积分 中 值 定 理 可 得 
站 woacpaz= f aada 


+ 
= xof Bx)dz 
= pÊ), E E (~ ee); 


在 上 式 中 令 ~0, 从 而 后 >0,PCe) 一 w0)* 于 是 得 到 个 式 ， 

这 个 性 质 表明 ,虽然 ? 函数 不 符合 古典 函数 的 定义 ,但 它 和 连 
续 函 数 的 乘积 在 整个 实 轴 上 的 积分 却 有 确定 的 意义 . 这 与 历史 上 
引入 虚数 时 所 发 生 的 现象 类 似 , 用 实数 的 观点 来 理解 “新 数 ” 一 一 
虚数 是 想 不 通 的 ,但 是 它 在 解 方程 的 运算 对 程 中 却 有 确定 的 意义 
也 正 因为 这 点 , 才 使 函数 在 近代 物理 ,工程 技术 中 有 着 比较 广泛 
的 应 用 .了 函数 的 传 氏 变换 在 求解 数理 方程 中 有 着 特殊 的 作用 . 因 
此 ,人 们 也 用 中 式 来 定义 弛 函数 , 这 就 是 说 ,如 果 某 函数 乘 以 任何 
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一 个 连续 函数 wz) 后 再 沿 ( 一 cp, 十 ce) 积分 ,其 积分 值 为 K0) , 那 
么 此 函数 叫做 5 函数 . 可 以 证 明 这 个 定义 同 前面 定 义 的 了 函数 是 
жї. 

随 着 有 关 函数 的 严格 数学 理论 的 确立 ,函数 概念 发 生 了 飞 
牙 , 广 义 函 数 概念 进入 了 数学 . 广义 函数 包括 “奇异 函数 ”, 又 包括 
通常 的 函数 . 引 人 广 义 西数 后 ,每 个 通常 的 函数 都 有 任意 阶 导数 
(广义 的 ) ,这 正 是 物理 学 家 们 所 欢迎 的 . 

参考 文献 [4,pp. 160~163],[5,pp. 266—268). 


Ju 希 尔 伯 特 数 


希 尔 伯 特 数学 问题 (Hilperts mathematical problems) 1900 
年 ,德国 数学 家 D, 希 尔 伯 特 在 巴黎 第 二 届 国际 数学 家 大 会 上 发 表 
了 题 为 (数学 问题 jMathematische Probleme) 的 演说 ,演说 的 主 
要 部 分 是 23 个 数学 问题 ,即今 所 称 之 希 尔 伯 特 数学 问题 . 这 23 个 
问题 是 希 尔 伯 特 根据 19 世纪 数学 研究 的 成 果 与 发 展 趋势 而 提出 ， 
涉及 现代 数学 许多 重要 的 领域 ,一 个 世纪 来 始终 激发 着 数学 家 们 
持久 不 衰 的 研究 兴趣 . 

第 一 问题 ”证明 连 续 统 假设 一 一 在 自然 数 集 基数 与 实数 
集 基 数 C 一 21" 之 问 没有 任何 中 间 基 数 , 1963 年 ,美国 数学 家 P, 柯 
思 在 下 述 意义 下 给 出 了 该 问题 之 否定 解答 , 即 : 连续 统 假设 的 真 
伪 不 可 能 在 策 碳 罗 一 弗 衣 克 尔 (Zermelo - Fraenkelj) 公 理 系统 内 
判明 . 

第 二 问题 ”算术 公理 的 相 容 性 , 1931 年 ;奥地利 数学 家 K. HF 
德尔 的 “不 完备 性 定理 "指出 了 用 希 尔 伯 特 计划 ( 即 “ 证 明 论 " 或 “元 
数学 ”) 证 明 算 术 公 理 系 统 相 容 性 之 不 可 能 . 数学 相 容 性 问题 至 今 
尚未 解决 . 
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第 三 问题 ”两 等 底 等 高 的 四 面体 体积 之 相等 . 1900 年 希 尔 伯 
特 的 学 生 M. Dehn 给 出 了 此 问题 的 否定 解答 . 第 三 问题 是 最 早 获 
解 的 硕 尔 伯 特 问题 . 

第 四 问题 ”直线 作为 两 点 间 的 最 短 距离 . 希 尔 伯 特 之 后 数学 
家 们 已 建立 起 多 种 特殊 的 度量 几何 ,但 这 样 的 几何 数量 之 多 ,为 希 
尔 伯 特 始 料 未 及 ,因而 该 问题 提 得 过 于 一 般 

第 五 问题 ”不 要 定义 群 的 可 微 性 假设 的 李 群 概念 . 更 确切 地 
说 , 希 尔 伯 特 第 五 问题 是 问 : 是 否 每 个 局 部 欧 几 里 得 群 沸 为 李 群 ? 
经 过 漫长 的 努力 ,此 问题 已 于 1952 年 由 美国 数学 家 А.М. 
Gleason, D. Montgomery. L. Zippin 等 人 最 后 解决 ,答案 是 青 
定 的 . 

第 六 问题 ”物理 公理 的 数学 处 理 , 希 尔 伯 特 在 本 问题 中 所 要 
求 的 公理 化 概率 论 已 由 А.Н. 柯 尔 莫 哥 洛 夫 (I933) 等 人 建立 . 公 
理化 方法 在 相对 论 , 量 子 力 学 热力 学 等 物理 学 部 门 也 获 很 大 成 
功 , 但 一 般 公理 化 物理 学 的 意义 则 尚 待 探讨 

第 七 问题 ” 某 些 数 的 无 理性 与 超越 性 . 1934 年 苏联 数学 家 
А. О. Гельфанд 和 德国 数学 家 T. Schneider 各 自 独立 证 明了 : 对 
于 任意 代数 数 o% 0 ,1 和 任意 代数 无 理 数 8 у 0 ,中 为 超越 数 . 

第 八 问题” 索 数 问题 , 该 问题 包括 了 哥 德 巴赫 猜想 、 黎 曼 猜想 
和 挛 生 素数 猜想 等 著名 数论 难题. 黎 扣 猜想 至 今 仍 是 猪 想 . 至 于 哥 
德 巴赫 猜想 和 李 生 素数 问题 ,目前 最 佳 结果 均 属 陈 景 淘 , 但 均 未 获 
最 终 解决 . 

第 九 问题 ”任意 数 域 中 最 一 般 的 互 反 律 之 证 明 ; 该 问题 已 为 
日 本 数学 家 高 木 上 页 治 (1921) 和 奥地利 数学 家 E. Artin (1927) 
解决 . 

第 十 问题 丢 番 图 方程 可 解 性 的 判别 -. 1930 年 苏联 数学 家 
10. В. Матпясевпч 给 出 了 该 问题 的 否定 解决 , 即 证 明了 硕 尔 伯 特 所 
预期 的 一 般 判 别 算法 不 存在 ， 
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第 十 一 问题 ”系数 为 任意 代数 数 的 二 次 型 . 德国 数学 家 
Н. Hasse (1929) 和 C.L. Siegel(1936,1951) 存 这 问题 上 获得 了 重要 
结果 . 

第 十 二 问题 ” 阿 贝 尔 域 上 的 克 罗 内 克 定 理 推广 到 任意 代数 有 
理 域 . 该 问题 尚未 解 次 ， 

第 十 三 问题 不 可 能 用 只 有 两 个 变数 的 函数 解 一 般 七 次 方 
程 . 连续 函数 情形 已 被 苏联 数学 家 B. и. Apsonon 1957) # ERR. 
如 要 求 函数 解析 , 则 问题 尚未 解决 . 

第 十 四 问题 ”证明 某 类 完全 函数 系 的 有 限 性 . 1958 年 日 本 数 
学 家 永田 雅 宜 给 出 了 问题 的 否定 解答 , 即 证 明了 存在 群 了 ,其 不 变 
式 构成 的 环 不 具有 有 限 个 整 基 . 

第 十 五 问题 ERRA ERER, 舒 伯 特 计数 演算 的 合 
理性 仍 待 解决 ,但 该 问题 促进 了 代数 几何 的 发 展 ,代数 几何 基础 已 
分 别 由 荷兰 数学 家 了 B,L- 范 . 德 . 瓦尔 登 (1938 一 1940) 与 法 国 数 
学 家 A. Weil(1950) 建 立 起 来 . 

第 十 六 问题 ”代数 曲线 与 曲面 的 拓扑 . 该 问题 的 后 半 部 分 讨 


юле P = у 的 极限 环 个 数 与 位 时 .苏联 数学 家 N 
Петровский @ ЕЙ Х.У 为 +,y 的 二 次 有 理 整 函 数 时 极限 环 个 数 
不 超过 3. 1979 年 中 国 数学 家 举 出 反例 证 明 富 得 洛 夫 斯 基 的 结论 
是 错误 的 ， 

第 十 七 问题 “正定 形式 的 平方 表示 , 1926 年 由 E Artin 
解决 

第 十 八 问题 由 全 等 多 面体 构造 空间 ,部 分 解决 

第 十 九 问题 正则 变 分 问题 的 解 是 否 一 定 解析 - 这 问题 在 下 
述 意义 上 已 获 解决 : 俄国 数学 家 C. Бернштейн (1904) FB T — 4 
两 变 元 的 解析 非 线性 楷 国 方程 ,其 解 必定 解析 . 该 结果 后 又 被 推广 
到 多 变 元 及 本 加 组 情形 . 
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第 二 十 问题 “一般 边 值 问题 . Bl 8851 E T A ЛГ УА 
问题 的 蓬勃 发 展 . 

第 二 十 一 问题 ”具有 给 定单 值 群 的 线性 微分 方程 存在 性 的 证 
明 . 1989 年 苏联 数学 家 A.A. 鲍 里 布鲁克 给 出 了 此 问题 的 否定 
解决 . 

第 二 十 二 问题 ”解析 关系 的 单 值 化 , 德国 数学 家 Р. Koebe 
(1907) 解 决 了 用 自 守 函数 使 两 个 变量 间 的 任意 解析 关系 单 值 化 的 
问题 . 三 个 以 上 变数 的 情形 尚未 解决 . 

第 二 十 三 问题 ” 变 分 法 的 进一步 发 展 , 希 尔 伯 特 在 此 未 提出 
确定 的 特殊 的 问题 ,而 是 对 变 分 法 的 重要 性 及 进一步 发 展 发 表 了 
一 般 性 看 法 

虽然 20 世纪 数学 的 发 展 远 远 超 出 了 希 尔 伯 特 上 述 28 个 问题 
所 预见 的 范围 ,但 当代 数学 通过 解决 这 些 问 题 而 获得 的 巨大 进步 ， 
已 充分 说 明了 项 尔 伯 特 数学 问题 的 历史 意义 和 深远 影响 . 

(Pi) 
希 尔 伯 特 第 一 问题 ”该 问题 的 主要 部 分 是 要 证 明 所 谓 “ 连 续 统 
ma”. 

1874 СОЛЕНИ E ВЕЕ СК 05 
ИСС AORA E ЗЕ, ЕАН (B iz. 
它 后 来 被 推广 为 更 一 般 的 形式 即 广义 连续 统 假设 : 对 于 任何 无 穷 
基数 ,站 是 大 于 的 最 小 基数 . 

1940 年 ,可 德尔 证 明了 广义 连续 统 假设 和 另 一 条 集合 论 公 
理 -一 选择 公理 与 集合 论 策 墨 罗 一 Fraenkel 公理 系统 (简称 ZF 
公理 系统 ) 的 无 矛盾 性 ; 1963 年 , 柯 轧 又 证 明了 广义 连续 统 假设 和 
选择 公理 相对 于 ZF 公理 系统 的 独立 性 ,从 而 在 一 定 意义 上 给 出 
了 希 尔 伯 特 第 一 问题 的 否定 解答 .这 一 结果 使 集合 论 面临 跟 几 何 
学 中 证 明了 平行 公理 独立 于 欧 几 里 得 几何 其 他 公理 后 相 类 似 的 形 
势 . 柯 恩 证 明 中 采用 了 一 种 称 之 为 * 力 迫 法 "(Forcing method) 的 
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新 方法 (一 种 构造 公理 系统 模型 的 方法 ), 已 在 集合 论 中 获得 广泛 
应 用 ， 

但 许多 学 者 指出 : 我 们 今天 所 使 用 的 公理 系统 是 不 完全 的 
因此 ,从 现 有 集合 论 公理 对 连续 统 假设 给 出 的 不 可 判定 性 证 明 :还 
不 能 说 是 问题 的 最 终 解决 . 建立 ,研究 新 的 集合 论 公理 系统 并 确定 
连续 统 假设 在 其 中 的 地 位 , 仍 是 公理 化 集合 论 研究 的 艰巨 任务 

除了 连 绪 统 假设 , 希 尔 伯 特 第 一 问题 还 涉及 实数 集 的 “ 良 序 
性 "问题 , 即 实数 集 是 否 可 被 构造 为 良 序 集 ? 这 问题 也 是 康 托 尔 最 
先 提出 ,设想 数字 系统 的 菜 个 确定 的 有 序 排列 ,并 从 这 些 数 中 选 出 
一 个 部 分 系统 ( 子 集 ) ,那么 可 以 证 明 这 个 子 集 也 是 有 序 的 所 谓 良 
序 集 是 指 这 样 一 种 特殊 类 型 的 有 序 集 : 不 仅 集合 本 身 ,而 且 其 每 
个 子 集 都 有 一 个 首 数 . 所 有 实数 的 系统 按 其 自然 顺序 显然 不 是 良 
序 集 . 康 托 尔 提出 的 问题 是 : 实数 全 体 是 否 可 按 其 他 方式 排列 ,使 
得 每 个 子 集 都 有 一 个 首 元 素 ? 他 猜想 答案 是 肯定 的 - 项 尔 伯 特 在 第 
一 问题 的 后 半 部 分 希望 对 康 托 尔 的 猜测 作出 直接 的 证 明 , 1904 
年 , 策 黑 罗 证 明了 一 切 集合 都 可 良 序 化 ， 但 策 黑 罗 的 证 明 用 到 一 条 
集 侣 论 公理 一 选择 公理 ,而 选择 公理 的 真 伪 如 前 所 述 到 1963 年 
才 由 柯 恩 给 出 判断 ,并 且 也 是 在 ZF 公理 系统 范围 之 内 . 

(地 文 林 ) 
硕 尔 伯 特 第 二 问题 ”该 问题 讨论 算术 公理 的 无 子 盾 性 ， 

一 个 公理 系统 的 无 矛盾 性 ,是 指 其 中 不 可 能 发 生 这 样 的 情况 ， 
即 在 证 明了 一 个 命题 (S) 的 同时 ,发 现 其 否 命题 (一 S) 亦 成 立 - Д 
尔 特 拉 米 (1868) 和 克 莱 因 (1873) 等 曾 通 过 他 们 给 出 的 非 欧 几何 模 
型 将 非 区 几何 的 无 秘 盾 性 归 约 为 欧 几 里 得 儿 何 的 无 秘 盾 性 . 希 尔 
伯 特 在 (几何 基础 (1899) 中 则 将 欧 儿 多 何 的 无 蔬 盾 性 归 约 为 实数 
算术 的 无 菠 盾 性 ,这 样 算术 的 无 矛盾 性 几乎 成 为 整个 数学 大 厦 的 
жа. 希 尔 伯 特 最 先 明确 将 算术 公理 的 无 韦 盾 性 作为 问题 提出 ,这 
就 是 希 尔 伯 特 第 二 问题 . 希 尔 伯 特 关于 证 明 算 术 公理 无 矛盾 性 的 
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一 套 设想 ,后 发 展 为 系统 的 “ 希 尔 伯 特 计划 ”( 即 证 明 论 ), 其 要 点 
是 : 首先 将 所 讨论 的 古典 数学 理论 (T) 表 成 由 一 些 形式 符号 和 形 
式 符号 公式 组 成 的 公理 化 系统 (Te); 同 时 采用 (并 只 用 ) 有 穷 方法 
建立 一 个 逻辑 系统 和 初等 数论 (Ts), 希 尔 伯 特 称 之 为 “元 数学 ” 
(metamathematics), 然 后 用 这 种 元 数学 去 证 明 形式 理论 T, 的 无 
矛盾 性 ,进而 得 到 T 所 表示 的 古典 数学 理论 T 的 无 矛盾 性 , 希 尔 
伯 特 计划 最 重要 的 特征 显然 是 彻底 的 形式 化 和 方法 的 有 穷 性 . 然 
而 1931 年 哥 德 尔 的 “不 完备 性 定理 ”证明 希 尔 伯 特 计划 是 行 不 通 
的 : 任 一 足以 包含 实数 算术 的 形式 系统 ,必定 存在 一 个 不 可 判定 
的 命题 S( 即 在 此 系统 内 有 S 和 一 S й). 此 后 有 些 学 者 企图 
通过 放宽 希 尔 伯 特 元 数学 的 限制 来 证 明 算 术 的 无 矛盾 性 ,如 1936 
年 G. Gentzen 在 允许 使 用 超 限 归纳 法 的 前 提 下 证 明了 算术 公理 
的 无 矛盾 性 ,但 整个 问题 并 未 解决 . 

希 尔 伯 特 第 二 问题 大 大 推动 了 数学 基础 的 研究 , 尤其 值得 指出 的 
是 : 哥 德 尔 不 完备 性 定理 的 证 明 引导 英国 数学 家 A. Turing 提出 
Turing 机 的 概念 ,对 现代 计算 机 理论 有 意 想不到 的 应 用 . 

( 李 文 林 ) 
希 尔 伯 特 第 三 问题 “两 等 底 等 高 四 面体 体积 之 相等 . 

在 平面 情形 ,通过 图 形 的 剂 分 , 拼 补 * 即 可 建立 多 边 形 面积 理 
+. 能 否 类 似 地 建立 空间 体积 理论 ?关键 在 于 体积 度量 相等 的 多 面 
体 是 否 一 定 剖 分 相等 ( 即 可 剖 分 成 成 对 的 全 售 四 面体 ), 或 至 少 拼 
补 相等 ( 即 可 通过 拼 补 上 一 些 全 合 四 面体 而 变 成 剖 分 相等 ). 希 尔 
伯 特 猜测 这 是 不 可 能 做 到 的 , 希 尔 伯 特 第 三 问题 就 是 要 具体 寻找 
两 个 等 高 等 底 (度量 相等 ) 但 却 不 剖 分 相等 甚至 也 不 拼 补 相等 的 四 
面体 . 第 三 问题 在 提出 的 当年 (19007 就 被 希 尔 伯 特 的 学 生 M- 
Dehn 解决 . М. Dehn 证 明了 确实 存在 这 样 的 四 面体 ,并 指出 两 个 
多 面体 要 剖 分 相等 ,必须 满足 一 定 条 件 , 通 称 "Dehn # f” (1965 
年 瑞士 数学 家 Sydler 证 明 Dehn 条 件 亦 是 充分 的 )- 
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第 三 问题 是 最 早 获 解 的 希 尔 伯 特 问题 ,为 正确 建立 体积 理论 
莫 定 了 基础 . 希 尔 伯 特 据 此 指出 : 处 理 空间 体积 问题 ,除了 剂 分 、 
拼 补 还 必须 求助 于 别 种 方法 ,如 卡 瓦 列 里 原理 ”- 

拼 补 相等 ,相当 于 中 国 古代 数学 中 的 出 人 相 补 . 刘 微 曾 成 功 地 
运用 出 人 相 补 原理 证 明了 《 九 章 算 术 ) 中 许多 面积 公式 , 在 涉及 到 
体积 问题 时 , 刘 徽 实际 上 已 接触 到 了 不 能 拼 补 相等 的 立体 图 形 的 
例子 ,并 创 用 了 特殊 形式 的 不 可 分 量 原理 (后 发 展 为 一 般 的 “ 祖 帆 
公理 ”, 即 卡 瓦 列 里 原理 ) ,作为 计算 体积 公式 的 重要 手段 , 这 正 是 
上 述 希 尔 伯 特 所 指 途 径 . 

( 李 文 林 ) 
希 尔 伯 特 第 五 问题 该 问题 讨论 连续 群 的 解析 性 、 

1870 年 ,挪威 数学 家 索 福 斯 ， 李 提出 了 现代 数学 中 极为 重要 
的 连续 变换 群 (后 称 李 群 ) 概 念 ,作为 研究 微分 方程 的 新 武器 . 李 将 
有 限 连 续 变 换 群 定义 为 一 变换 系统 ， 


=, = /\(тү,лиэлй,а, esa.) (i = 1,2, ул) 
СОЕ а, еза, 为 参数 ). 它们 具有 如 下 性 质 , 即 从 中 任 选 两 个 变换 
жщ = (телу, уд) 
和 zl = Сал ерун В) 


它们 相继 作用 产生 的 变换 也 属于 原来 的 系统 ,因而 可 表 成 形式 
д} = РАР Села) fria) забав) 


E) ， 


= flyr Lahti 


Ж asee, Eaa, A bie Б, Й} ЖЕҢ. ЭХ КЕЗЕК ҮЕ 
质 便 由 一 组 函数 方程 所 确定 , 它 本 身 并 未 对 函数 fr,*… ,fc，…， 
提出 附加 的 限制 ,但 李 的 定义 却 要 求 定义 群 的 这 组 函数 满足 适 
当 的 可 微 性 , 这 一 要 求 是 否 确实 必 不 可 少 ?如 果 不 要 函数 可 微 性 假 
设 , 李 的 连续 变换 解 理论 能 走 多 远 ?这 就 是 希 尔 伯 特 第 五 问题 的 主 
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要 内 容 . 这 问题 一 个 更 明确 的 提 法 是 : 是 否 每 个 局 部 欧 几 里 得 群 
都 是 李 群 ? 

希 尔 伯 特 第 五 问题 的 解决 经 历 了 一 段 漫 长 的 历史 . 1933 年 ， 
汉 " 诺 依 最 对 紧 致 群 证 明了 和 希 尔 伯 特 第 五 问题 1939 年 
Л. С. Понтрягин 解决 了 阿 贝尔 群情 形 ;1941 年 C, Chevalley 解决 
了 可 和 解 群 情形 . 1952 年 , A. М. Gleason, D. Montgomery 和 
L, Zippin 等 终于 共同 解决 了 一 般 情形 , 即 证 明了 每 个 局 部 欧 几 里 
得 群 缘 为 李 群 . 他 们 的 证 明 极为 繁复 ,因而 寻求 更 简单 的 证 明 仍然 
是 对 数学 家 们 的 挑战 . 

( 节 文 林 》 
希 尔 伯 特 第 七 问题 “该 问题 讨论 某 些 数 的 无 理性 与 超越 性 . 

1873 年 , 埃 尔 米 特 证 明了 数 * 是 超越 数 ( 如 果 一 实数 是 某 个 
系数 不 全 为 零 的 整 系数 多 项 式 的 根 , 则 称 它 为 代数 数 , 不 是 代数 数 
的 实数 就 叫做 超越 数 ); 林 德 昌 1882 年 证 明了 x 的 超越 性 ,从 而 使 
二 希腊 三 大 数学 难题 之 一 化 图 为 方 获 否定 解决 . 希 尔 伯 特 第 七 问 
题 则 提出 研究 某 些 在 分 析 中 很 重要 的 超越 函数 的 取 值 问题 : 他 认 
为 有 一 种 超越 郴 数 ( 例 为 指数 函数 e™), 它 们 对 一 切 有 理 变 数 = 取 
代数 值 , 另 一 方面 却 很 可 能 对 变数 z 的 无 理 代数 值 便 取 超越 值 . 

一 般 文献 中 所 说 希 尔 伯 特 第 七 问题 ,通常 是 指 其 中 的 下 述 命 
题 : 对 于 代数 底数 a 和 无 理 代数 指数 B, 表 达 式 ,例如 2 或 
е" =i ,表示 一 超越 数 或 至 少 是 一 无 理 数 . 

希 尔 伯 特 预测 该 问题 的 解决 远 较 后 面 的 第 八 问题 困难 ,但 结 
果 相反 , 1934 年 ,A. O: Гельфанд #1 T. Schneider 各自 独 立地 对 希 
尔 伯 特 上 述 命题 给 出 了 肯定 回答 ,他 们 证 明了 ; 车 a( 取 0,1) 为 代 
数 数 ,8 为 无 理 代数 数 , 则 аг 是 超越 数 . 他们 的 结果 后 称 Гельфанд- 
Schneider 定理 ,1966 年 又 被 A. Baker 推广 为 更 一 般 的 情形 ; 从 
A. Baker 的 理论 可 得 到 : 车 ,a,,… sa, 是 不 为 0 和 1 的 代数 数 ， 
BB В. 是 代数 数 ; 且 1.8... B. 在 有 理 数 域 Q 上 线性 无 
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ЗЕ. ай ‚ай, + al 是 超越 数 . A. Baker1970 年 获 菲 尔 效 奖 . 
GH) 
希 尔 伯 特 第 八 问题 ”该 问题 讨论 素数 . 包括 了 黎 曼 狂想, 哥 德 巴 
赫 猪 想 及 李 生 素数 等 著名 数论 难题 ， 
ЗАЛЬ T 1859 年 提出 的 :& -函数 


„ү рд 
[)=1+ ++ 


的 零点 ,除了 负 偶 整数 (一 2, 一 4,…) 外 ,全 部 落 在 直线 Кез = 
上 .1974 # N. Levinson 证 明了 至 少 有 三 分 之 一 的 零点 落 在 该 直 
线 上 . 1982 #Е R. P. Brent 等 证 明了 人 (s) 在 征 形 0<5<1,0<t< 


81702130. 19 中 的 零点 全 部 位 于 Res= 二 上 ,共有 2 000 000 001 
个 , 且 都 是 一 级 零点. 尽管 已 有 大 量 的 工作 ,但 黎 曼 猪 想 至 今 既 未 
得 到 证 明 , 亦 未 被 否 证 由 于 其 难度 大 大 超出 人 们 的 意料 , 黎 曼 猜 
想 长 期 以 来 被 认为 是 对 人 类 智力 的 挑战 . 从 歼 最 猫 想 可 以 推出 一 
系列 数论 与 函数 论 的 结果 ,其 研究 对 整个 数学 影响 深远 . 

包括 在 希 尔 伯 特 第 八 问题 中 的 哥 德 巴赫 猜想 ,是 指 偶数 哥 德 
BEWE: 任意 大 于 6 的 偶数 均 可 表 成 两 个 奇 素数 之 和 . 1742 年 
首先 在 哥 德 巴赫 与 欧 拉 的 通信 中 提出 , 历 二 百 余年 基 而 未 解 , 中 国 
数学 家 在 哥 德 巴赫 猜想 研究 方面 做 出 了 卓越 贡献 , 1966 АЕ 
润 利用 “大 入 法 "和 他 自己 创造 的 妃 集 合 估计 证 明了 ; 每 个 大 偶数 
可 表 为 一 个 素数 与 一 个 不 超过 两 个 素 因数 的 乘积 之 和 (命题 {1， 
2). 陈景润 上 述 结果 被 普 为 “ 陈 氏 定 理 "至 今 仍 是 哥 德 巴赫 猜想 
研究 领域 中 世界 领先 的 结果 ， 

至 于 挛 生 素数 铺 想 ,目前 最 佳 结果 亦 属 于 陈景润. 所 谓 李 生 素 
数 ,是 指 一 对 相 邻 素数 p 与 91 且 = 十 2. PERENNE: fE 
在 着 无 穷 多 对 挛 生 素数 . 陈景润 证 明了 有 无 穷 多 个 素数 ,使 十 
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2 可 表 为 一 个 不 超过 两 个 素 因数 的 乘积 . 
EEES 
希 尔 伯 特 第 九 问题 ”该 问题 讨论 任意 数 域 中 最 一 般 的 互 反 律 之 
证 明 . 
古典 互 反 律 最 旱 由 欧 拉 猜测 到 (1743), 它 捕 述 了 一 对 素数 和 
以 它们 为 模 的 二 次 剩余 之 间 所 存在 的 关系 . 按 塌 让 德 的 陈述 ,古典 
二 次 互 反 律 的 形式 是 : 


(т==г "ту, 


Жр ар AARM PAMENS: 


1,# z: = a(mod р) 可 解 
CO) = 40.6 a 9 p E 
— 1,# z: = a(mod р) 不 可 解 . 


高 斯 在 1801 年 出 版 的 《算术 研究 } 中 首次 严格 证 明了 二 次 互 反 律 . 
看 尔 伯 特 第 九 问题 是 要 把 古典 互 反 律 推广 到 任意 代数 数 域 . 希 尔 
伯 特 提出 “类 域 论 "(研究 数 域 上 阿 贝尔 扩张 的 理论 ) 作 为 研究 一 般 
互 反 律 的 基础 ,完整 的 “类 域 论 "1920 年 由 希 尔 伯 特 的 学 生 高 木 页 
治 建立 ,在 此 基础 上 ,E. Artin 于 1927 年 终于 证 明了 一 般 互 反 律 
( 现 称 Artin 互 反 律 ) ,第 九 间 题 送 告 解决 , 


> 


( 李 文 林 ) 

希 尔 伯 特 第 十 问题 该 问题 讨论 丢 盔 图 方 程 的 可 解 性 
直 希 腊 数学 家 丢 番 图 最 先 研究 整 系数 不 定 方程 的 整数 解 ,这 
类 方程 因 之 被 称 为 丢 盔 图 方程 . 著名 的 费 马 大 定理 ( 见 费 马 大 定 
理 ) 即 属 丢 番 图 方程 问题 .一 般 形式 的 丢 番 图 方程 P(ai va. 
Ziz.) = 0, 了 为 变量 ziy z. 的 多 项 式 ,a ,vav 是 多 项 式 
的 系数 且 只 到 整数 值 . 希 尔 伯 特 第 十 问题 是 要 寻求 判定 任 一 给 定 
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的 丢 番 图 方程 有 无 整数 解 的 一 般 方法 . 

希 尔 伯 特 第 十 问题 属于 数理 逻辑 中 的 所 谓 “判定 问题 ", 关 系 
到 算法 理论 ,能 行 性 理论 以 及 以 二 者 为 基础 的 递归 论 的 发 展 . 正 是 
等 待 数 理 逻 辑 相关 理论 的 成 果 , 希 尔 伯 特 第 十 问题 本 身 的 研究 直 
到 20 世纪 50 年 代 才 开始 有 重要 进展 .1952 年 ,], B. Robinson 在 
所 谓 “Robinson 假设 "下 证 明了 短 函 数 的 丢 番 图 性 ;196] 4,М. 
Davis, H. Putnam,J. B. Robinson 等 又 取得 新 的 突破 ,证 明了 任何 
递归 可 枚 举 集 都 是 指数 丢 番 图 集 . 1970 年 ,10. В. Матиясевпч 终于 
在 上 述 诸 学 者 工作 的 基础 上 解决 了 和希 尔 伯 特 第 十 问题 ,他 证 明了 
希 尔 伯 特 所 期 望 的 一 般 算法 是 不 存在 的 . 这 是 一 项 否定 的 解决 , 却 
产生 了 一 系列 肯定 的 结果 ,其 中 有 的 在 定理 机 械 化 证 明 方面 可 能 
有 用 . 近年 来 丢 严 图 分 析 已 成 为 十 分 活跃 的 领域 .许多 数学 问题 
(包括 一 些 著名 的 未 决 问题 如 醋 德 巴赫 狂想 . 黎 曼 狂想 等 ) 都 可 以 


转化 为 特定 的 丢 番 图 方程 有 无 整数 解 的 问题 . 
(#х#) 
希 尔 伯 特 第 十 三 问题 ”该 问题 讨论 不 可 能 用 仅 有 两 个 变量 的 函 
数 解 一 般 的 七 次 方程. 


该 同 题 涉及 用 所 谓 “ 诺 模 图 "来 进行 代数 方程 的 数值 求解 . W 
视图 也 叫 算 图 ,是 一 种 计算 图 表 , ËL Еи, wus,… sk,) = 0 为 实 变量 
tasas u, 之 间 存 在 的 西数 关系 ,车 从 给 定 的 шумои, 1 09 
值 ,在 一 图 表 上 总 可 找到 满足 关系 (wiytso' wt) 二 0 的 wu 的 值 ， 
就 称 此 图 表 为 诺 模 图 . 一 个 n 次 代数 方程 x 十 az 十 … + 
apit +a, 二 0 显然 可 以 看 成 a 十 1 个 变 元 (aiwass… ,aw1z) 的 函数 
ЭЖ Plaan) 一 0, 因而 有 可 能 利用 诺 模 图 从 系数 a1，*… a, 
的 值 确定 根 z 的 值 . 事实 上 ,如 果 方 程 的 系数 仅 依赖 于 两 个 参量 
〈 即 系数 是 任意 仅 有 两 个 独立 变量 的 函数 ), 则 必定 能 用 诺 模 图 求 
解 .二 次 方程 到 十 2z 十 9 二 0 是 最 简单 的 例子 . 如 果 系数 依赖 于 
三 个 或 更 多 个 变量 ,方程 的 根 就 不 一 定 能 用 诺 模 图 来 构造 但 有 一 
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大 类 方程 ,虽然 它们 的 系数 是 有 三 个 或 更 多 变量 的 函数 ,但 却 可 以 
通过 有 限 步 又 变 换 而 化 成 系数 仅 依赖 于 两 个 变量 的 情形 . 可 以 证 
明 , 三 次 .四 次 ,五 次 和 六 次 方程 都 属 这 一 类 型 ,因而 都 可 用 诺 模 图 
求解 . 希 尔 伯 特 猜测 一 般 的 七 次 方程 的 系数 不 能 经 由 有 限 个 仅 售 
两 变 元 的 函数 得 到 . 第 十 三 问题 就 是 要 对 这 一 事实 给 出 严格 证 明 . 
希 尔 伯 特 指 出 ,为 此 只 需 证 明 七 次 方程 x + ar + br + cest 
1 =0 不 能 借助 于 仅 含 两 个 变 元 的 任意 连续 函数 用 诺 模 图 求解 . 这 
一 问题 已 在 1957 年 由 B. И. Арнольд 解决 ,但 若 要 求 的 是 解析 函 
数 , 则 问题 仍 未 解决 ， 
(ELH) 
希 尔 伯 特 第 十 五 问题 ”该 问题 讨论 H. Schubert 计数 演算 的 严 
格 基础 . 
古典 计数 几何 的 主要 问题 是 确定 满足 一 定 条 件 的 几何 图 形 个 
数 ( 最 简单 的 例子 如 : 求 三 维 空间 中 与 4 条 已 知 直 线 相交 的 直线 
数 ). 德国 数学 家 H. Schubert (1848 一 1911) 在 计数 几何 方面 有 重 
要 贡献 . H. Schubert 的 著作 普遍 依赖 于 庞 斯 菜 首先 使 用 的 所 谓 
“ 数 的 守恒 原理 "和 他 本 人 建立 的 一 套 计 数 演算 ( 即 Schubert W 
算 ). 数 的 守 便 原理 断言 几何 数 在 图 形 位 置 (或 条 件 参数 ) 连 续 变动 
下 的 不 变性 ;而 Schubert 演算 则 是 用 代数 符号 表述 几何 条 件 及 其 
相互 关系 的 符号 演算 .二 者 显示 了 很 大 的 实用 价值 ,但 都 缺乏 严格 
的 数学 基础 ,因而 遭 到 一 些 数 学 家 的 强烈 批判 希 尔 伯 特 第 十 五 问 
题 就 是 要 建立 Schubert 演算 的 严格 基础 ,从 而 严格 确定 Schubert 
所 获得 的 许多 几何 数 的 准确 性 及 有 效 范围 
1930 年 , 范 ， 德 “瓦尔 登 首 先 将 上 同调 类 计算 等 代数 拓扑 工 
具 引 入 计数 几何 研究 ,把 计数 几何 置 于 一 般 相交 理论 的 更 为 广 关 
的 背景 中 去 探讨 .一 般 相 交 理 论 在 范 " 德 ， 瓦尔 登 本 人 和 A. Weil 
等 一 系列 著名 数学 家 的 努力 下 获得 了 充分 发 展 , 同 时 有 力 地 推动 
了 作为 现代 数学 核心 领域 之 一 的 代数 几何 学 基础 的 建立 . 但 
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Schubert 演算 的 合理 性 仍 未 完全 解决 . 一 个 有 挑战 性 的 有 趣 例子 
Ж: 对 Schubertf 计 数 几何 演算 )C1879) 一 书 中 通过 上 百 页 计算 而 
得 出 的 两 个 几何 数 666 841 088( 与 9 个 已 知 二 次 曲面 相 切 的 二 次 
曲面 个 数 ) 和 5 819 539 783 680( 与 12 个 已 知 二 次 曲面 相 切 的 三 
次 挠 线条 数 ) 的 准确 性 ,数学 家 们 至 今 尚 不 能 作出 判断 . 
(#x#) 
希 尔 伯 特 第 十 六 问题 ”该 问题 讨论 代数 曲线 与 曲面 的 拓扑 
在 希 尔 伯 特 之 前 ,已 有 人 确定 了 阶 平面 代数 曲线 所 具有 的 
闭 孤 立 分 枝 的 最 大 个 数 . 希 尔 伯 特 在 第 十 六 问题 中 提出 进一步 研 
究 它 们 的 相对 位 置 , 以 及 相应 地 研究 空间 代数 曲面 的 叶 的 最 大 个 
数 ,分 类 和 相对 位 置 . 这 方面 陆续 取得 了 不 少 重要 结果 , 一 般 文献 
中 所 说 希 尔 伯 特 第 十 六 问题 ,通常 是 指 希 尔 伯 特 在 该 问题 的 后 半 
部 分 提出 的 如 下 问题 ， 


июну 90 CC 的 极限 环 的 最 大 个 数 和 相 


对 位 置 ,其 中 P,Q, Ж х,у 的 次 数 不 高 于 的 实 系数 多 项 式 . 

对 一 般 次 系统 ,问题 相当 困难 . 对 二 次 系统 的 研究 则 有 较 大 
进展 ,特别 是 中 国 数学 家 在 这 方面 取得 了 重要 成 果 , 并 将 可 能 出 现 
极限 环 的 二 次 系统 分 为 三 类 ; 


dy _ 
dz ` С) a! 


(1+ az) 
Bi; TPP (a 0), 


#4 


Чу _ 
O) 


ЗУ — #1 aE 0) ару, T Р(х) У 
于 十 十 mo 

其 中 第 (1 ) 类 方程 的 极限 环 个 数 与 全 局 结构 问题 已 彻底 解决 . 另 
一 项 值得 一 提 的 结果 是 ， И. T. Петровскна 曾 断 言 二 次 系统 极限 


环 的 个 数 不 超 过 3. 1979 年 中 国 数学 家 指出 这 一 结论 是 错误 的 ,并 


са) 45 


980 getaak 


具体 构造 出 了 相当 广泛 的 一 类 二 次 系统 ,它们 至 少 有 + 个 极 
限 环 . 
(RX R) 
希 尔 伯 特 第 十 八 问题 该 问题 讨论 由 全 等 多 面体 构造 空间 . 

该 问题 处 理 几 何 中 非常 有 趣 的 铺 砌 问题 . 销 砌 , 粗 赂 地 说 就 是 
用 一 些 基本 几何 图 形 既 无 重复 又 无 空 除 地 铺 满 整个 空间 . 例如 我 
们 显然 可 用 正方 形 去 铺 满 全 平面 - 容易 看 出 ,对 同一 种 基本 图 形 ， 
可 能 有 若干 (甚至 无 限 ) 种 不 同 的 铺 砌 方式 . 

铺 砌 问题 的 抽象 表述 ,涉及 所 谓 带 基 本 区 域 的 运动 群 . 每 一 个 
运动 群 的 基本 区 域 和 由 群 产生 的 全 等 区 域 一 起 ,就 构成 一 个 充满 
全 空间 的 铺 砌 . 这 里 ,基本 区 域 相当 于 上 述 的 基本 图 形 , 而 不 同 的 
运动 群 则 相当 于 本 质 上 不 同 的 铺 砌 方式 . 

希 尔 伯 特 在 第 十 八 同 题 中 提出 了 三 个 关于 鲍 砌 的 基本 问题 ; 

(1) 在 nn 维 欧 几 里 得 空间 中 是 仅 有 有 限 个 本 质 上 不 同类 的 带 
有 基本 区 域 的 运动 群 吗 ? 通俗 地 说 , 即 问 维 欧 氏 空间 中 究竟 有 
多 少 种 本 质 不 同 的 基本 图 形 以 及 有 多 少 种 本 质 不 同 的 铺 砌 方式 ? 
1910 年 ,德国 数学 家 L.. Biebeibach 给 出 了 希 尔 伯 特 问题 这 一 部 分 
的 肯定 回答 , 即 证 明了 n 维 欧 氏 空间 中 带 基本 区 域 的 运动 群 的 有 
有限 性 ,并 对 后 来 以 他 的 名 字 命 名 的 运动 群 (Biebeibach 群 ) 进 行 了 
分 类 

(2) 是 否 有 这 样 的 多 面体 ,它们 不 是 运动 群 的 基本 区 域 ,但 经 
适当 毗连 仍 可 充满 全 空间 ? 1928 年 ,K. Reinhardt 给 出 了 三 维 空 
间 中 的 反例 , 1935 年 ,H. Heesch 给 出 了 更 简单 的 二 维 反例 ,使 人 
们 看 到 了 确实 存在 一 些 多 面体 ,可 以 用 它们 去 铺 砌 全 空间 ,但 却 不 
是 通过 欧 风 里 得 运动 (平移 、 旋 转 、 反 射 等 ) 的 方式 - 

(3) 怎样 能 够 把 无 限 个 相等 的 给 定型 式 的 立体 (为 球体 ,正四 
面体 等 ) 在 空间 中 给 以 最 紧密 的 排列 (即使 空间 被 充满 的 部 分 与 未 
充满 部 分 之 比 足 可 能 地 大 )? С.А. Rogers, H. F. Blichfeldt, 
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J. Leech, J. Milnor,N. J. А. Sloane 等 对 此 作 了 重要 工作 ,但 问题 
显然 无 所 谓 彻底 解决 ， 
铺 砌 问题 在 科学 (如 结晶 学 ) ,艺术 和 许多 部 门 有 广泛 的 应 用 . 
《 李 文 林 ) 
希 尔 伯 特 第 十 九 问题 正则 变 分 问题 的 解 必定 是 解析 的 吗 ? 
存在 着 一 类 偏 微分 方 看 (例如 著名 的 位 势 方程 等 ), 它 们 除 解 
析 解 外 没有 其 他 解 , 已 知 的 这 类 偏 微分 方程 大 多 有 一 个 共同 的 性 
质 , 即 它 们 都 是 下 述 变 分 问题 的 拉 格 朗 日 微分 方程 : 


Језа = min. 


АФ р Ea = E P ARB MISI SS 
= 。 э || >0. 
这 类 问题 被 称 为 “正则 变 分 问题 ", 在 几何 学 、 力 学 和 数学 物理 中 起 
着 重要 作用 . 很 自然 会 发 生 这 样 的 问题 * ENEA E A ВИЕ 
是 否 一 定 是 解析 机 数 ? 也 就 是 说 是 否 每 个 正则 变 分 问题 的 拉 格 表 
日 食 微 分 方程 都 只 有 甫 析 解 了 这 就 是 希 尔 伯 特 第 十 九 问题 
1904 年 ,苏联 数学 家 С. Бернштейн 证 明了 一 个 两 变 元 的 , 解 
Tr AE SR ЕН ИЗГЕ ЕШ БЕШИ]. C- Беришлели 的 工作 后 又 被 
H. Lewy E. Hopf, И, Петровокий # fb Ж À E J” 91 Т ® ЛЕ 7 86 Bl 
组 情形 , 正则 性 问题 与 存在 性 问题 一 起 ,是 变 分 学 理论 的 两 大 中 心 
问题 ,其 研究 对 本 世纪 变 分 学 与 信人 方程 论 的 发 展 起 了 很 大 的 
推动 作用 . 
(地 文 林 ) 
项 尔 伯 特 第 二 十 二 问题 жшн Н+ ЕКЕНИ УЖ 
单 值 化 . 
单 值 化 是 解析 函数 论 的 基本 课题 之 一 , 设 有 两 个 复 变量 问 的 
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解析 关系 下 (wz) = 0, ВЕ X T w 为 z 的 多 值 函数 . 如 果 
存在 二 0 的 参量 形式 := 一 0),0 = 000), Н? ору йй 
值 函数 , 则 称 参量 方程 = = # (1) ,w = рт) 把 解析 关系 下 一 0 单 
值 化 . 庞 加 莱 首 先 证 明了 总 可 以 用 一 个 变量 的 自 守 函 数 ( 指 在 变换 


mz = СЕ ш 一 &e 二 1 ,或 它 的 某 些 子 群 作用 下 保持 不 变 的 


函数 ) 使 两 个 变量 之 间 的 任 一 代数 关系 单 值 化 . 庞 加 莱 试 图 将 这 一 
定理 推广 到 两 个 变量 间 任意 解析 的 而 非 代 数 的 关系 ,但 他 给 出 的 
证 明 是 不 完善 的 , 希 尔 伯 特 第 二 十 二 向 题 就 是 要 对 一 般 的 解析 关 
系 严格 证 明 单 值 化 定理 ,并 将 其 推广 到 三 个 或 更 多 个 复 变量 情形 . 
1907 年 , 庞 加 莱 和 了 P.Koebe 各 自 独立 地 严格 证 明了 一 般 单 值 化 定 
ж. 可 以 用 自 守 函 数 使 两 个 变量 之 间 的 解析 关系 单 值 化 但 对 三 
个 以 上 变数 的 情形 则 问题 尚未 解决 . 


( 李 文 林 ) 
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Menelaus of Alexandria( 约 100 年 , 古 项 腊 人 ) ,梅内 劳 斯 (亚历山大 的 } 
Minkowski, Hermann (1864—1909,@8 A), 1 ЖЖ Ж 
Möbius, August Ferdinand(1790~1858, 乱 国人 ), 麦 比 乌 斯 
Monge, Gaspard (1746~1218, $NA), $H 


N 
Napier, John(1550~1617, 匡 国人 ) , 纳 皮 尔 
Newton, Isaac (1643—1727, £ BB A) ,牛顿 


Р 
Pappos (#4 300 一 约 ,350, 古 希腊 人 ) ‚ЖЮ 
Pascal, Biaise(1623—1662, 34 N A, т 
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Peano，Giuseppe(1858 一 1932, 意 大 利 人 7, 皮 亚 诺 

了 Plaro( 前 .427 一 前 347, 古 希腊 人 ) ,柏拉图 

Poincaré, Jules Henri(1854 一 1912, 法 国人 )，, 庆 加 莱 
Poisson, Simeon 一 Denis(1781 一 1840, 法 国人 )) 泊 松 
Pólya, George (1887~1985, 8 88 g F AA) E P| 
Poncelet, Jean— Vietor(1788—1867, 3k BA) , EM Ж 
Ptolemy (4 100 一 约 170, 二 希腊 人 ), 托 勒 密 
Pythagoras (Ñi 560~ Ñ 480, 古 希腊 人 ) , 毕 达 哥 拉 斯 


R 
Riccati, Jacopo Francesco(1676—1754, Ж KAJ A), ш-ЕЖ 
Riemann, Georg Friedrich Bernhard(1826—1866 #818 A), 8 8 
Russell, Bertrand Arthur William(1872—1970 38 A), 9 Ж 


s 
Schrödinger, Erwin(1887 一 1961, 奥 地 利 人 ) ‚ЖЛ 
Simpson, Thomas (1710-1761, Æ mA) FHR 
Steiner ,Jakob(1796~1863, +A) AEA 
Stirling, James (1692~1770, Ж [8 A), WA 
Stokes, George Gabriel(1819 一 1903, 英 国人 ) ,斯 托 克 斯 
Sturm, Jacques Charles Frangois(1803 一 1855, 瑞 士 人 ), 斯 图 姆 
Szeg6, Gabor(1895—1985, W0 FFA), @ Ж 


т 
Tartaglia, Nicolo (Ж Fontana, Nicolo, 1499—1557, KAA), £ 
塔 利 亚 
Taylor, Вгоок (1685-1731, Л), #0) 
Тзсһеһузсһе (ай Chebyshev),Pafnuti L. (1821—1894, REA); H 
雪夫 
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Ж 
Van der Waerden, Bartel Leendert(1903~ ,荷兰 人 ), 范 逢 瓦尔 登 
Viate( 或 Vieta) ,Francois(1540~1603, 法 国人 ) , 书 达 
von Neumann, John(1903 一 1957, 美 籍 甸 牙 利 人 ) , 冯 ， 诺 依 曼 


w 
Waring, Edward(1734 一 1798, 匡 国人 ), 华 林 
Weierstrass, Karl Theodor Wilhelm (1815—1897, {8 B] A), @ Ж 
拉 斯 
Weyl, Claude Hugo Hermann(1885 一 1955， 德 国人 ) ,外 尔 
Wiener, Norbert(1894 一 1964) 美 国人 ), 维 纳 ,N 
Wilson, John(1741 一 1793, 英 国人 ) ,威尔逊 ,J。 


z 
Zeno( 约 前 490 一 前 430, 古 希腊 人 ), 芝 诺 
Zermelo, Ernst Friedrich Ferdinand(1871 一 1953, 德 国人 )， 策 梅 罗 


词 目 索引 


1 中 文 首 字 笔 画 索引 


一 个 对 称 式 
一 个 Erdas 不 等 式 


十 二 点 球 - 
七 个 7 的 问 
七 桥 同 题 
AAN » 
九 点 图 
аж - 


代数 方程 的 解法 及 卡 丹 求 根 公式 - 
形 内 一 点 到 它 各 顶点 的 距离 的 不 等 式 
形 内 一 点 到 它 各 边 的 距离 的 不 等 式 
形 内 二 等 并 问题 " 

形 中 线 和 旁 切 加 半径 的 不 等 式 -- 
PREAM o. 
三 角形 的 半角 正 强 (或 余弦 ) 和 的 不 等 式 1e 
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三 角形 的 第 一 Lemoine W 
形 的 第 二 Lemoine 图 
形 的 拉 格 朗 日 定理 … 


已 知 一 边 上 的 高 和 中 线 及 其 余 两 边 的 差 , 求 作 三 角 
己 知 三 角形 的 两 边 中 点 及 季 心 的 位 置 , 求 作 三 角形 * 
已 知 三 条 高 的 长 度 , 求 作 三 角形 
女 不 善 织 
AFER 
马克 劳 林 不 等 式 
马尔 法 蒂 问题 … 


开 方 作法 本 源 图 


йв 993 


жане JER - 
木 桶 注水 问题 
五 家 共 井 
五 渠 注 池 
ERN 
无 字 天 书 
9196 “ 
无 穷 多 个 连续 函数 之 和 是 否 也 是 连续 函数 
不 可 公 度 线段 “ 
FEHB + y 
KEHE z + y = zt 

ARE — 1= z+ - 
不 定 方程 + “ + + 4 + 一 Т 87 
切线 与 辅助 圆 定理 
“巨人 " 吐 水 
FE 

中 国 邮 路 (或 邮递 员 ) 问 是 
中 国 剩余 定理 

中 线 的 立方 和 
HER ee 
内 对 角 线 的 数目 
NARRE * 
牛顿 不 等 式 * 
牛顿 椭圆 问题 … 
牛顿 轨迹 问题 ~ 
牛顿 问题 
什么 叫 点 ` 线 , 面 
化 圆 为 方 问题 


а 
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分 银子 问题 … 
分 赌注 问题 
分 100 的 问题 
AFEA 
月 形 定理 
勾 股 定理 … 
IREN -- 
HREAN 
勾 股 数 

六 合 立 方 图 
火柴 游戏 … 
计 造 军 衣 
OER … 
“巴赫 沙 利 手稿 "中 的 问题 
巴 拿 埋 火柴 问题 
双生 素数 - 

双 设 法 


正 十 七 边 形 作 图 
正 交 轨 线 问题 
正 多 面体 的 种 类 
EREN ~ 
хак 
HRTEM …" 
布 劳 威 尔 不 动 点 定理 
布 利安 香 定理 “7…， 
布 利安 香 - 庞 斯 菜 轨 迹 定理 
布 利安 香 - 庞 斯 全 定 : 
平面 等 周 问题 
平方 和 Q. 
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平行 公设 问题 " 
扑克 牌 胜 负 排 座次 
FARRER “ 
卡 丹 问题 
卡 丹 国内 旋 轮 线 
西 多 面体 的 柯 西 定理 
田鼠 赛马 … 
只 用 直 尺 作 图 问题 
四 球 的 相似 面 
四 平方 和 的 网 拉 恒 等 式 
四 面体 体积 的 Servois 定理 ~ 
四 面体 的 极 值 问题 
四 面体 的 重心 …… 
四 面体 体积 的 欧 拉 定理 1 
四 面体 体积 的 欧 拉 定 理 2 
四 个 4 的 游戏 … 
四 边 形 的 欧 拉 定 理 
四 边 形 的 葛 尔 刚 定理 
四 次 代数 方程 的 费 拉 里 解法 与 笛 卡 尔 解法 
四 色 定 理 
пея ан 
пана 
生日 问题 … 
代数 基本 定理 - 
代数 方程 根 与 系数 关系 的 书 达 公 式 
代数 方程 根 式 解 问题 -. 
用 有 理 数 通 近 无 理 数 的 问题 
印度 莲 ( 荷 ) 花 … 
外 摆 线 e 
处 接 于 定 三 
ARR …" 


形 的 正三 角形 的 重心 轨迹 
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ажа - 
立方 倍 积 问题 
兰 伯 特 定理 ~ 
жш 
FERRER … 


" 640 
508 
761 
829 
297 


共 面 点 的 费 尔 巴 险 定理 
共 轴 图 
共 辆 直径 的 阿波 罗 尼 奥 斯 定理 
共 线 点 的 帕 波 斯 定理 … 362 
共 点 线 的 施 秦 纳 定理 = 367 
在 AABC RS RO, СУНЦ АОлВ 的 周 长 相 等 


745 


有 理 数 多 还 是 自然 数 多 
百 钱 百 鸡 
百子 图 
каж 
百 鸡 问 题 
KEHREN- 
托 尔 斯 泰 同 题 
毕 达 哥 拉 斯 定理 
过 给 定 五 点 (切线 ) 作 圆锥 曲线 
过 给 定 四 点 作 扳 物 线 ooo 
同时 平分 四 边 形 的 周 长 和 面积 


"56 
320 
* 56 
- 55 
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自然 数 的 分 拆 
自然 数 血 和 同 题 
行星 荔 洞 问题 - 
会 国术 
合同 数 * 
多 面体 面 的 欧 拉 定 理 
多 面体 的 欧 拉 定理 … 
多 面体 的 庞 斯 莱 定理 


刘 微 不等式 …" 
闭 曲 面 的 分 类 定理 
关于 二 项 式 系数 … 
关于 是 函数 的 Jensen 不 等 式 …" 
关于 向 量 优化 的 哈代 - 利 特 尔 伍德 - 波 利 亚 不 等 式 
关于 重心 的 帕 波斯 定理 
阳 马 求 积 …* 
BR nt 的 推广 问题 
шени 


жиз - 
麦 比 乌 凑 定理 
зноу Жик 
EOM с 
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形 如 严 十 1 的 素数 
花 拉 子 米 问题 
HRAM ~ 
杨辉 三 角形 = 
李 善 兰 便 等 式 
两 图 的 麦 比 乌 斯 定理 
折 竹 问题 ………… 
抛物 线 的 麦 比 乌 斯 定理 
RARS … 
求 作 正四 面体 ,正六 面体 .正八 面体 . 正 十 二 面体 和 正 
求 作 等 腰 三 角形 ,使 它 的 底 边 和 底 角 平分 线 有 给 定 长 度 
双方 大 小 … 
作 正 七 边 形 
作 加 内 接 三 角形 ,使 它 与 给 定 三 角形 有 相等 的 三 个 角 
作 贺 内 接 正 五 边 形 , 正 十 边 形 、 正 十 五 边 形 
伯 努 利 问题 
伯 努 利 数 
伯 努 利 双 纽 线 
伯 努 利 - 莱 布 尼 蒋 诡 论 
ЫА 


希 尔 伯 特 第 二 问题 … 
希 尔 伯 特 第 三 问题 … 
希 尔 伯 特 第 五 问题 
着 尔 伯 特 第 七 问题 *… 
希 尔 伯 特 第 八 问题 … 
希 尔 伯 特 第 九 问题 
项 尔 伯 特 第 十 问题 
希 尔 伯 特 第 十 三 问题 
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希 尔 伯 特 第 十 五 问题 
希 尔 伯 特 第 十 六 问题 “ 
硕 尔 伯 特 第 十 八 问题 
项 尔 伯 特 第 十 九 向 题 
希 尔 伯 特 第 二 十 二 问题 
希 尔 伯 特 数学 问题 
秋 利 克 雷 除数 问题 
角 平 分 线 的 平方 和 
角 平 分 线 的 倒数 和 
图 科 夫 斯 基 不 等 式 
闵 科 夫 斯 基 定理 ~ 
完全 正方 形 
完全 四 边 形 的 牛顿 线 
完全 四 边 形 的 策 心 线 
完全 下边 形 的 Simson 线 
完全 数 e 
初等 对 称 多 项 式 
阿 基 米 德 三 角形 的 性 质 
阿 基 米 德 的 牛 群 问题 

阿 基 米 德 螺 线 “ 
阿 基 米 德 定理 ， 
阿达 玛 不 等 式 
阿波 罗 尼 奥 斯 球 r 
阿波 罗 尼 奥 斯 比例 截 线 问 题 “ 
阿波 罗 尼 奥 斯 切 圆 问题 … 
阿波 罗 尼 奥 斯 轨迹 问题 
ий е АТА - 
FAI 2 ЖОЕ 
鸡蛋 问题 … 
纳 皮 尔 相似 公式 
纵横 图 


ПОРЕ] 
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表率 数 的 公式 
表 第 个 素数 的 公式 
范 德 瓦尔 登 定理 … 
直 尺 刻度 问题 oo. 

直线 和 平面 垂直 的 判定 定理 “ 
ЕЕЕ ЕЯ 
拉 格 朗 日 定理 …… 
拉 格 朗 日 - 施 泰 纳 定理 
жна ~ 
HER с 
到 一 正方 形 项 点 距离 为 有 理 数 的 点 
欧 拉 不 等 式 
欧 拉 轨 迹 问题 
殉 拉 公式 和 … 
КЮЙ нн 
欧 拉 的 多 边 形 剂 分 问题 


кк 
欧 几 里 得 公理 系统 是 否 严谨 … 
非 欧 几何 的 合理 性 问题 
罗素 性 论 
HANAR 


帕 波 斯 问题 


нж А, 


帕 波斯 作 图 问题 Е 
RENEA … 
帕斯卡 三 角形 
帕斯卡 线 
帕斯卡 定理 
пума 
с АЕА 
物 不 知 数 

ялих 
така 
ERR ~… 
REHAS 
质数 的 和 
€+ 
жен 
KNRM 
泊 松 问题 - 

波 利 亚 -会 贵 不 等 式 ~ 
波 利 亚 -会 货 几 何不 等 式 


空间 等 周 问 题 = 
空间 Desargues 定理 
颖 长 计算 问题 “… 
ЖШ … 
组 合 数 等 式 


WAKA <. — 
E зз Qasa... 
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RAAR eee 
HUAR 
RRR 
ARRE 
标签 古 题 
柯 西 不 等 式 
柯 西 方程 e 
柯 克 受 女生 问题 
相 邻 素数 的 差 
牵 电 问题 … 
是 否 存在 不 可 列 集 
星 形 线 
哈代 - 兰 道 不 等 式 
哈密 顿 周游 世界 问题 
钟 针 的 对 调 
怎样 描述 脉冲 现象 
怎样 求 抛物 线 马 形 的 面积 “ 
怎样 估算 
怎样 作曲 线 的 切线 
复数 域 能 不 能 再 扩充 
追 龟 说 


жаен 
Wema - 
施 罕 纳 的 用 平面 划分 空间 问题 
施 罕 纳 定理 е 
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洛 必 达 轨迹 定理 
祖冲之 的 密 率 “ 
ag … 
ния 
акем - 
Бе] 
费 尔 巴 险 定理 “ 
费 马 大 定理 … 
费 马 极 值 问题 " 
费 马 问题 …* 


费 马 作 图 问题 


BAMAR = 
жюн —- 

RENERE 
жк. 
素 变数 的 华 林 问题 

BRAD =- 
埃及 的 问题 
校对 问题 
Pea 
EEEE 
页 宪 三 角形 
配对 问题 
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60 
810 
383 
160 
105 
386 
451 
785 
771 
768 


ана 
针线 
аник 
圆 城 周 径 
图 内 整 点 问题 
圆 田 方 池 
иё … 
圆锥 曲线 的 直径 …… 
圆锥 曲线 的 帕 波斯 定理 
国难 曲线 的 Mac Callage 定理 


旅行 售货员 问题 
准 平面 和 准 球面 


形 的 正弦 定理 “ 
形 的 古 德 曼 公式 … 


形 的 面积 公式 “ 
球面 三 角形 的 梅内 劳 斯 公式 
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球面 三 角形 的 Cagnoli 公式 

球面 三 角形 的 Delambre 公式 
球面 三 角形 的 Ниет 公式 
球面 四 边 形 的 Lexell 定理 … 
жекке 
Aek - 
黄金 分 割 
勒 让 德 定理 … 
梅内 劳 斯 定理 
梯形 的 施 泰 纳 定理 - 
排队 找 零 钱 问 题 
排序 不 等 式 … 
жа@ажкиш - 
箱 卡 尔 -加 定理 

笛 卡 尔 符号 法 则 - 
康 托 尔 完备 集 
юшщ --. 
望 清洲 
шй … 
惟一 分 解 定理 
惯性 极 矩 不 等 式 ， 


1006 ж#+®тик 


BAHOK E 
棣 英 弗 公式 - 
Ирж 
EE (б Chasles 定理 
жж 
确诊 率 问题 - 
雅 可 比 定理 
FRERE … 
ы ЕЕ] 
斐 波 那 契 数列 “ 
最 大 内 接 四 边 形 


赌 徒 输 光 问题 
锐角 三 角形 角 的 不 等 式 


FUAHEA - 
等 待 时 间 问题 
FEAE 
FEFERAN 
ИА - 
集会 问题 " 
焦点 切线 的 阿波 男 尼 奥 斯 定理 
循环 小 数 的 一 个 性 质 
猴子 分 花生 
RERA … 
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普查 疾病 问题 
装 错 信封 
маж 
иш 
инж … 
LES 8”) Bí 
RER 


azak 
ениш 
蒙 日 定理 
ена 
概率 与 
aR 
шк 
隆美 人 的 故事 。 
REAS 
Samu 
蜂 群 问题 
ване 
жана 
解 一 个 45 次 方程 
数论 三 珠 
数学 黑洞 
塞 拟 - 卡 诺 定理 ， 
жиен e 
福尔摩斯 的 算是 
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йал - 
RAM 
зна 
算术 平均 值 -几何 平均 值 不 等 式 
算术 基本 定理 ……… 
ARAH HREM 
算术 级 数 中 的 最 小 案 数 
算 学 生 数 ee 
(жазыш 
жия 


鞋匠 皮 刀 形 … 
要 翅 - 癌 德 不 等 式 
ДЕ oo. 
MEEA- EE 


nes 917. 
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2. 西 文字 母 、 数 字 、 日 文 索引 


А 


Аса 不 等 式 
Alhazen 弹子 问题 
al-kashi 恒等式 … 
Anning 定理 
Anthemius 定理 
Avicenna 问题 + 
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Bacher 问题 
Bager 图 — 
Bang 定理 
Barbier 定理 
Baudet 猜想 … 
Beckenbach 不 等 式 
Beha-Eddin 问题 
Bellman 不 等 式 

Berkes-Waiker 不 等 式 
Bertrand 奇 论 … 
Bertrand 猜测 
Bhaskara 问题 
Bhaskara 等 式 v 
Blondat 定理 
Bobillier 定理 
Brahmagupta 公式 
Brahmagupta 定理 
Bretschneide 公式 
Brocard 点 
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Brocard Ш + 
Buffon ЖЕЕ ~ 


Carleman 不 等 式 
Carlson 不 等 式 
Carmichael 数 
Casey 定理 ~ 
Castillon 问题 “ 
Catalan 不 等 式 
Catalan 轨迹 问题 
Catalan 问题 …… 
Catalan 定理 
Catalan 猜想 
Cesiro 定理 ~ 
Chapple 定理 
Chasles 定理 
Ciamberlini RR < 
Collatz 猜测 …* 
Commandino 定理 ~ 
Crelle 定理 ө, 


Te 
Debrunner-Dresel 不 等 式 +" 
de Méziriac 问题 
Desargues 定理 
Diaz-Metcalf 不 等 式 
Doaglas-Newmann 定理 
Dupin 定理 …* 


HERI шп 


Dupin 轨迹 问题 
Durrunde 定理 


Echols 定理 
Edwards-Blundon 不 等 式 … 
Erdos 不 等 式 
Erdós 极 值 问题 
Erd6s-Bager 不 等 式 
Erdas-Klamkin 不 等 式 … 
Erdos-Leuenberger 不 等 式 
Erdos-Mordell 不 等 式 
Erd5s-Oppenheim 不 等 式 …… 


Fagnano 问题 + 
Faltings-Mordall 定理 
Fejes Tóth-Hajós 不 等 式 
Ferriot 定理 …* 
Finsler-Hadwiger 不 等 式 
Frobenius 问题 ee 
Fuhrmann Щ … 
Fuss 定理 - 


Gains 定理 e 
Gal-Bankoff 不 等 式 
Garfunkel 不 等 式 с 
Garfunkel 作 图 问题 
Garfunkel-Gardner RER + 
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Germain 定理 … 128 
Gerretsen 不 等 式 552 
Giuga 猜测 


Gmeiner-Janous ЖФ + 
Gram 不 等 式 … 
Greenstreet 定理 … 
Greub-Rheinboldt 不 等 式 ~ 
Guggenheimer 不 等 式 


Hanoi 塔 问题 
Helly 定理 
Hipparchus 定理 
Hipparchus 球 极 投影 . 
Hlawka 不 等 式 + 
Hornich 不 等 式 
Hypsicles 定理 


Janous-Gmeiner 不 等 式 + 


Janous-Nakassis 不 等 式 + 
Jensen 不 等 式 + 
Joachmsthal 定理 
Johnson 定理 … 
Jordan 曲线 定理 
Jordan 定理 … 


anga 98. 


Kantorovich 不 等 式 


Kiepert 点 
Klamkin-Miller 轨迹 定理 
Kober 不 等 式 verer 
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Lemoine 公式 - 


Lemoine $ < 


Lemoine 点 ~ 
Leuenberger 不 等 式 
Levinson ЖӨ ~ 
Lévy 定理 …* 
Lucas 问题 
Lucas 数列 - 

Lyapunov 不 等 式 


Mac Cullagh 定理 
Makowski 不 等 式 
Manheim 定理 - 

Mann 定理 … 
Mannheim 定理 e 
Marcus-Lopes 不 等 式 

Marshall-Olkin 不 等 式 
Mascheroni 圆规 问题 
Mention 定理 …… 

Меге{#% …" 
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Monsky 轨迹 定理 … 
Moorman 轨迹 定理 
Morley 定理 


Neuberg-Pedoe 不 等 式 … 
Nichomachus 问题 …… 


Oppenheim 不 等 式 …… 
Oppenheim 单调 性 定理 … 
Ostrowski 不 等 式 + 


Panaitopal 不 等 式 
Peaucellier 反 演 吕 原理 ~ 
Pell 方 程 
Pick 定理 
Pohlke-Schwarz 定理 
Popoviciu 不 等 式 
Prouhet 问题 …* 


Rado 不 等 式 
Ramsey 问题 
Ramus-Rouche 基本 不 等 式 
Rasa 不 等 式 
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Redheffer 递归 不 等 式 
Regiomontanus 作 图 问题 
Regiomontanus 问题 = 
Roberts 定理 = 


Salmon 定理 …… 
Schinzel 猜测 - 
Schmall 定理 
Schur 不 等 式 …… 
Schur 型 Wolstenholme 不 等 式 
Schwarz 三 角形 “eee 
Schweitzer 不 等 式 еее" 
Serenus 问题 … 
Serret 轨迹 问题 
Serret EBE sassa 
Servois 定理 © 
Sierpinski 不 等 式 
Simson 定理 5 
Simson 线 ee 
Sondat 基本 不 等 式 
Spieker Ш. еннан 
Sridhara 问题 
Steinig 不 等 式 
Stewart 定理 
Stroeker-Mascioni 不 等 式 
Sylvester 三 点 共 线 问题 … 
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Temperley 定理 
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Thébault 问题 
Thymaridas 的 问题 
Tinseau 定理 … 

Tucker I| 


van Schooten 轨迹 问题 …* 717 


Wagner 不 等 式 
Walker 不 等 式 
Watson 问题 
Weitzenback 不 等 式 …… 
Wolstenholme-Klamkin 加 权 三 


Young FER + 


"757 


Zerr 定理 … 


"110 
- 150 


e 的 超越 性 … 
J (eos z) = cos 17z 的 一 个 性 质 


ва(1+ +] = 


* 883 


和 
Ue 


m (т 十 1)* 之 间 是 否 必 有 案 数 = 
+ 芥 加 权 平均 值 不 等 式 
x 的 超越 性 … 
1-—1+1—1+ + 1 =? зет 
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3 的 一 个 奇特 的 性 质 “ 
3z 十 1 猜测 
36 名 军官 问题 


编 辑 后 记 


《数学 名 题词 典 } 终 于 要 上 机 批量 印刷 了 ,作为 本 蔬 的 策划 者 
和 责任 编辑 ,有 一 种 如 释 重负 的 感觉 ,还 有 一 种 言 狂 未 尽 的 感觉 ， 
ASNA RLA ABH ARKAE Уза 

当今 的 图 书 出 版 ,从 选 题 策划 到 出 书 ,10 月 分 施 ?” 已 属 跟 不 
上 速度 “10 835" E%9. AREATA., AAAH 
“10 年 分 娩 ", 有 许多 人 觉得 时 间 长 了 点 。 不 仅 是 作者 ,还 有 知晓 该 
词典 的 读者 朋友 ,我 自己 更 觉得 太 长 了 点 。 我 只 能 说 声 对 不 起 了 1! 
不 过 ,年 长 了 10 岁 的 我 认为 ,当初 的 考虑 是 符合 我 一 贯 的 编辑 理 
念 的 ,这 本 词典 的 内 容 决 没有 过 时 ,也 许 不 能 迎合 时 尚 ,但 它 的 价 
值 依然 存在 ,相信 这 本 词典 是 本 常 销 书 。 

俗话 说 :“ 十 年 磨 一 剑 ,10 年 时 间 自 己 当然 不 可 能 音 * 磨 ”了 
Км ЕЕН КЕ Л ЕЕЕ Н 
们 ,还 有 另 一 位 责任 编辑 ,我 的 同事 王 巧 宁 先 生 1 都 作 了 努力 ,希望 
能 对 得 起 为 这 本 词典 掏 钱 的 读者 朋友 。 

还 有 不 容 置 笑 的 一 点 。 你 拿 在 手 上 的 这 本 词典 ,肯定 有 许多 不 
层 之 处 ,也 许 有 些 还 是 意 想不到 的 甚至 是 不 可 原谅 的 。 毕 竟 这 块 
“砖头 " 般 的 词典 失重 的 ,我 无 法 向 你 保证 没有 竹 何 不 足 。 比 如 ， 词 
条 释文 中 有 差错 或 者 有 值得 商检 的 地 方 \ 有 些 名 题 无 法 在 这 本 词 
典 中 查 赔 到 ,还 有 编校 方面 的 差错 ,等 等 。 和 希望 读者 朋友 对 我 和 我 
的 作者 们 宽 宏 一 点 ,至 少 能 给 予 谅解 ,因为 我 们 已 经 尽力 了 。 

记得 当初 词 条 目录 “出 筑 " 后 ,在 全 国 范围 内 征求 了 有 关 专家 、 
学 者 的 意见 ,他 们 负责 任 地 提出 了 许多 有 价值 的 意见 和 建议 ,有 的 
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还 作为 特约 扎 稿 人 参与 了 写 稿 ,比如 张 景 中 院士 ,他 专门 为 词典 写 
了 他 的 “拿手 好 戏 ，“ 贿 蝶 定 理 ” 词 条 ,记得 他 是 在 国外 写 就 后 托 人 
回国 转 宕 给 我 的 ;顾问 谈 祥 柏 教 授 , 德 高 望 重 的 科普 界 前 化， 几乎 
参加 了 所 有 的 编写 会 议 , 并 撰写 了 许多 词 条 ,前 不 欠 我 去 上 海 拜 访 
他 时 ,他 还 关心 着 词典 的 “命运 ? 品 1 李 文 林 研 究 员 专 门 写 了 有 关 希 
尔 伯 特 数 学 问题 的 词 条 ， 胡 作 云 研究员 也 写 了 几 个 词 条 体 计 先生 
儿 乎 包干 了 他 所 熟悉 而 专长 的 几何 不 等 式 内 容 ; 还 有 淘 权 顾 教 授 、 
杨 路 教授 ,不 仅 关 心 词典 的 编写 工作 ,还 提出 了 许多 好 建议 。 遗 鲍 
的 是 , 陶 先生 已 故去 5 年 了 。 我 曾 于 1993 年 廊 去 京城 移 先 生 家 请 
教 过 他 ,后 来 他 有 一 次 路 过 南京 ,专门 为 词典 一 事 约 我 在 他 考 同学 
家 竟 面 ,他 还 给 我 留 下 了 几 封 基于 这 本 词典 的 书信 ,我 至 今 保存 
着 。 虽 然 他 无 法 看 到 这 本 词典 了 ,但 这 本 词典 只 要 到 了 你 的 手中 ， 
# T D 8 t +T A. f 2 T КБ РЕА ЕЕЕ Е.А 
眼前 闪现。 我 ,非常 怀念 网 先生 

最 后 ,我 要 说 的 是 自己 的 一 个 设想 。 这 本 词典 出 版 后 ,不 仅 要 
再 次 好 好 地 征求 有 关 专 家 、 学 者 的 意 匈 ,还 要 请 有 兴趣 的 读者 朋友 
来 提 意 见 。 我 知道 ,读者 朋友 是 非常 善于 挑 “毛病 ”的 因此 我 相信 
会 有 许多 好 的 意见 和 建议 ;特别 欢迎 大 家 提供 未 收入 本 词典 的 名 
题 , 如 果 愿 意 的 话 ,更 可 以 做 一 回 第 二 版 的 作者 。 当 然 , 所 有 提供 的 
内 容 必 须 有 据 可 查 , 憩 实 可 靠 。 我 希望 这 本 词典 有 第 二 版 ,而 第 二 
版 有 读者 朋友 的 参与 , 它 的 内 容 更 丰富 ,质量 更 高 .我 想 , 大 家 与 我 
一 样 , 都 希望 我 们 共同 拥有 一 册 这 样 的 词典 吧 1 

欢迎 你 与 我 联系 。 我 的 E-mail 地 址 ; wjj718 © 1088. com.cn 


王建 军 
2002 年 4 月 29 H 
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